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PREFAZIONE 


L*  opera,  della  quale  questo  è  il  primo  volume,  contiene^  oon 
alcune  aggiunte,  la  riproduzione  delle  lezioni  dì  calcolo  infini- 
tesimale ohe  vengono  da  me  date  nella  R.  Università  di  Padova. 
È  perciò  quasi  superfluo  di  aggiungere  che  essa  non  pretende  in 
alcun  modo  di  useire  dai  modesti  confini  di  un'opera  didattica  ed 
elementare. 

Le  opere  che  più  mi  furono  utili  nel  eompìlarla  sono:  in 
primo  luogo  le  Lezioni  di  Anaim  Infinitesimale  (litografia) 
e  Fondamenti  per  la  teorica  delie  /unzioni  dì  variabili 
reali  del  nostro  illustre  professore  Ulissm  Dini^  opere  oramai 
classiche  e  fondamentali  e  che  avrebbero  esse  sole  bastato  a 
rendere  preolaro  il  nome  dell'  autore,  e  alle  quali  deve  neces- 
sariamente ricorrere  chi  si  accinge  a  scrivere  un  libro  di  ana- 
lisi; il  Calcolo  differenziale  e  princifiì  di  Calcolo  integrale 
del  prof  Genocchi  pubblicato  con  molte  aggiunte  e  proprie 
considerazioni  dal  Prof,  G  Pipano,  e  Die  Elemenie  der  Diffe- 
rentiat-und  Iniegralrechnung  di  Axii:h  Harnack,  i  quali  due 
ultimi  lavori^  unitamente  a  quello  del  Lif^sctutìc,  segnarono  ancor 
essi  un  progresso  nei  met3di  coi  quali  devonsi  trattare  le  ri* 
cerche  spettanti  al  ealoolo  infinitesimale.  Mi  sono  poi  anche 
valso  delle  notissime  opere  del  Bertrand,  Sturm^  Serrkt, 
Jordan  ecc.  Valga  questa  dichiarazione  a  sostituire  le  citazioni, 
che  ho  tralasciato  dì  intercalare  nel  testo. 


VI 

Si  troverà  una  copiosa  raccolta  di  esempi  e  di  esercizi.  Ho 
cercato  che  ogni  singolo  esempio  od  esercizio,  spettante  ad  una 
data  teoria,  fosse  appropriato  a  illustrarne  ciascuna  particolarità. 
Quelli,  che  non  furono  da  me  composti,  vennero  tolti  principal- 
mente dalle  raccolte  di  esercizi  del  Frenet  e  dello  Schlòmilch 
e  dalle  opere,  sul  calcolo,  del  Todhunter  e  di  Houel. 

Attenendomi  sempre,  anche  a  scapito  della  semplicità  e  bre- 
vità delle  dimostrazioni,  a  quei  metodi  rigorosi  di  ricerca,  che 
devono  ormai  divenire  familiari  a  chi  principia  e  a  chi  vuole  prò 
seguire  lo  studio  della  scienza,  e  cercando  di  esercitare  il 
lettore  nella  risoluzione  di  problemi  concreti,  ho  tentato  che 
questo  libro  fosse  per  riuscire  non  inutile  a  coloro  che  intendono 
darsi  completamente  allo  studio  delle  matematiche  discipline,  e 
a  coloro  che  del  calcolo  infinitesimale  si  devono  servire  piii 
specialmente  come  uno  strumento  per  ulteriori  studi  nel  campo 
delle  applicazioni  della  scienza.  Ma,  pur  troppo,  al  buon  volere 
non  sempre  corrisponde  il  buon  esito. 

Il  secondo  volume  tratterà  degli  integrali  definiti  ed  inde- 
finiti e  loro  applicazioni,  del  calcolo  infinitesimale  per  le  fun- 
zioni di  variabili  complesse,  delle  equazioni  differenziali  e  degli 
elementi  del  calcolo  delle  variazioni. 


Padova^  26  Dicembre  1890 


F.  d'Arcais 
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1^7-tSOO,    Corvè  gobbe  o  a  doppia  curvatura.  —  Tangente.  —  Piano 

normale,  ^  Arco  di  curva  gobba         .        .        ,        .  n      570 

201-502,    PiaDO  osculatore  dì  una  curva  gobba,  —  Norroaìc  prin- 
cipale' —  BiQUrmale        ......* 

SO3-20tì.    Curvatura  delle  curve  gobbe 

Esercizi 

2(>7'80iR.    Superficie.  —  Piaao  UogenUj,  —  Normale 

909-212.    Curvatura  dello  ee/ìonl  normali.  —  Lineo  di  curvatura 

213-214.    Superficie  inviluppi  .,..,..,. 
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1.  LJiDlti  e  FizìoÉ 


Conslderasioni  preliminari.  —  Intorno  di  un  punto.  — 
Gruppo  di  punti. 

I.  L^Àritmetìca  e  l'Algebra  insegnano  la  genesi  dei  numeri 
razionali  e  irrazionali,  dei  numeri  immaginari  e  dei  numeri 
complessi,  le  regole  colle  quali  si  opera  con  essi  e  come  i 
numeri  reali  possano  venire  rappresentati  mediante  i  punti 
d'una  retta,  i  numeri  complessi  mediante  i  punti  d*un  piano. 
Tutto  ciò  supponiamo  familiare  a  chi  intraprende  lo  studio  del 
Calcolo  infinitesimale,  e  sebbene  anche  i  concetti  di  limite  e 
di  funzione  sieno  noti  in  seguito  allo  studio  dell'Algebra  com- 
plementare, gioverà  ciò  non  ostante  prendere  le  mosse  da  essi, 
sviluppandoli  convenientemente. 

2-  Le  quantità  che  andremo  ora  a  considerare  saranno  sup- 
poste reali,  e  indicheremo  colla  stessa  lettera  il  numero  ed  il 
punto  corrispondente  sulla  retta  scelta  come  rappresentazione 
geometrica  dei  numeri  stessi. 

Prendiamo  sulla  retta  un  intervallo  (a,  J).  Se  a  <  J  ,  a  è 
t estremo  infeHore^  b  V estremo  superiore  dell'intervallo 
stesso.  Sia  e  un  punto  intemo  all' intervallo,  cioè  non  coinci- 
dente con  alcuno  degli  estremi  a  ,  b.  Dicesi  intorno  del  punto  e 
un  intervallo  qualunque,  anche  piccolo  quanto  si  voglia,  ma 
di  ampiezza  diversa  da  zero,  contenuto  intieramente  nell'  in- 
tervallo (a  «  &)  e  cui  appartiene  il  punto  e  come  punto  interno. 
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DicGsi  intomo  alla  destra  {alla  sinistra)  del  punto  e  un 
intervallo  qualunque,  anche  piccolo  quanto  si  voglia,  ma  di 
ampiezza  diversa  da  zero,  contenuto  intieramente  nelT  intervallo 
(a,b)Q  cui  appartiene  il  punto  e  come  estremo  inferiore  (su- 
periore). 

Se  il  punto  e  coincide  coirestremo  inferiore  a  (o  col  su- 
periore b)  dell'  intervallo  (a ,  b)  esso  non  potrà  avere  che  intorni 
alla  destra  (o  alla  sinistra)  contenuti  intieramente  in  (a ,  b). 

Considerando  i  numeri  corrispondenti  'ai  punti  si  intende, 
senz'altro,  cosa  sia  Vintoimo  di  un  numero. 

3.  Chiamasi  gruppo  di  numeri  V  insieme  dei  numeri  che 
vengono  determinati  da  certe  leggi  conosciute.  Avremo  in  cor- 
rispondenza il  gruppo  di  punti.  Il  numero  dei  punti  d'un 
gruppo  potrà  essere  limitato  o  finito,-  oppure  illimitato  o  infi- 
nito, cioè  potrà  essere  che  le  leggi  che  determinano  i  punti 
del  gruppo  permettano  di  aggiungere  sempre  un  nuovo  punto 
a  quello  cui  siamo  pervenuti. 

Esempi 

1)  Gruppo  costituito  dai  numeri  1,  2,  3,  4,  5. 

2)  Gruppo  costituito  da  tutti  i  numeri  interi  positivi  1, 
2,  3,....n,.... 

3)  Gruppo  costituito  da  tutti  i  numeri  razionali  appartenenti 
ad  un  intervallo  {q ,  b). 

4)  Gruppo  G  costituito  dei  numeri  1,  -5-  ,  -ò-  i  -7-»  •• — ».  .. 

/^       o       4        n 

Potremo  indicarlo  con  G  zz  f — Y  {n=ì,  2,  3 . . . .). 

Chiamasi  punto  limite  di  un  gruppo  un  punto  tale,  che  in 
ogni  suo  intorno  cadano  influiti  punti  del  gruppo. 

Esempi 

1)  Il  gruppo  di  punti  —  (nrzrl,  2,  3....)  ha  per  punto 
n 

limite  il  punto  zero  che  non  appartiene  al  gruppo. 


2)  Il  gruppo 

«=(14+4-)  •<»=='■  «•^•••> 

ha  i  punti  limiti  zero  ed  -^,  dei  quali  il  primo  non  appar- 
tiene ed  il  secondo  appartiene  al  gruppo. 

3)  I  punti  limiti  del  gruppo 

n   '  a  ^  «  '  3  ^  n  '••■•  n— 1  ^  n  " 
{n  —  2,  3.  4....) 

sono 

0  i.  JL  i-    .. 

dei  quali  il  primo  non  appartiene  e  gli  altri  tutti  apparten- 
gono al  gruppo  e  costituiscono  un  gruppo  dì  punti  in  numero 
infinito  che  ha  il  punto  zero  "come  punto  limite. 

4)  11  gruppo  di  punti  formato  dai  punti  corrispondenti  ai 
numeri  razionali  di  un  intervallo  ha  per  punti  limiti  tutti  i 
punti  deir  intervallo  stesso. 


Concetto  di  limite. 

4-  Quando  si  possa  fissare  un  numero  positivo  A  tale  che 
i  valori  di  una  quantità  variabile  y^  che  compariscono  in  un 
problema  o  questione,  siano  in  valore  assoluto  tutti  minori  di 
A,  cioè 

|yl<À 

diciamo  che  y  si  mantiene  finita,  che  i  valori  di  y  sono  finiti. 
Sia  a  un  valore  speciale  di  una  quantità  variabile  x  e  y 
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un  altra  quantità  variabile,  che  pei  valori  di  x  che  conside- 
riamo, a  al  più  escluso,  ha  un  valore  determinato  e  finito.  I 
valori  che  prendiamo  a  considerare  di  x  supponiamo  costitui- 
scano un  intervallo  cui  appartiene  il  punto  a,  o  formino  un 
gruppo  di  punti  6,  dì  cui  a  sia  punto  limite. 

Useremo  alcune  volte  la  notazione  a  +  0,  (a  —  0)  per  indi- 
care il  punto  a  considerato  come  estremo  inferiore  (superiore) 
di  un  intorno  alla  destra  (alla  sinistra)  di  a,  ciò  che  esprimia- 
mo anche  dicendo  che  a-f  0  (a — 0)  è  il  limite  dei  valori  di 
X  quando  arriviamo  al  valore  a  passando  per  valori  x  mag- 
giori (minori)  di  a,  ovvero  quando  ci  avviciniamo  ad  a,  dalla 
destra  (dalla  sinistra). 

Indicheremo  con  ?  un  numero  arbitrariamente  piccolo  e 
positivo,  con  B  un  numero  arbitrariamente  grande  e  positivo, 
e  quando  diremo:  «punti  di  un  intorno  di  a»,  intenderemo 
tutti  i  punti  di  esso,  escluso  al  più  a,  quando  si  debbano  con* 
siderare  tutti  i  valori  di  x  dell*  intervallo  cui  T  intorno  appar- 
tiene, e  quelli  soli  dell'intorno  che  sono  punti  d'un  gruppo  G, 
escluso  al  più  a,  quando  non  dovremo  considerare  tutti  i  valori 
di  X  dell'intervallo  ma  solo  quelli  che  appartengono  a  G. 

5.  Ciò  premesso,  diciamo  che  l  è  il  limite  dei  valori  di  y 
0  semplicemente  di  y  per  x  convergente  ad  di  o  per  xzzia 
e  scriviamo 

Wm  yz=.l 

oppure  per  x  convergente  ad  a  pei  valoyn  di  G  se  dovremo 
solo  c(Tnside7^are  i  valori  del  gruppo  G,  quando  dato  a,  pos- 
siamo detcì^ninare  o  sappiamo  che  esista  un  interino  di  a, 
pei  punti  X  del  quale  sia 

|y-l|<a. 

Si  intende  poi  subito  come,  se  di  tali  intorni  ne  esiste  uno, 
ne  esiste  anche  un  numero  infinito,  cioè  tutti  quelli  che  sono 
contenuti  nel  primo. 

Se  occorrerà  considerare  valori  di  x  solamente  alla  destra 


0  alla  sinistra  dì  a  diciamo  che  l  è  il  limite  di  y  per  x  con- 
vergente  ad  a  dalla  destra  o  dalla  sinistra  e  scriviamo 

lim    y  =  /,    0    lim    y=^  l, 

quando,  dato  7,  possiamo  detey^ninare  o  sappiamo  che  esista 
un  intoimo  alla  destra  o  alla  sinistra  di  a,  pei  punti  del 
quale  sia 

|y  — l|<cr. 
Esempi 


1)  Sia 


y:=z{x  —  a)  sen 


e  si  considerino  tutti  i  valori  di  x  di  un  intervallo  qualunque 
cui  appartenga  il  punto  a,  escludendo  il  valore  a,  pel  quale  la 
espressione  y  non  ha  più  significato,  perchè  per  x=za  si  avrebbe 

y  =  0  .  sen  -^. 


Siccome 


avremo 


sen 


X  —  a 


{x — a)  sen 


X  —  a 


<  1 


<  \x — aL 


così  che,  dato  (7,  pei  punti  interni  all'intorno  (a  —  7,  a-^7)i]ì 
a  avendosi  \x  —  a\  <  cr  sarà  ancora  \y\  <  j,  ovvero  \y  —  0|  <7 
cioè 


lim  y=lim  (x— a)sen 


1 


X  —  a 


=  0. 


2)  Sia 


:sen 


X  —  a 


6 
e  si  considerino  i  punti  del  gruppo 

di  cui  a  è  punto  limite. 

Pei  punti  a:  di  G  abbiamo 

=r:a  +  2n7r  ,  sen  rr  sen(a-f  2n7r)i=sen  a, 


X  —  a  X  —  a 

e  quindi  si  vede,  senz'altro,  che 

lim  sen z=.  sen  a 

X  —  a 

quando  x  converge  ad  a  passando  pei  punti  del  gruppo  G. 

6.  Dato  B,  se  possiamo   determinare  o  sappiamo  che 
esiste  un  intomo  del  punto  a  per  tutti  i  punii  del  quale  sia 

|yl>B 

dicesi  che  y  ha  per  limite  r  infinito  per  x  convergente  ad  a 
e  si  scrive 

lim  yz=.:izco. 

Se  y  per  tutti  i  punti  di  detto  intorno  (a  al  più  escluso) 
mantiene  sempre  lo  stesso  segno,  -f  ovvero  — ,  il  limite  sard  -f  oo 
ovvero  —  oo .  Sono  poi  evidenti  le  modificazioni  da  introdursi 
alla  precedente  definizione,  quando  si  abbiano  da  considerare 
valori  di  x  appartenenti  ad  un  gruppo  di  cui  a  sia  punto  li- 
mite, 0  i  soli  punti  alla  destra  o  alla  sinistra  di  a. 

Esempi 

1)  Sia  t/= e  si  considerino  i  valori  di  x  di  un   in- 

'         ^      X  —  a 

tervallo  qualunque  cui  appartenga  a^  escludendo  il  valore  x=:a, 


Dato  È  pei  valori  di  x  interni  all'intorno  {a —,  a-^-^) 

sarà  |a;  —  a|  <  -g-  e  perciò  |y|  >  B.  Avremo  quindi 


lim rzitoo . 


Se  si  considerano  i  soli  valori   alla  destra  o  i  soli  alla  si- 
nistra di  a  e  si  osserva  che  pei  primi  è   positivo,   pei 

secondi  sempre  negativo  si  vede  che 


X  —  a 


fi  ì.  1 

lim     IH  -f  00  ,     lim 


a;=a4.o  X—  a 


a?=:a  — o*C —  d 


00  , 


2)  Sia  y=. 


e  si  considerino  i  valori  di   x  di   un 


a?sen 


X 


intervallo  qualunque  cui  appartenga  il  punto  zero  (zero  escluso). 


Osservando  che    a;  sen  — 

X 


ali 


<  \x\,  dato  B,  pei  punti  interni 
'  intorno  l  —  -g-,  -g- ì  del  punto  zero  avremo 


|x|<l.,  Uen-l 


<4-. 

1 

l 

X  sen  — 

X 

>B 


e  quiudi 


lim 


:it:oo . 


a:  sen 


Qui   r  indeterminazione   del   segno   rimane   sempre   anche 
quando  si  faccia  convergere  x  a  zero  dalla  destra  o  dalla  si- 
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Distra  solamente,  perchè  non  esiste  alcun  intorno  alla  destra  o 

alla  sinistra  nel  quale  x  sen  —   mantenga   sempre   lo   stesso 

segno. 

Osserviamo  a  proposito  del  calcolo  di  questo  limite,  che  prò- 
priamente  avremmo  dovuto  non  considerare  i  valori  di  x  ap- 
partenenti al  gruppo  ^  =  2 —  •  (^  =  0,   1,   2,   3..^;  —  1, 

—  2,  —  3,...)  dei  quali  cade  sempre  un  numero  infinito  in  un  in- 
torno qualunque  del  punto   zero,  perchè  per   essi,   avendosi 

sen  —  =  sen2n7r=z:0  la  y  avrebbe  il  valore  privo  di  significato 

y.=^^ Tvi  a  meno  che  non  si  convenga  di  dire  che  la  y  as- 
sume in  quei  punti  un  valore  infinito,  che  è  il  limite  dei  va- 
lori di  y  quando  facciamo  convergere  x  verso  i  punti  -^ — , 

come  facilmente  potrebbe  verificarsi. 

3)  Si  considerino  per  la  espressione  precedente 

1 

y= p 

flj  sen  — 

X 

ì  soli  punti  del  gruppo 

di  cui  zero  è  punto  limite. 
Avremo  per  questi  punti  a?, 

sen  —  rz:  sen(a  +2n7r)  :=  sen  a. 

X 

Supponiamo  sen  «  >  0.  A  partire  da  un  certo  valore  n'  di 

n  sarà  xzz: — -5 —  >0  e  quindi  anche  y=: r-z=: 

a  4-  /^Tli:  1 

X  sen  — 

X 

=  -J->0. 

re  sen  a 


bato  6,  pei  punti  clelr  intorno  (o^  -^  ]  ò 

|yl>B 

e  ove  già  pei  punti  di  G,  che  vi  appartengono,  non  fosse  y  >  0, 

potrenamo  determinare  un  altro  intorno  contenuto  in  (o,-^^) 

pei  punti  di  G  del  quale  sia  y>0,  cosichè  per  i  punti   di  G 
di  esso  avremo  contemporaneamente 

|y|>B  ,  y>0, 

ovvero  semplicemente  y>B,  cosichè 

lim  r-    =  +  00 

xsen  — 

X 

quando  x  converge  a  zero  passando  pei  punti  del  gruppo  G. 

Se  fosse  sena<0,  si  avrebbe  lim r-  =  —  oo. 

arsen  — 

X 

7.  Supponiamo  ora  che  la  variabile  x  possa  assumere  valori 
numericamente  maggiori  di  qualunque  numero  positivo  prefis- 
sato, comunque  grande,  ciò  che  esprimiamo  brevemente  dicendo 
che  X  può  crescere  indefinitamente  o  che  x  può  divenire  in- 
finito. Tali  valori  di  x  potranno  essere  tutti  i  numeri  contati 
in  uno  dei  due  versi,  a  partire  da  un  certo  numero,  oppure 
costituire  un  gruppo  di  numeri,  per  esempio,  i  numeri  del 

gruppo  1,2,  3,4... n o  quelli  del  gruppo — 1,  —2,  — 3, 

—  4,...  — n, ...  0  del  gruppo  2,  4,  6,  8, ...,2n,...  e  simili. 

Se,  dato  a,  possiamo  determinare  o  sappiamo  che  esiste 
un  valore  x^  in  guisa  che,  pei  valori  x  che  dobbiamo  con- 
siderare  e  tali  che  |x|>x^  sia  \y  — 1|  <  ^,  diciamo  che  1  è 
il  limite  di  y  quando  x  cresce  indefinitamente  nel  modo 
fissato  e  scriviamo,  secondo  i  casi,v 

lim   yz=:l,      lim   y  =  /, 


lo 

0  lim  y:=zl  quando  x  cresce  indefinitamente  passando  pei  punti 
d'un  gruppo  G. 

Esempi 

l)Sia  yzz^. 

Dato  j,  si  prenda  x^  y — ;  allora  pei  valori  di  x  tali  che 


\x\  >  a^  sarà    

'   '  \  X 


<<j,  ossia  \y — 0|  <<t,  cioè  avremo 


lim  ZZI  0,  lim   zzi  0, 

07=3-1-00       X  0?=—»        X 


0  semplicemente 


lim  — =  0. 

flpsroo      X 


sen  cu 
2)  Sia  y  izz j  poiché   |sen  x\  <  1  avremo  \y\  < 


Da. 


to  (7,  prendasi  a/  >  — ;  pei  valori  |a?|  >  x^  sarà  \y\  <  j,  e  quindi 

..      sena?      ^ 
hm   =  0. 

07  =  0»         X 

3)  Sia  y  =  l-jL__i___l__....___^doyea. 
assume  i  valori  del  gruppo 

G  =  (l,  2,  3,  4,  5,...n,....) 
Osservando  che 

.=,-(,_4-)-(^-^)-(>-i-)-... 

./J LW-L 

Va;        a?-*-  1/       ar+T 
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si  vede  subito  che 


liniy  =  0 


quando  x  cresce  indefinitamente  assumendo  i  valori  del  grup- 
po G,  cioò  quando  x  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi 
e  positivi. 

8.  fife,  dato  B,  può  determinarsi  o  sappiamo  che  esiste 
un  numero  1/  tale  che  pei  valori  |x|  >  x^,  da  considerarsi, 
sia  lyl  >  B  diciamo  che  y  ha  per  limite  l'infinito  quando  x 
cresce  indefinitamente  nel  modo  fissato,  e  scriviamo,  se- 
condo i  casi 

lim    y  =  ±  00 ,     lim    y  iz:  +  00  ,  ecc. 

È  chiaro  poi  come  qualunque  numero  maggiore  di  x  sod- 
disfaccia alla  stessa  condizione  di  x. 

Esempi 

1)  Sia  f/  =  x*.  Dato  B,  prendasi  x^>|/B,  cosichè  a:^*>  B; 
pei  valori  |a:|>x^,  sarà  |x*|  >  B  0  semplicemente  .r^  >  B  e 
quindi 

lim    a?*  =  +  00. 


2)  Sia  1/  z=zx  +  sen 


Elssendo   x  variabile  destinata  a  crescere   indefinitamente, 
supponiamola  sia  numericamente  maggiore  dell'unità,  e  poiché 


sen — <1,  sarà  |a;|  > 


sen 


1 


|yl  = 


x+ 


1 

sen^ 


>  \x\  —  sen 


ed  avremo 
1 


da  cui 


lyl  >  l-^l  - 1 
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Dato  fi,  prendasi  a:^  >  B  -f  1  ;  poi   valori  \x\  >  z^,  avremo 
|a;|  —  l>a;''—l>B  e  quindi  |y|>B.    • 
Osservando  inoltre  che 

y  >  0  per  x  >  1  ;        y  <  0  per  a;  <  —  1, 
avremo 


00 


lira    (iP  +  sen — ì  =  4- 
lim     (a;+sen — izz:  — oo 

«=:-«    \  X  / 

9.  Una  quantità  variabile  y  può  non  ammettere  un  limite 
finito  od  infinito  quando  x  converga  ad  a  o  quando  x  cresca 
indefinitamente,  se  la  y  si  comporta  in  guisa  da  non  rientrare 
in  alcuno  dei  casi  precedentemente  studiati. 

Esempi 

1)  Sia  y  =  sen . 

^         ^  X — a 

Quando  x  converge  ad  a  passando  per  tutti  i  valori  o  dalla 

destra  o  dalla  sinistra  o  dalla  destra  e  dalla  sinistra,  la  y  non 

ha  limite  determinato,  poiché  non  vi  è  alcun   numero   l  tale 

che,  dato  cr,  esista  un  intorno  di  a  per  tutti  i  punti  del  quale  sia 


1 

sen 


X —  a 


<^. 


Infatti,  un  tal  numero  dovrebbe  necessariamente  essere  in 
valore  assoluto  <  1.  Fissiamo  un  numero  qualunque  |/|<1. 
Prendiamo  un  altro  numero  U,|  <  1,  e  tale  che 

Pei  punti 
(a)  x:=za  + 


are  sen  /|  -f-  "inn  ' 
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dove  n  è  Dumero  intero  qualunque,  avendosi 

=iarc  sen  /j-f  2nTr, 


X — a 


sarà 


sen 


X —  a 


e  quindi  ancora 


-sen 


X  —  a 


>cr. 


Ora  in  un  intorno  qualunque  di  a  cadono  sempre  infiniti 
punti  (2),  e  perciò  non  esiste  nessun  intorno  di  a  per  tutti  i 
punti  del  quale  sia 


/ — sen 


1 


X  —  a 


<^, 


cioè  /   non   è  limite  di  y.  Lo  stesso  ragionamento   potendosi 
ripetere    per   un    altro   numero    V   qualunque,    si    vede    che 

yzizsen non  ha  limite  determinato  quando  x  converge 

X  — —  a 

ad  a  passando  per  tutti  i  valori. 

Abbiamo  visto  invece  (n.  5,  2)  come  abbia  un  limite  deter- 
minato quando  x  converge  ad  a  passando  per  speciali  gruppi 
di  valori. 

2)  Sia  y^=. sen . 

X  —  a       X — a 

Qui  y  può  assumere  valori  maggiori  numericamente  di  qua- 
lunque quantità  B,  quando  x  converge  ad  a,  ma  non  possiamo 
dire  che  y  ha  per  limite  l'infinito,  né  alcun  limite  finito.  In- 
fatti pei  punti  del  gruppo 


xzzza-^-i 


1 


2n7r 


dove  n  è  numero  intero  qualunque,  e  dei  quali   cade  un  nu- 
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mero  infinito  in  ogni  intorno  di  a,  è 

sen =  0. 


oj—  a       0?— -a 

La  nostra  espressione  non  ha  quindi  limite  determinato 
quando  x  converge  ad  a  passando  per  tutti  i  valori. 

3)  In  modo  analogo  si  vedrebbe  che,  quando  x  cresce  in- 
definitamente assumendo  tutti  valori  positivi  o  negativi,  non 
hanno  limite  determinato  le  espressioni 

yzzsenx,        y  zza?  sen  a?. 

IO.  Relativamente  al  concetto  di  limite  è  poi  da  notare  che. 
in  generale,  non  si  ricerca  il  limite  per  xzzza  Ai  una  espres* 
sione  y,  se  non  quando  questa  espressione  facendovi  in  essa 
xz=:a  sia  priva  di  significato,  ovvero  quando,  avendo  un  va- 
lore determinato  per  xz^a^  questo  è  diverso  dal  limite  dei 
valori  di  y  quando  x  converge  ad  a.  Così  ad  es.  non  si  par- 
lerebbe di  limite  di  y  =  (a;  —  a)'  per  xziza,  quantunque  il  va- 
lore zero,  che  la  y  assume  facendo  xz=.a,  sia  anche  effettiva- 
mente, per  la  definizione  di  limite  che  abbiamo  data,  il  limite 
dei  valori  di  y  per  x  convergente  ad  a.  Negli  esempi  che  pre- 
cedentemente abbiamo  arrecato  la  y  era  sempre  priva  di  si- 
gnificato pel  valore  di  x  pel  quale  si  cercava  il  limite. 

Alcune  volte  però  si  ricerca  il  limite  di  y,  per  x  conver- 
gente ad  a,  anche  se  la  y  per  xzLza  ha  un  valore  completa- 
mente determinato,  come  avviene  quando  la  y  deva  conside- 
rarsi insieme  ad  altre  quantità  delle  quali  si  cerca  il  limite 
per  x:=za,  ovvero  quando  il  valore  di  y  per  rr  =  a  non  si 
voglia  0  non  si  possa  considerare  insieme  agli  altri  valori  di  y, 
il  quale  ultimo  caso  si  presenta  quando  il  processo  col  quale 
si  calcolano  i  valori  di  y  non  può  essere  applicato  per  a;=:a. 

Quando  poi  si  considerino  >alori  di  a?,  che  possano  dive- 
nire infiniti,  non  si  potrà  parlare  di  valore  di  y  per  ajzzdroo , 
ma  solamente  di  limite  di  y  per  a?zz:±:oo,  perchè  l'infinito 
non  è  un  particolare  valore  della  variabile  x,  e  quando  di- 
ciamo che  X  diviene  infinito  esprimiamo  la  proprietà  che  ha  x 
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di  poter  divenire  e  mantenersi  maggiore  numericamente  di  qua- 
lunque numero  positivo  prefissato.  Cosi  che  quantunque  spesso 
si  usi  la  locuzione  «valore  di  y  per  ir  =  i:oo»  si  deve  sempre 
intendere  che  tal  valore  è  il  limite  di  y  quando  x  cresce  in- 
definitamente. 


Teoremi  gol  limiti. 

il.  Se  una  quantità  variabile  y  ha  un  limile  finito, 
quando  x  converge  ad  a  in  un  modo  determinato  o  per  x 
crescente  indefinitamente,  ne  ha  uno  solo. 

Per  provare]^questa  asserzione,  mostreremo  come,  ammesso 
il  contrario,  giungeremmo  ad  un  risultato  impossibile.  Ed  in* 
fatti  supponiamo  che  sia 

lim  y=:/|        (oppure    lim  y=/,) 

e  che  sia  ancora 

lira  y=zl^,        (oppure  lim  y  =  l^) 

Dato  ^,  esisterà  un  intorno  e  di  a  pei  punti  del  quale 
(oppure  un  numero  a/  tale  che  per  \x\  >  a/)  sarà 

ly-AI<-|-; 

ed  un    intorno  e  pel  quale  (oppure  un   numero  ce"  tale   che 
per  |x|  >  x")  sarà 

Nel  più  piccolo  dei  due  intorni  e,  e'  (oppure  prendendo 
\x\ > x"  essendo  x'  il  più  grande  dei  due  numeri  x\  x")  sa- 
ranno contemporaneamente  soddisfatte  le  due  disuguaglianze 
precedenti.  Osservando  inoltre  che 

Ui~4l  =  K,-y+y-/tl<I/i-y|  +  |y-/,| 
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avremo 


Ki-4|<^, 


la  quale  disuguaglianza  è  impossibile,  la  differenza  /(  ~  /,  es- 
sendo un  numero  fisso»  non  syscettibile  perciò  di  divenire  mi- 
nore di  un  numero  a,  arbitrariamente  piccolo  e  positivo.  Tal 
disuguaglianza  è  solo  possibile  se  li  —  /s^=0. 

12.  So  lira  yzn/,  sarà  lim( — y)=  — ^:  ciò  scorgesi  imme- 
diatamente osservando  che 

\l,-l\  =  \-(y-l)\  =  \-y-{-l)l 

Se  limy=/,  avremo  i/z=zl+x^  dove  «  è  una  quantità  va- 
riabile che  converge  a  zero,  quando  y  converge  verso  /. 

Infatti  posto  y  —  /=ra,  dato  ff,  pei  punti  d'un  intorno  di  a 
(o  per  \x\  >  x)  si  ha  |y  —  /|  <  j,  ovvero  |jt|  <  j,  cioè  lim  «  =  0. 

13.  //  limite  della  somma  algebrica  di  piti  quantità  [in 
numero  limitato)  che  hanno  limiti  finiti  è  uguale  alla  som- 
ma algebrica  dei  limiti  delle  quantità  slesse. 

Siano 

yMy2.--y«  le  quantità 

li  ì  ItJ  *  '•  In 

i  rispettivi  lìmiti  quando  x  converge  ad  a  (o  quando  x  cresce 
indefinitamente). 

Dato  a,  indichiamo  con  Ci  CfC^gli  intorni  di  a  pei  quali 
(o  i  numeri  a^i,  x^ ... x^  tali  che  per  \x\  >  x^,  \x\  > Xt ...  \x\  >  x^)  sia 


(«) 


|yi-/.l< 


Wn-ln\<  — 
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Queste  disuguaglianze  saranno  tutte  verificate  nel  pia  pie* 

calo  €  degli  intorni  c^,  c,,..c„  (o  per  |x|  >  gel  essendo  x  il  pin 

grande  dei  numeri  Wi^  a?,t..ar„). 
Osservando  che 

avremo 

Ìyi+y.+-+yu-('i+^*+-*+QI  <^ 

pei  panti  dell'intorno  e  (a  per  [a?t>^')  ^  pefció 

^limyi-hlimyj  +  ,-.H-  Um  y,i. 

Abbiamo  per  semplicità  fatta  la  dimostrazione  per  una  vera 
e  propria  somma,  ma  si  intende,  ricordando  l'osservazione  fatta 
al  principio  del  numero  precedente»  come  il  teorema  valga  per 
una  somma  algebrica.  Cosi  ad  es.  abbiamo 

Um(yi  — y,)=lim[y,  +  {-jfi)]=;limyi  +  lim(— y») 

3ilim  jr,  — limyi. 

Notiamo  che  la  dimostrazione  che  abbiamo  data  non  è  più 
valida  quando  il  numero  n  delle  quantità  ^  non  sìa  limitato,  o 
quando  tal  numero  vada  crescendo  indefinitamente  a  misura 
che  X  ai  avvicina  ad  a  (o  a  misura  che  €s  cresce  indefinita* 
mente);  poiché  nel  primo  caso  non  possiamo  più  stabilire  le 
disuguaglianze  (jc),  e  net  secondo  l'ampiezza  degli  intorni  a^ 
Ci,  .c^  pur  mantenendosi  diversa  da  zero  potrà  andare  impic- 
colendo al  crescere  di  n  in  modo  da  non  esservene  uno  e  mi^ 
nore  di  tutti  gli  altri  (o  i  numeri  Xi^  x^,.x^  andar  crescendo  in 
modo  da  non  esservene  uno  x'  maggiore  di  tutti). 

Si  riscontra  poi  con  molti  casi  particolari  che  efi'ettiva* 
mente  il  teorema  non  ha  più  luogo. 

14'  //  limile  del  prùdono  di  più  qiutntità  (in  numevo 

f 
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limitato)  che  hanno  limite  finito,  è  uguale  al  prodotto  dei 
limili  delle  quantità  stesse. 

Cominciamo  a  dimostrare  il  teorema  poi  caso  del  prodotto 
di  due  quantità  pi ,  tft- 

Siano  liJi  i  limiti  di  yi  »  y^  P^r  a?^fl* 

Posto  yi=r/,  +  5ti,  yji=/j4-ot^,  ove  ati ,  ^^  hanno  per  limita 
zero,  abbiamo 

Vi  yi  =  (/i+ai)  (^i+of|) 

dalla  quale 

fi)  \tfiyt—hh\<Ui\  U.l  +  I^il  Uil  +  U.l  |«tl. 

Ora  poiché  a^  ha  per  limite  zero,  dato  a,  esiste  uq  intor- 
no Ci  di  a  pei  punti  del  quale 


lA  ,       lA 

6  quindi  nel  più  piccolo  dì  questi  due  intorni  che  indicheremo 
con  Ca  sono  verificate  insieme  lo  duo  precedenti  disuguaglianze 
e  perciò  il  loro  prodotto  ci  da 

m  Ni«.i<^. 


|"i<5ra 

ossia 

m 

KII4K-J. 

Per  la  stessa 

ragione  esiste  un  intorno  Cj  nel 

quale 

m 

k.lKiK-^- 

e  due 

intorni  c\ 

c\  nei  quali  ricettivamente 
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Nel  pia  piccolo  dei  tre  m torni  e,,  Cg,  Cj  che  indicheremo 
con  e  saranno  adunque  verificate  le  tre  disuguaglianze  (2)^ 
(3),  (4)  e  perciò 

Avuto  riguardo  alla  (1),  vediamo  così,  come,  dato  i,  esista 
nu  intorno  e  pei  punti  del  quale 

cioè 

ìimfjiyt^lil^—lìmrj,  lim^j, 

come  voleva^!  dimostrare. 

Sono  ovvie  le  modificazioni  da  introdursi  nella  dimostra- 
zione quando  si  cerchi  il  limite  per  x  crescente  indefinitamente; 
basta  osservare  il  processo  tenuto  in  questo  caso  nel  teorema 
al  n.  13.  Sicché  avremo  in  ogni  caso 

lim{yi  y^)  =  ììmy^  limy,, 

Diuìostrato  così  il  teorema  pel  prodotto  di  due  quantità  lo 
si  estende  facilmente  al  prodotto  di  più  quantità.  Infatti,  ap- 
plicando il  teorema  dimostrato,  avremo 

lim  (yi  y^  y ,)  —    lim  [{y,  y,) .  y,]  =  lim  (y,  y,)  lim  y^ 

=.   limy^  lim^a  lim  ^3, 

ìi^iPiì/ft/^yA)~    limfo^iy.y-,)  ììmy, 

=    limyi  limy,  limy^  lìm^^ 

e  così  di  seguito. 

Notiamo  anche  qui  che  il  teorema  può  cessare  di  essere 
vero  pel  caso  di  un  prodotto  di  un  numero  illimitato  di  fat- 
tori, ù  che  vada  crescendo  indefinitamente  quando  x  si  avvi- 
cina ad  a  0  cresce  indefinitamente, 

15.  Il  limite  del  quoziente  di  due  quantità  che  hanno 


» 

hmiii  finiti^  dei  quali  sta  divetta  da  zero  quello  del  divi- 
sore^ è  uguale  al  quoziente  dei  limiti. 

Si  cerchi  ìl  limite  del  quoziente  -^,  e  si  supponga  l^  di-* 

Vi 

verso  da  zero*  Osserviamo  che  allora  esisterà  certamente  un 
intorno  del  punto  a  per  tutti  i  punti  del  quale  sarà  y^  diverso 
da  zero,  perchè,  se  ciò  non  fosse,  dato  7,  non  esisterebbe  un 
intorno  pei  punti  del  quale  fosse  sempre  ly,  —  4l<^i  perchè 
in  qualunque  intorno  vi  sarebbero  seiopre  dei  punti  nei  quali 
la  differenza  \y^  —  41  si  ridurrebbe  a  |0  —  4!^i— *'il>^' 

Supponiamo  adunque  di  considerare  un  intervallo,  cui  ap- 
partenga a^  e  tale  che  nei  punti  di  esso  y,  sia  sempre  diverso 
da  z^ro,  e  partiamoci  dalla  formola 


dalla  quale 


Vi 

_4+a. 

Vt 

-/,  +  «,' 

Vi       i, 

_  «,4  — «t^ 
~     4(4+ «,) 

Vi        '1 

_1«,4-«.4I 
~  I4II4+«,I 

e  poiché 


K4-«i4l<l«.ll41+Kll4l 


avremo  ancora 


m  \^'       ^'  U  NK«l  +  NK.l 

^**  U       4I-      14114+».! 


Ora  esista  un  intorno  Ci  di  a  pel  quale  l^^l  <  A,  essendo  h  nu- 
mero positivo  <  I4K  ^  quindi  ancora  —  kjt  >  —  A  ,  \li\  —  \^f\ 
>  Ufi  —  '*  ^  poiché 

avremo  altresì 


SI 


ed  in  virtft  della  (1)  avremo 


Vi 

^    141  (IM- A) 

ossia 

(2) 

.Vi 

/, 
/. 

<I4 

I^.IIM     ,     Nl/.l 
l(K.I-A)    |A|(IM-/<) 

la  quale  è  dunque  verificata  pei  punti  delT  intorno  e^. 

Ora  esistoao  due  intorni  Cj,  c^  di  a  pei  quali  si  ha  rispet- 
ti vaoien  te 


ossia 
(3) 


<-|r 


l/.l(K,l-A)^2   '  K,|(|/,|-A)^  2 

Nel  più  piccolo  dei  tre  intornì  e,,  Cj,  fj  saranno  verificate  le  tre 
disuguaglianze  (2),  (3)  dalle  quali  ricaviamo 


<' 


cioè 


lim   lL=4l.=  |Ì!ìiI', 

come  dovevasi  dimostrare. 

Si   intende   poi  come  debba   modificarsi   la  dimostrazione 
quando  si  cerca  il  limite  per  j^  crescente  indefinitamente. 

10.  Se  pei  valori  di  x  che  occorre  considerare  è 

e  lira  t?  =1  lim  uzzzi,  mrà  ancora  lim  if^^t 
Infatti  avremo 


(1) 


f/T=V+t{u  —  i-») 


ss 

dove  €  indica  una  quantità  variabile  con  w  ma  sempre  com- 
presa tra  1  numeri  zero  ed  uno  {0  ed  1  esclusi). 

Ora  poiché  UI  <  1,  sarà  \i{u-v)\  <  [u-v],  ma  lÌra(M-i?)=: 
lini  w — ìimv=:o,  quindi  dato  a,  |m— ^]  potrà  rendersi  <(J,  e 
quindi  ancora  hfts — «7)1  <<x,  cioè  lim  (€(t*  — t))^0, 

Allora  la  (l)  ci  dà; 

limy  —  lim  ^^"hlim(£(«  —  'y));=lim^=/, 

come  volevasi  dimostrare. 

Ì7.  Se  y  è  una  quantità  che  cresce  continuamente^  o  al- 
meno non  decresce  fnai^  ìnantenendosi  pero  minore  di  un 
certo  numero  fisso»  quando  x  converge  ad  a  fa  quando  x 
cresce  indefinitamentejj  essa  ha  un  limite  finito  e  deter* 
minato* 

Infatti  allora  tutti  i  numeri  potranno  collocarsi  in  due  classi. 
Nella  prima  quelli  che  possono  essere  superati  da  valori  di  tj, 
e  se  un  numero  vi  appartiene  vi  appartengono  pure  tutti  i 
minori  di  esso.  Nella  seconda  quelli  che  non  possono  essere 
superati  da  alcun  valore  di  ^  a  se  un  numero  vi  appartiene 
vi  appartengono  pure  tutti  i  maggiori  di  esso.  Ora  queste  due 
classi  di  numeri  definiscono  un  numero  l  che  dico  essere  il 
limite  dei  valori  di  y.  Infatti  abbiamo  />y,  e  dato  ti,  il  nu- 
mero / — Q,  come  appartenente  alla  prima  classe  sarà  superato 
da  valori  dì  y.  Sia  y^  un  tal  valore,  e  a?,  il  valore  di  x  cui 
corrisponde  y^.  Allora  avremo  non  solo 

yi>l  —  ^ 

ma  ancora,  poiché  y  non  decresce,  y  >  /-^  cr  ossìa  l  —  y  <  ^ 
indicando  qui  y  i  valori  di  y  corrispondenti  ai  punti  dell' in- 
torno (Xi,  a)  (ovvero  i  valori  dì  y  corrispondenti  a  valori 
\x\  >^0f  '1  ^^^  esprime  che 

lim  y  =i  (ovvero  lim  y::^l) 

come  volevasi  dimostrare. 

In  modo  completamente  analogo  si  dimostrerebbe  che: 
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Se  y  è  una  quantità  che  decresce  coniinuaìnente,  o  al- 
meno non  cresce  mai^  mantenendosi  però  maggiore  di  im 
numero  /isso,  quando  x  converge  ad  a  (o  quando  x  cresce 
indefiniiatnente),  essa  ha  un  li?niie  finito  e  deteryninato. 

I8>  Indichiamo  con  y{x)  il  valore  di  y  corrispondente  al 
calore  x. 

Abbiamo  ÌI  teorema: 

La  condizione  necessaria  è  sufficiente  affinchè  y(x}  abbia 
per  x^a  un  limite  detet^minato  e  finito  è  che,  dato  7,  esista 
un  intoìmo  (a,  a)  di  a  tale  che  pei  punti  x  di  esso  (a  al  so- 
lito al  jom  escluso)  sia 

La  condizione  è  necessaria* 

Supposto,  infatti,  che  y{x)  abbia  un  limite  i,  dato  a,  esiste 
uD  intorno  di  a  pei  punti  del  ^uale 

Sia  ce  un  punto  di  questo  intorno;  avremo 

Indicando  con  x  uno  qualunque  dei  punti  dell' intorno  (a  ») 
avremo  allo  stesso  modo 

e  dallo  due  precedenti  disuguaglianze 
|y(^)-M«)l<^- 

Dunque,  dato  7,  possiamo  determinare  un  intorno  (a  ^)  di  a 
pei  punti  ^  del  quale  sia  verificata  la  precedente  disuguaglian- 
za, tome  volevamo  dimostrare. 

La  condizione  è  sufficiente, 


u 

Supposta  Terificata  la  condizioDe  dell' anunciato  del  teora- 
ma, vogliamo  dimostrare  che  y{x)  ha  un  lìmite. 

Dato  Ei^  esiste,  per  ipotesi,  un  intorno  (a^  ^)  pei  punti  ne 
del  quale  è 

dalla  quale  si  ricava 

ciò  è  evidente,  ma  può,  per  un  di  più,  dimostrarsi  così:  Se 
y(^)>yWf  sarà  ancora  j/(aT)>y{a}  —  <j,  e  d'altra  parte  la  (1) 
ci  dà  j^(z)  — ^(a)<<j  da  cui  ^[ic)<j/(a)H-a;  se  3^(ar)<y(«), 
sarà  ancora  y{iP)<j(3t)4-^  e  la  (1)  ci  dà  ^(a) — y(a?)<^,  da 
cui  y{a)  —  (j  <y(a:)j  sicché  in  ogni  caso  è  veriScata  la  (2)  pei 
punti  dell'intorno  (a,  a). 

Prendiamo  ora  i  numeri  positivi  ^i,  (x^^  <7,,.,  in  numero  il- 
limitato e  iodefinitamente  decrescenti,  cosicbè  sìa 

e  queste  ?  possano  divenire  minori  di  qualunque  numero  as- 
segnato. 

Sia  (a,  9ti)  r  intorno  dì  a,  corrispondente  al  numero  cr^«  pei 
punti  07  del  quale 

y{«i)—  ^1  <  y H  <  y(<^0  H^  Ri- 


ponendo 
cosi  che 


Indichiamo  con  (a,  oÈj)r  intorno  di  a  corrispondente  a  a,  e 
che  noi  potremo  supporre  contenuto  nell* intorno  (a,fl(i). 


L'intorno  (a,  eft)  possiamo  supporlo  contenuto  Ìb  {a,  «i>  per* 
che.  se  (a  a^  indica  T  intorno  corrispondente  al  numero  -~, 
prendendo  ^  compreso  tra  a  ed  ^^  ed  m  tra  a  ed  ^^  avremo 

ij'(3')-ywi<-r 
ii^(^.)-y(«',)i<-^ 


dalle  quali 


nell'intorno 


\9{^)  —  H^t)\<^%. 


Pei  punti  X  dì  esso  avremo 

in  guisa  che  pei  punti  di  {a,  af,)  saranno  verificate  le  disugua- 
glianze (3),  (4). 

Indichiamo  ora   con  &,  la   piiì  grande   delle   due  quantità 
Al,  y{3fg)  —  ir^  per  modo  che 

* 

(5)  y(a.)— !r.<6,; 

mdìchiamo  con  a^  la  più  piccola  delle  due  quantità  a„  ^(21)+ ^i, 
per  hqchIo  che 

a,<ai 

(6)  y(3f,)  +  ff,>a,. 

Pei  punti  dell'intorno  (a,  a,),  avuto  riguardo  alle  disugua- 
glianze (3),  (4),  si  avrà 

0)  6.<!/(«)<a« 


I 

essendo  cosi  «t>èai  e  come  rilevasi  dalle  (5),  (0)  ] 

I 

yi^t)+ <?«+ *t  >  yi^t) — ff» + fls 

cioè 

Indichiamo  con  (a,  a^)  T  intorno  di  a  corrispondente  a  tr^. 
Esso  potrà  supporsi  contenuto  in  (a^  ^t)  e  pei  punti  di  esso 
avremo 

ed  anche  la  (7).  Sia,  conna  precedentemente,  b^  la  maggiore 
delle  due  quantità  1/^,  ^(x,)  —  «r,,  sìa  a,  la  minore  delle  due 
quantità  «^,  ^(«3^3)  +  ^^;  avremo,  pei  punti  di  (a>  afa) 

dove 

h>^if     ^<^i      ^>*ai     O3— 63<27a. 

Questo  procedimento  possiamo  continuarlo  indefinitamente 
in  corrispondenza  dei  numeri  ^i,  ^j,.,,  che  noi  abbiamo  fissati, 
cosichè  Tediamo  come  presi  i  numeri 

cri>(T^>a5>a|>....>g«>,., 

corrispondano  ad  essi  degli  intorni 

ciascuno  dei  quali  è  contenuto  nel  precedente,  tali  che  pe!  punti 
x  di  ciascheduno  di  essi  sono  verificate  rispettivamente  le  di- 
suguaglianze 

àt<y{x)<at 
(8)     ■ 
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e  neirintorno  (aa^  ove  è  verificata  la  disuguaglianza  enne* 
nma  i„  <  f/(a:)  <  £!„  sodo  anche   verificate  quelle  che   la  pre* 
cedono, 
I  numeri 

Terificano  le  disuguaglianze 


«!»  —  *«<  2^1. 


*l^^iS^sS»'*S^n^' 


e  la  diflFerenza  a,j  —  i„  potrà  rendersi  più  piccola  di  qualun- 
que  numero  assegnato,  prendendo  n  sufficientemente  grande, 
cioè  spingendoci  nella  serie  delle  quantità  a|,  tr,-*.  fioo  ad 
una  a^  tale  che  27„  sia  più  pìccolo  di  un  tal  numero.  Ora  i 
numeri  ^i,  Oj,  fia,,.-  che  non  vanno  mai  crescendo,  i  numeri 
h^  ^tf  &3<--che  non  vanno  mai  decrescendo  e  tali  che  la  dif* 
ferenza  tra  due  numeri  corrispondenti  allo  stesso  indice  può 
rendersi  minore  di  qualunque  numero  prefissato,  costituiscono 
due  di  quelle  classi  di  numeri  che  definiscono  un  numero,  che 
chiamerò  L 

Dico  che  /  è  il  lìmite  di  y(x].  Infatti  indichiamo  con  v{x) 
una  quantità  dipendente  da  ^  e  che  diventi  b^  pei  valori  di  x 
da  cci  ad  ^^i  che  diventi  b^  pei  valori  x  da  a^  ad  ^3,  ecc.;  con 
u{x)  una  quantità  dipendente  da  x  e  che  diventi  a^  pei  valori 
di  X  da  ^1  ad  ;e.,  che  diventi  a^  pei  valori  dì  ^  da  a,  ad 
%  ecc.  Le  disuguaglianze  (8)  potranno  allora  compendiarsi 
nella 

(9)  vix)<y{z)<u{a^l 

Ora  v{a:)  ed  u{co)  hanno  per  limite  f.^  poiché,  dato  a,  e  de* 
terminato  m  in  guisa  che  3cr,„<g,  e  Uj^ — b^<27^<ii^  sarà 
ancora  a,^  —  /<  j,  /  —  &,„<;  «j,  ed  altresì  a^^.^  —  6^4,1  <  a  e  qnindi 


US 

ancora  a|^+i  — /<ff,  /— A^^<^,  e  cosi  dì  saguitOr  a  le  disu- 
guaglianze. 

a^  —  ;<  «y,    aoi+i  —  ;<  7,    a^^  —  ?<  ^  -  - 
non  sono  altro  che  le 

valevoli  pei  punti  w  dell' intorno  (aoi^);  poiché  dunque,  dato  cr, 
esiste  r intorno  {a,a^  pei  punti  del  quale  sono  verificate  le 
precedenti  disuguaglianze,  sarà  appunto 

li  m  v[x)  =  /,        lim  u{x)  ^  l. 

Allora  la  (9)  in  irirtù  del  teorema  n,  15  ci  dà 

come  volevasi  dimostrare. 

19,  Con  modificazioni  alla  dimoatrarione  del  teorema  pre- 
cedente, facili  a  trovarsi,  si  dimostra  l'altro: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  y{x)  per 
X  ct^scenie  indefinitamente  abòia  un  limite  determinato  e 
finito  è  che^  dato  a,  esista  un  valore  x  positivo  tale  che  pei 
valori  |i)>x't  tra  quelli  che  occorrerà  considerata  nia 

20»  Siano  w\  x'  due  punti  qualunque  dell'intorno  (a^), 
di  cui  è  parola  nell' enunciato  del  teorema  al  n,  13;  poniamo 

ff^3"5-.  Avremo 

ly{a:')~y{a)|<^ 

r 

I  y(j;")— y{«)  t  <  -|-. 
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e  qniEdi 

I  y(*  )  -  tf{^l\  <  \y(^)  -  yHi  +  |ìr{^)  -  sr(^ ')|  <  ^^ 

Si  vede  gobi  che  resistenza  di  intorni  (a,  a)  pet  punii  dei 
quali  sia  \tf{x)  —  f/{a)|  <7^  essendo  ^  numero  positivo  qualunque 
prefissato,  ha  per  conseguenza  resistenza  di  intorai  del  punto  a, 
per  tutte  le  coppie  x\  x'  di  punti  dei  quali  (a  al  solito  al  più 
escluso)  sia 

Ed  in  modo  analogo,  l'esistenza  di  numeri  jt^  tali  che  per 
|a^|>dri  sia 

ha  per  conseguenza  l'esistenza  di  numeri  x^  tali  che  per  tutte 
le  coppie  di  valori  x\  x"  di  x  numericamente  maggiori  di  x\ 
ma  entrambi  positivi  o  negativi,  secondo  i  casi,  sia 

Con  queste  osservazioni  ì  teoremi  ai  n*  18  e  19  possono 
eminciarsi  cosi: 

La  condizione  necessaria  e  succiente  manche  y(x)  per 
x^za  (o  per  X  crescente  indefinitamente)  abbia  un  limile 
finito  e  determinato  e  che^  dato  ^^  esista  un  intorno  di  a 
tale  che  per  tutte  le  coppie^,  x',  x"  di  punti  del  quale  (o  un 
numero  Xj  tale  che  per  tutte  le  coppie  di  valori  x\  x"  nu- 
mericamente Tnaggiùri  di  x,)  sia 

|y(x)-y(x')|<cx. 


m 


Esempi  di  effettiva  determinazione  bi  limiti. 

21  I  teoremi  precedenti  e  la  conoscenza  del  limite  di  al- 
cuEe  espressioni  semplicij  come 

lim   as*  =  +  oo(m>0)  ,    lìm     — j-^O  (m>0) 

lini  '3r  =  «('»>**)  '  l""^  7 rv5i=^'^>** 

e  simili,  gloTano  per  la  determinazione  del  limite  di   date 
espressioni  > 

Passiamo  a  dare  alcuai  esempi 

1>  Lim      * 


^«     *  ~r*C 


m  1 

Osservando  che ^ —^  ed  applicando  opportuna- 

X 


mente  i  teoremi  dimostrati  praceden temente,  abbiamo 


*,         a?  ,.         1  lim  1 

lim    s — —  zz  lira 


^+^  H'"-^) 


,.     ,     1-      1  1  +  0 

lim  1  +  lim — 


2)  Lim  ^fJ-^^'-^J 

'  af=*    bj^ — x  +  2 


1  =1. 


& 


Abbiamo 


'    ì     r 


ed  inoltre 

lim 


/a       3    ,    1  \        ...      3       ,.      1 

— 440+0=4 


—  5  —  0  +  0  =  5, 


eosì  che 


_  .     ,       lim  (  4  +  —  +  ^3- )  =  -— . 


lim  -=—-  „ 


'H^-^+¥) 


n 


Lim 


sen^r 


Descrivftsi  uq  circo 
Io  MAM'  di  centro  0  e 
di  raggio  uguale  alla 
unità ,  prendaBi  arco 
AM  —  Xt  cosichè  MP=: 
san  X,  8  arco  AM^  =  ar- 
co AM  =  x;  si  condu- 
cano io  M,  M'  le  tan- 
genti MT,  MT  al  cìrco- 
lo; avremo  MT  =  MT  = 
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D'aJtra  parto  sappiamo  che 

MM' < arco  MÀM  < MT  +  TM^ 


ossia 


2&Bnz<2x<2ìgx 

^     ^  sen  X 
«eflap<ap< 

GOBX 


&ea  X      cos  x 

e  questa  relazione  rìmdoe  per  quanto  si  faccia  iinpiccolira  *r 

(escluso  il  valore  07  =:0)«  Ma,  come  si  può  facilmente  verificare 

1                              w 
limcQsxi^L  e  quindi  Hm  — — ^  1.  Perciò  varia,  a 

asta  «=0   cosa;  senx 

partire  da  un  certo  valore  di  x  e  pel  successivo  impiccolire 
di  2?,  in  guisa  da  essera  compreso  tra  Punita  e  la   quantità 

^-      che  faa  per  limite  l'unità*  In  virtù  del  teorema  al  o*  16 
cos^ 

abbiamo  quindi 

X                                                   den  X 
lira =  I,  e  perciò  anche  lim 1^  1, 

dì=A     sen  X  ig:zA         3£ 

,  .    sen  mx 
4}  Lim . 

x=x^     nx 

Abbiamo 

sen  mx      m  sen  mx 


njo  n       mx 

B  quindi 

,.     sen  ??fx       m    ,.      sen  mx       m    .       m 

lira T=.  —   lira -zz  —  .  1  =:  — . 

^i^      nx  n    ic-Q      mx  n  n 

h)  Lira  X  sen  -^^ 


I 
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Qui  giova  ad  a?  sostituire  un  altra  variabile  ponendo  js=  — , 

io  guisa  che  quando  x  cresce  iodefi attamente,  z  converge  a 
zero.  Avremo  perciò 

lini  X  sen  —  ^  iim  —  sen  z  -zza  lim  — ^ —  =^  ^' 
6)  Lim  ([/x+a  —  J/^) 

OssoFviaiBo  che 

e  che  il  denominatore  |/.s  + a 4-^^  può  divenire  maggiore  di 
qualunque  numero  B,  pei  valori  w>x\  dove  J5  >  -^ ,  perchè 
allora  2|/^>B,  2|/J>B,  e  |/:e  +  a  +  lA>2[/^>B, 

Allora  dato  az=z~^  abbiamo  •  ^ — t^^  ^  PQÌ  valori 

B  [/a-hx-^\/x 

z  >  y,  cioè  lim  —         -p=-  =:  0,  e  perciò 


lim  iX/x-k-a  — |/jr)==a    lim  — 


*=+»  -r^^+^l/a  +  jf  +  j/^ 


^  =  0. 


7)  Lim  i]/x{a  -\-x)  —  x) 

Abbiamo 


_^jr((H-s) — Jt*  ar^         a 

\/x{a-^  X)  +x      \/x{a-^xy^x      i  /  a 

^      X 


+ 1  +  1 

3 
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Osserviamo  ora  che 


cosichèj  dato  a*  basterà  prendere 

x>^—  per  avere,  quando  x>x,   £>;j—  e  quiodi  ,-5— <^, 


lim 


Quindi  avremo 


a 


lim  (l/x(a  +  a? — ^)  ^ ..  ■    -,,  . 

quando  ^  cresce  indefinitamente  per  valori,  che,  per  la  natura 
stessa  della  espressione  della  quale  si  cerca  il  limite,  devono 
essere  interi  0  positivi, 

Ciascun  termine  della  nostra  espressione  ha  per  limite  zero 
al  crescere  di  x^  raa  poiché  il  numero  di  essi  cresco  indeflni- 
tawente  al  crescere  dì  ^,  non  possiamo  applicare  it  teorema  al 
!)•  13. 

Per  calcolare  il  limite  richiesto,  osserviamo  che 


~  %^  Zx   ' 


r 
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e  quindi  / 


1      ,.      1 


23Ì 


Questo  risultato  ci  mostra  che  effettivamente  in  questo  caso, 
l'applicazione  del  teorema  al  n.  13  ci  avrebbe  condotto  ad  un 

errore,  perchè  qui,  ÌI  limite  della  somma  è  -h^,  mentre  che  la 

somma  dei  limiti  dei  termini  è 

9)  Lim  (l  +  -L)'" 

quaado  x  cresce  ìndefìnttameote  assumendo  valori  interi  e  pò* 
Nella  identità  (m  intero  e  positivo) 

a  —  o 
supponiamo  a^  b  positivi  o  a>ò.  Avremo  allora 


a  —  b 


.<a'*+a'"+..-fa'" 


ossia 


-^-3~<(m+l)a" 

dalla  quale 
(1)  a'-la— (m 4  1)  (a— J)}<6"'+' 
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Poniamo  in  questa  forinola  flrr:l  +  - —  ,  bz^l  -i -^  es- 

seado  cosi  (i>ò;  avremo 

la  qual   forinola  ci  mostra  che  la  quantità  f  1  -J-  — ^  i     cresce 

con  X  quando  x  cresce  per  valori  interi  e  positivi. 
Poniamo  ora  nella  formola  (1) 

a=I+ g^  ,6=1,  m=r, 
essendo  r  un  numero  intero  e  positivo;  è  d>6  ed  avremo 

ossia 

t 

dalla  quale  ancora 
e  poiché  per  la  (2) 

0+2-èi)""<C+é-)'<^- 

vediamo  che  la  quantità  (l-\ 1  ,  per  quanto  w  cresca  as- 
sumendo valori  interi  positivi  (pari  o  dispari)  si  mantiene  sem- 
pre minore  del  numero  4. 

Ora  la  quantità  (l+^)    *    ^^^    cresce    continuamente, 


quando  x  cresce  per  numeri  interi  g  positivi,  manteneiulnsi 
però  sempre  inferiore  al  numoro  quatiro,  in  virtù  del  teorema 
ai  n.  17,  ha  un  limite  determinato  e  finito,  che  iadiciieremo 
con  e. 

Il  numero  e  può  calcolarsi  con  approssimazione  grande 
quanto  si  vuole,  mediante  le  formole 

(l+i^J— 2 A+~y'=^2,59,,,. 

(1    \100  /  1      \iooo 

»+10o)     =^''*^ O+W      =^2.715.... 

Però,  come  vedremo  in  seguili),  pel  calcolo  ilei  numero  e  t\ 
adopera  un  altro  processo,  col  quale  si  arriva  agevolmente  ad 
un  valore  più  approssimato  del  numero  e.  Si  trova  in  tal 
guisa: 

g=  2,71 8281828459045.,., 

m 

Funilonl  di  una  var labile  Indipendente*  —  Conttnulth» 

22.  Se  i  valori  di  una  quantitii  variabile  y  dipendono  da 
quelli  che  prende  un  altra  variabile  x  in  modo  che  ad  ogni 
valore  di  x  corrispondano  uno  o  più  valori  determinati  per  y 
diciamo  che  y  è  funzione  di  w.  it  è  la  variabile  indipendente 
o  argomento  della  funzione. 

Se  si  devono  considerare  i  soli  valori  di  x  appartenenti  ad 
un  intervallo  (s,  b)  o  quelli  soli  che  costituiscono  un  gruppo 
di  numeri  G,  allora,  se  ad  ogni  valore  di  x  appartenente  a 
quell' intervallo  (gli  estremi  inclusi)  o  ad  ogni  valore  dì  x  ap- 
partenente al  gruppo  corrispondono  per  la  y  uno  o  più  valori 
determinati,  diciamo  che  y  è  funzione  di  co  nell'intervallo  [a^  b) 
0  pei  valori  co  del  gruppo  G. 

Per  indicare  che  y  ó  funzione  di  ^r  si  usano  le  notazioni 
y:^^f{x)^y'^'f{x],y'=.y[x)  e  simili.  In  esse  x  indica  il  va- 
lore dell'argomento  della  funzione;  se  polsi  attribuisco  alla  x 


m 

Un  valore  particolare  e,  i  corrUpondenti  calori  della  funzione 
si  indicano  con  f{c),  y(c),  y  {e)  ecc. 

Quando  ciascun  valore  di  a?  corrispondono  per  la  funzione  y 
più  valori,  si  sogliono  fare  delle  opportune  convenzioni,  come 
vedremo,  per  avere  senza  ambiguità  i  valori  dì  y  che  mano  a 
mano  si  dovranno  considerare. 

Le  funzioni  che  hanno  un  solo  valore  per  ciascun  valore 
della  variabile  indipendente  diconsi  /unzioni  ad  un  sol  va- 
lore 0  unifoì^mi,  quelle  che  hanno  più  valori  funzioni  a  più 
valori  0  non  uniformi  o  multi foì^ii.VxWìx^iTB  prof,  Casorati 
ha  recentemente  introdotto  nei  suoi  scritti  le  opportune  locu- 
zioni di  cs  funzioni  uni  vaienti  o  plurivalenti  »  per  indicare 
le  funzioni  ad  uno  o  a  più  valori,  ^}. 

Il  legame  tra  la  funzione  e  la  variabile  indipendente  potrà 
essere  analitico  o  no,  secondochè  il  valore  o  i  valori  della  fun-* 
zione  si  otterranno  dal  valore  dalla  variabile  indipendente  ese- 
guendo sopra  di  questo  delle  operazioni  matematiche,  oppure 
in  un  altro  modo  qualunque.  Cosi  ad  es:  se  il  simbolo  f(w) 
indica  una  serie  di  operazioni  di  calcolo  da  eseguirsi  sopra  la 
X,  il  legame  tra  la  funzione  y  e  la  £&,  espresso  da  y:z^f{x)^  è 
analitico,  e  la  ^  una  funzione  di  x  espressa  analiticamente. 
Se  invece  per  ottenere  il  valore  di  y  corrispondentemente  ad 
un  valore  di  x^  si  dovessero  fare  degli  esperimenti  fisici  o 
delle  osservazioni  il  cui  risultato  fosse  appunto  il  cercato  va- 
lore ài  y,  \ix  y  sarebbe  una  funzione  di  ce  non  espressa  ana- 
liticamente, *}  ma  la  diverebbe  se  i  risultati  dell'esperienza  o 
dell' osservazione  potessero  includersi  in  una  formola  analitica. 


1)  Nella  teoria  delle  funzioni  di  variabili  complesse  sodo  molto 
usate  le  locuzioni  «  funzioDe  mono(Ii<oina  o  monotropa;  poUdiH^ma  o 
[MjlHi'opa*  per  indicare  le  funzioni  ad  uno  o  più  valori^  ma  quelle 
parole  hanno  la  loro  orìgine  da  proprietà  di  cui  godono  lo  fuDKÌonì 
nel  solo  caso  che  la  variabiUtii  dell'  firgo mento  sia  complessa. 

*J  Non  ho  adoperate  le  parole  €  funzione  analitica  e  non  analì- 
tica» che  gìfi  sì  usavano,  per  evitìire  qualunque  possibile  confusione 
colla  funzioni  analìtiche  del  Weìer Strass. 
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Esempi  di  funzioni. 

1)  Tutte  le  espressioni  delle  quali,  nei  numeri  precedenti, 
abbiamo  calcolato  il  limite  sono  funzioni  di  a;  per  tutti  i  va- 
lori di  X  eccetto  che  per  quello  pel  quale  si  cercava  il  limite. 

2)  La  quantità  y  che  per  x  diversa  da  zero  è  sen  —  e 

per  07=0  è  eguale  azero  è  funzione  di  x  per  qualunque  va- 
lore finito  di  X. 

3)  La  y3=  sen —  non  potrebbe  dirsi  funzione  di  x  in  un 

intervallo  ( —  a,  a)  perchè  per  xznO  la  y  non  avrebbe  valore 
determinato.  Sarebbe  invece  funzione  di  x  nel  detto  intervallo 

quella  quantità  y  che  per  x  diverso  da  zero  è  sen  —    e    per 

X 

07  =  0  è  zero,  o  per  a?  =  0  è  uno,  o  per  a?  =  0  ha  un  altro 
qpalunque  valore  determinato. 

4)  E  funzione  di  x  in  un  dato  intervallo  quella  quantità 
y,  che  pei  valori  razionali  di  x  appartenenti  all'  intervallo  è 
eguale  ad  x,  per  gli  irrazionali  è  uguale  ad  uno.  In  questo 
caso  nella  notazione  y  :=  f{x),  la  f{x)  non  è  simbolo  di  ope- 
razioni analitiche  da  eseguirsi  sopra  la  x,  ma  ci  indicherebbe 
solo  il  processo  precedente  per  ottenere  i  valori  di  y  da  quelli 
di  X. 

5)  È  funzione  di  x  la  y  =:  G  (a?),  dove  con  G  (x)  intendia- 
mo il  più  grande  numero  intero  contenuto  in  x,  cosichè  la  y 
è  uguale  a  -1  pei  valori  di  a?  da  -1  a  zero  (zero  escluso),  è 
uguale  a  zero  per  tutti  i  valori  di  x  da  zero  ad  uno  (uno 
escluso),  è  ugpale  a  1  per  tutti  i  valori  di  x  da  uno  a  due 
(due  escluso)  e  così  via. 

6)  La  tensione  del  vapore  d' acqua  saturo  è  funzione  della 
temperatura.  Chiamando  y  la  tensione,  x  la  temperatura  si 
avrebbe  yz=zf{x)\  i  valori  di  y  corrispondenti  ai  valori  di  x 
sono  dati  dall'esperienza. 
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23.  Supponiamo  la  y  =  f{x)  sia  funziono  ad  un  sol  valore 
pei  punti  d'un  intervallo  cui  appartenga  il  punto  a,  o  se  non 
è  ad  un  sol  valore  supponiamo  che  con  opportune  convenzioni 
si  possa  separare  dall'insieme  dei  valori  y  una  successione  di 
valori,  un  ramo  della  funzione  stessa,  che  possa  considerarsi  co* 
me  una  funzione  ad  un  sol  valore, che  indicheremo  con  y'^f{x)u 

Da  ora  in  avanti  quando  diremo  che  y  è  funzione  di  x^ 
ove  non  venga  dichiarato  il  contrario,  ih  tenderemo  che  y  è 
funzione  ad  un  Yalore,  o  è  ramo  di  una  funzione  a  più  valori 
che  può  considerarsi  come  funzione  ad  un  valore. 

Sia  inoltre  f{x)  finita  neir  intervallo  che  consideriamo. 

La  funzione  f(x)  dicevi  continua  nel  punto  a  quando, 
dato  d^  possiamo  deteì^minare  o  sappiamo  che  esiste  un  in' 
tomo  dei  punto  a  per  tutti  i  punti  x  del  quale 

0  ciò  che  V  lo  stesso  qttando 

iim  m=nà),  0  lim{(/-{x)-/'(«)|=0. 

Esempi. 

1)  La  funzione  f(:^)  z^  A  a?*'*  (A  costante,  m  intero  positivo) 
è  continna  per  qualunque  valore  «,  perchè  f{a):^A  a-"*,  e 

Iim  f{x)z=zì[m  Ax'^:^Aa^  =  f(a). 

S)  La  funzione 

/^(:p)= Ap;r«  +  A  iX-*-^ -f  ABr»"-*  + ,  • -h  A„_.iiP  +  A™, 

è  pure  funzione  continua  per  qualunque  valore  a^  perchè  ab- 
biamo 

fia)  =  A,a'^  +  A,a'^-^  +  ,,  +  A^_ya-\-k^  . 
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Km  f(x)=ììin  A^*+Ìjm  AiT^^^^  +  ^.  +  lim  A«,ia!  +  Um  A„ 
—  A^«'  +  A|a^'  +  .-  +  A^ia  +  A„— /(a). 

24.  Le  funzioni  vengono  classificate  in  aigebriche  e  fru" 
scendenti, 

La  y  dicesi  funzione  algebrica  di  il?  se  la  equasEÌone,  che 
lega  tra  loro  x  ed  y,  può  ridursi  alla  forma  seguente  :/tj?,y)n=0, 

dove 

/•(x,3()==Aor  +  A,y"-^-f  A,ì^'*-H,..+  A„_,y  +  A^ 

essendo  n  numero  intero  e  posi  ti  vo^  e  le  Ao,  Ai  ..*-  A„  dei  po- 
linomi di  qualunque  grado  in  w,  cioè  della  forma 

(a^,  01,... a^  costanti,  m  intero  positivo). 

Esempi, 
1)  La  ^  definite  dalla  equazione 

è  fanzione  algebrica  di  x.  Per  essa  abbiamo  ancora 


y=z±\/(x-2}  {d  —  x). 

Volendo  restaro  noi  campo  dei  valori  reali,  bisogna  consi- 
derare i  soli  valori  di  w  appartenenti  ali*  intervallo  (Z^  3),  Cosi 
cbe  la  V  ^  funzione  di  x  in  quest'  intervallo,  ed  è  funzione  a 
due  valori,  poiché  a  ciascun  valore  di  x  corrispondono  per  x 
ì  due  valori  distinti  +  (/  {x-)l]  (3-a?),  —  J/  {x-2)  {'ò-x).  Vi  è  ec- 
cezione solamente  par  ^  =  2,  a  per  x  ^3,  pei  quali  si  ha  l'u- 
nico ralore  y^zO.  l  due  rami  della  funzione  +  [/  t^*^^)  (3-;/?), 
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—  [/  (j?-2)  (3-0?)  Si  possono  considerare  come  due  funi^ionì  ad 

uà  sol  valore  nelT  intervallo  (2,3), 
2)  La  funzione 


è  funzione  algebrica  di  w^  poiché,  con  i>ucce^sive  elevazioni  a 
potenza,  otteniamo 

j3  — x  +  Sl/aT^ 

che  ^i  riduco  subito  alla  forma  precedenze  /(;3c,  j/)  =  0. 
il)  In  generale,  le  funzioni 

y  =  ?(^) 

dove  y  {x)  è  simbolo  di  una  successione,  in  numero  limitato, 
delle  quattro  prime  operazioni  dell' aritmetica  e  di  elevazione 
a  potenza  razionale,  sono  funzioni  algebriche,  perchè,  con  op- 
portune riduzioni,  si  può  sempre  dalla  y^:z^{T)  passare  atl 
una  relazione  tra  a?  e  y  della  forma  f{x,  y)=i:0. 

4)  Quando   nella  f{£V,t/)  =  0,  abbiamo  Ji  =  l,  la  y  è  fun- 
zione razionale.  Si  lia  allora 

A^y  +  Ai^O 
da  cui 


A()         Q^i[^-\-a^x^  *  +  ..  +  ap_iar+tìrp 


Se  rto^^flj  z=...=zrtp_,  =0,  la  funzione  razionale  ^  infera. 
Tutte  le  altre   funzioni   che   non    sono  algebriche,  dico  usi 
tra^cemfenti. 


Funzioni  trascendenti  elementari         * 

25.  Quantunque  esse  siano  note  fino  dagli  elementi   della 
matematica,  e  di  alcune  di  esse  siasi  fatto  uso  negli   esempi 
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portati  nella  teoria  dei  limiti,  gioverà  nchiaraarne  brevemente 
la  defìnìzìofie  e  le  proprietà  fondamentali. 

Funzioni  circolari.  —  Si  descriva  un  cìrcolo  di  centro 
0  e  di  raggio  uno.  (Fig,  1  a  pag,  31)  Fissiamo  sa  Ila  sua  cir- 
conferenza UQ  punto  A  come  origine  degli  archi,  che  vengono 
contati  positivamente  in  un  verso  e  negativamente  nell'opposto 
a  partire  da  A*  Conduciamo  il  diametro  0  A  ed  il  perpendico- 
lare ad  esso  BB  ;  sia  B  il  primo  dei  punti  B,B'  incontrato 
quando  ci  si  muove  positivamente  a  partire  da  A  sulla  circon- 
ferenza. Dato  x^  misuriamo  sulla  circonferenza  un  arco  uguale 
a  questo  numero^  contato  nel  verso  positivo  se  ^  è  positivo, 
nel  negativo  se  cr  è  negativo*  QuesVarco  sarà  minore  uguale 
0  maggiore  della  circoQf6renE;a  stessa  secondochè  w  è  minore 
uguale  o  maggiore  al  numero  Zk  ossia  al  numero  6,28318531.,, 
Dair estremo  M  di  quest'arco  si  abbassi  la  perpendicolare  M P 
sopra  0  A,  allora  la  lunghezza  di  M  P  presa  positivamente  se 
il  punto  M  trovasi  rispetto  ad  0  A  dalla  stessa  parte  di  B, 
presa  negativamente  se  trovasi  dalla  parte  opposta  è  il  ^eno 
dì  a?,  san/)?,  e  la  lunghezza  0  P,  presa  positivamente  se  P  tro- 
vasi dalla  stessa  parte  di  A  rispetto  ad  OB,  e  negativamente  se 
dalia  parte  opposta  è  il  coseno  di  ce^  cos.^.  Si  vede  così  che  le 
funzioni  circolari  sen  x,  cos  co  sono  completamente  determi' 
nate  per  ogni  valore  finito  di  a?,  e  sono  funzioni  ad  un  sol 
valore.  Dalla  definizione  stessa  scaturisce  la  periodicità  di 
queste  funzioni,  perchè  si  vede  che  archi  diversi  ma  che  hanno 
lo  stesso  estremo,  cioè  che  differiscono  tra  loro  per  un  numero 
qualunque  di  circonferenze  di  circolo  di  raggio  uno,  lianiio  lo 
stesso  seno  e  lo  ±^esso  coseno,  cioè  abbiamo: 

sen(a  +  2AT:)  —  sen(a +4.6,283 18531)  =  sena 

cos(a  -f  2Arr)  =  cos(sK  +  A .  6,2831 8531  )=xcos  a 

essendo  k  numero  intero  qualunque. 

Questa  proprietà  permette  di  determinare  subito  il  seno  e 
coseno  di  qualunque  arco,  quando  siano  canosciuti  i  seni  e 
coseni  dagli   archi  minori   di  2ir,  Per  avere  senx,  basterebbe 
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infatti  dividere  *  per  2  ir  ossia  per  6,?83 18531,  se  k  è  il  quo* 
ziente  ed  r  il  resto  sì  avrebbe 

saEX  =  sen(2ftj:-hr)::=senr, 

Nelle  applicazioni,  come  è  noto^  la  circonferenza  viene  di- 
visa in  360  gradi»  ciascun  grado  in  60  minuti,  ogni  minuto  in 
00  secondi,  cosichè  se  N  indica  it  numero  dei  gradi,  minuti 
e  secondi  contenuti  in  x  si  avrà: 

^  _  JL 

TT    ~  180 

ovvero^  poiché 

—  =3:0,3183098 

«.0,3183098=7^ 

forinola  che  serve  a  ridurre  x  in  gradì,  e  Tarco  di  N  gradi 
in  unità  di  misura  lineare. 

Le  funzioni  sen  x^  cos  x  assumono  i  soli  valori  compresi 
tra  -1,  e  4-1,  questi  valori  inclusi,  quando  x  varia  in  un  in- 
tervallo comunqne  grande,  e  come  suol  dirsi  pei  valori  di  x 
tra  — OD  e  +00. 

In  particolare  si  ha  : 

, seno  — 0,1  sen  ^=sen(0,785398163):=sen45'  =  ^=0,7071 
'cosO  =  l,fcos  -J.=!:L^— 0,7071 


I  seii -^ = aen(  1 ,0471 07551  )— sen  60- = !:^ = 0,86605 

I  "  1  ne 
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l  sen -J- =  seu(l  ,5707E>6327)  —  sen  90' —  1 

[sen  -|-;r  =  sen(2,356194489):=seii  135*— ^=0,7071 

'oos  -|-;t—  -  ^=—0,7071 

fsoDl—sen57MT44'. 806  =  0,841470 
J  cosi  1=0,540302 

Non  staremo  qui  a  ri  potere  aotissìme  formole  e  proprietà 
dì  queste  funzioni»  e  ci  limitéromo  a  dimostrare  che  sono  fun* 
zioni  continue  di  x  per  qualunque  valore  a  della  variabile. 

Osserviamo  a  tale  scopo  che 

--       X  —  a        x-^a 
senx — sena:=2s6a  — -z —  cos 


2  2 

da  cui 

|sen af  —  sena]  <  2  sen  —^j~ 

Dato  7,  possiamo  determinare  un  intorno   di  a  tate   che 
U— al  <  57,  0  poiché 


:;;  sen 


X  —  a 


\         a;  — al  ^Jx  — 


<^, 


avremo  pei  punti  dì  queir  intorno 

Isena;  —  senaK*', 
cioè  la  funzione  son;r  è  continua  nel  punto  a. 
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Servendosi  della  forinola 

eos^^casa  =  SBen  — - —  sen — 5 — 

si  dimostra  in  modo  completamente  analogo  la  contiouità  della 
funzione  cosar. 

La  funzione  igx  è  definita  dalla  forinola  tgx^ . 

^  ^  cosa; 

Essa  è  completamente  do  termi  nata  e  continua  per  ogni  valore 

di  a!,  eccetto  che  per  quelli  che  annullano  il  denominatore 

cosx,  e  prende  un  .solo  valore  per  ogni  valore  di  x.  Pei  valori 

^^z-^  j  ~-f.>..  pei  quali  il  coseno  si  annulla  si  ha 

lim      tgx^-^co ,      lim      tgx^i  —  00, 

lim      tgx=:-hoo,       lim      tgaE;=; — 00. 

La   funzione  igx  prende  tutti  i  valori  da  — 00  a  +00, 
quando  varia  la  x. 

Le  funzioni  cotj;,  secx,  cosecx,  sono  definite  dalle  formole. 

COSJC  1  t 

cotajzr  — — '^  seca?z= ,  coseca?=:- 


sen::?  cosj;  sen^ 

26*  —  Funzioni  circolari  inverse*  Nella  espressione 
p  =  are  sen  x, 

la  w  essendo  il  seno  di  un  arco,  possiamo  attribuirle  i  soli  va* 
lori  deir  intervallo  {—1,  I),  Corrispondentemente  a  ciascuno  di 
questi  valori  la  ^  assume  un  numero  infinito  di  valori,  perchè 
se  a  ìndica  un  arco  che  ha  per  seno  x,  anche  tutti  gli  archi 

a-\-Zkn,  -a  +  (2A+lK, 


!▼ 


:iij 
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dove  ^  è  un  intero  qualunque,  hanno  Io  stesso  seno  :r,  cosìchè 
si  avrebbe 

Per  ridurre  la  y  ad  essere  funzione  ad  un  solo  valore  ri* 

terremo  i  soli  valori  dt  y  compresi  tra  — ^  e  ~  (questi  ulti- 

mi  valori  inclusi}  e  riggetteremo  gli  altri  j  allora  ad  ogni  va- 
lore di  X  appartenente  air  intervallo  ( — 1,  4-I)  corrisponde  per 

y  un  solo  valore  che  apparterrà  air  intervallo  I n-  »  "5")  P®^ 

y.  Notiamo  anche  che  si  potrebbero  si  tenere  i  soli  valori  di  y 

compresi   tra  (2  A;  +  1)  -^  e  (2  4  +  3)  -h-  essendo  Ann  inteso 

qualunque. 

Con  la  precedente  convenzione  adunque 

y  ^^  are  sen  x 

è  una  funzione  di  x  ad  un  sol  valore  aelP  intervallo  ( — 1,  1), 

e  i  valori  che  assume  la  y  sono  compresi  tra ^  0  -^  (questi 

numeri  inclusi). 

La  fuQzioue  arccos^  è  poi   pienamente  determinata  dalla 
forinola 


are  eoa  33=^  7; are  sen  x. 


Si  vede  poi  facilmente  che  le  funzioni   arcseu^,  arccosas 

c^>S]  definite  sono  continue  in  tutti  i  punti  interni  all'inter- 
vallo (—1,  1), 

Nella  espressione  . 

y  =r  are  tg  m 

possiamo  attribuire  alla  %  qualunque  valore  reale  finito,  e  y 
assume  per  ciascuno  di  questi  valori  di  x  un  numero  infinito 
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di  yalori  diversi,  poiché  se  x  iodica  uno  di  ossi,  tutti  gli  altri 
sono  compresi  nella  formala  a  +  kK  ^  {k  intero  qualunque). 

Limitandoci  a  considerare  i  valori  di  y  compresi  tra è"®  "9" 

(questi  numeri  esclusi),  la  y  di  venia  uoa  funzione,  ad  un  sol 
valore,  di  x,  ed  in  questo  modo  ad  ogni  valore  reale  di  x  cioè 
ad  ogni  valore  di  x  dell' intervallo  { — <c  ^  +00)  corrisponde 

per  y  un  unico  valore  determinato  compreso  tra  —  -^  e  ~ 
(questi  estremi  esclusi);  e  per  questi  estremi  si  ha 

—  mlim  are  tg  X  j ^  ^  lim  are  tg  x. 

La  funzione  are  ceto?  viene  poi  completamente  determinata 
dalla  formola 

are  cot  ^  =  -o"  —  are  tgjF, 

27.  Funzione  esponenzmle.  Supposto  sempre  a>Oy  sb  x 
è  intero,  la  quantità  a^  ha  un  unico  valore  ben  determinato.  Se 

X  è  un  numero  frazionario  —  sappiamo  dall'algebra  che  al* 

lora  a^  prende  n  valori,  dei  quali  uno  è  reale  e  positivo.  È 
quello  che  noi  converremo  di  considerare  lasciando  da  parte 
gli  altri  n~\  valori.  In  tal  modo  a^  ha  un  valore  unico  e  de- 
terminato, sempre  positivo,  corrispondentemente  a  qualunque 
valore  razionale  di  x. 

Rammentiamo,  che  se  a>l  e  x  è  razionale  e  >0  si  ha 
a'*^^  1,  a'"^<C^  6  se  a<^l,  si  ha  a^^^  tjtìr^>l,  e  chea^" 
cresce  o  decresce  al  crescere  del  numero  razionale  x  secondo- 
che  a>l  0  a<;L 

Definiamo  ora  a^,  quando  a?  è  un  numero  irrazionale.  In* 
dichìamo  con  x^^  x^  x^,-.^XJ^,,,  una  classe  dì  numeri  razio- 
nali che  definiscono  il  numero  irrazionale  x^  e  consideriamo  le 
quantità  a^i  a^t  ^^a'^n  ,.,.  Esse  hanno  un  limite  determinato  e 
fluito  quando  n  cresce,  ossia  a  misura  che  i  numeri  x^  si  av 
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Ticinano  ad  z,  perchè  esse  sono  sempre  crescenti  o  decrescenti 
mantenendosi  però  tutte  minori  o  maggiori  di  un  numero  fi- 
Dìto  (Teorema  n.  17).  E  di  fatti  se,  per  fissare  le  idee,  suppo* 
niamo  a  >  l  e  Xi<!^x^<:^x^^...  avremo  a^i  <1  a^'«  <Z^^^  <C  -  » 
e  se  X*  indica  un  numero  razionale  maggiore  di  x  tutte  le  a^» 
saranno  minori  di  *a-^  e  l'analoga  proprietà  si  dimostra  allo 
stesso  modo  per  tutti  gli  altri  casi.  Ora  il  limite  finito  e  de- 
terminato  delle  quantità  a^i ,  a^t ,  a^»  ,„,  è  quel  numero  che  noi 
chiamiamo  a"^,  od  in  altre  parole  a^  è  il  numero  definito  dalla 
classe  di  numeri  a^t ,  a^i ,  u^^  * . . .  In  questo  modo  rimane  defi- 
nita la  funzione  esponenziale  a^  per  qualunque  valore  reale 
di  X, 

Sarebbe  ora  facile  provare  che  le  proprietà  fondamentali 
della  a"  quando  x  è  razionale,  e  già  note  dall'algebra,  sussi- 
stono anche  quando  x  è  qualunque^  come  ad  es.  a^^i  '^  ^\-a^ì  a^i , 
Non  ci  fermeremo  su  ciò,  ma  passeremo  invece  a  dimostrare 
che  la  funzicne  a*  è  continua  per  qualunque  valore  di  x. 

Si  vuole  dimostrare  che 

lim  a^i^^fl* 


0  ciò  che  è  lo  stesso  che 

lim  (a^^i  — a^)  — 0, 

ovvero  posto  x^^^x-^/u  che 

lim  (a"^'*  — a'')=lim  a^(a'*  — 1) 

=a*lim(a'^  — 1)=0. 

Basterà  quindi  dimostrare  che  lim  (a^ — l)i=:0,  cioè  che  la 

funzione   a'^  è  continua  per  07=0.    Proviamo   adunque   che 
lima*  =  a®z=l. 
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Sia  a^l*  Dato  a,  possiamo  determinare  un  numero  intero 
e  positivo  m  tale  che  a^^  <C1  +  ^;  <^i^  ricavasi  dalla  formola 


dalla  quale 


(1  +  g)^  — l+m^+       ,    o       a^  +  - 


(l  +  (j)'">>l+m(j; 


basta  prendere  7?i  tale  che  l4-w^>«*  il  che  si  ottiene  pren- 

a 1  J_ 

dondo  m>' -.  Allora  abbiamo  (lH-a)"'>a,  a»"  <ll  +  ae 

pei  yalori  a;  deir intorno  (0,  1    del    punto   zero,  essendo 

a^ <^  a  ^'^  ,  avremo  ancora    «^ <:^  1  -f  tr  »    a^  —  1  <C  ^ ;  dunque, 
se  a3>l, 

lim  tì^:=l. 
Posto  poi  j;^ — a^n  eoa  iei  positivo,  avremo: 


lira  a^-^i  lim    --:-  z=  -r-  zn  L 
xj  ^+0  a^i  1 


Cosichè  se  a>l,  si  ha  lim  a^:— L 

Se  a<:Cl,  porremo  èziz  — ,  ed  allora  i^l.e  a'^^^  t^  ; 


lim  a'^'z^lim  -r]^  =:  -T— i^  L 


Dunque  in  ogni  caso 


limo*— a'^l. 
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28.  Funzione  logaritmica.  —  Come  abbiamo  ora  visto,  la 
funzione  esponenziale  a°°  è  completamente  determinata  per 
ogni  valore  reale  di  x,  ed  assume  tutti  i  valori  positivi;  ed 
ognuno  una  sola  volta.  Ciò  si  verifica  subito  perchè  il  valore 
a^\  corrispondente  al  valore  x^  di  x  non  può  essere  uguale  ad 
alcun  altro  dei  valori  che  a^  assume  corrispondentemente  ad 
un  altro  valore  qualunque  x^  di  x  perchè  se  fosse  a>l,  e 
a?,  >  x^  sarebbe  a*^i  >  a*» ,  e  se  a  <  1  »  sarebbe  a*i  <^  a*«  e 
mai  a^i  •=.  a*« . 

In  conseguenza  se  poniamo  a?  =  a^  e  chiamiamo  y  il  lo- 
garitmo di  x  nella  base  a  e  scriviamo 

y  =  logaO?, 

Ioga  a;  ^  uD^  quantità  unica  e  determinata  per  ogni  valore  po- 
sitivo di  a;,  e  la  ^  è  cosi  una  funzione,  ad  un  sol  valore,  di 
X  neir  intervallo  (0,  -f  oo  ),  (gli  estremi  esclusi). 
Per  questi  estremi  abbiamo 

lim  logxzz:  —  oo  ,     lim  logx  =  -|-QO. 

29.  Ora  che  abbiamo  definito  a*\  per  a>0,  e  per  x  qua- 
lunque, possiamo  completare   una  ricerca   incominciata   nella 

teoria  dei  limiti,  cioè  possiamo  cercare  il  limite  di  (  1  i j 

quando  x  cresce  indefinitamente  per  numeri  qualunque.  Ve- 
demmo che  tal  limite  esiste,  e  lo  indicammo  con  e,  quando  x 
cresceva  indefinitamente  per  numeri  interi  e  positivi.  Fac- 
ciamo ora  crescere  x  assumendo  tutti  i  valori  positivi.  In  qua- 
lunque stato  di  grandezza  per  x,  avremo  sempre 

p<x<p-h  1, 

essendo  p,  p-f  1,  due  interi  consecutivi,  che  cresceranno  con 
X.  Avremo  ancora,  in  conseguenza, 

(-,4T)<(-^)<o-ir 
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ossia 


/  1     Y+' 


Ora  abbiamo 


lim  (l  +  -—!_)  — lim  (ì  ^—LS\—  1, 

limfl  +  i-ì  =  1,  lim  (l  +  ^ì"^'  =  lim  (l  +  — V  =  i'. 
j,=A         p  /         '  p=z«  \         P4-1/  p=-  \         p  / 

per  cui  il  primo  e  terzo  membro  della  disugiiagliauza  (1)  hanno 
lo  stesso  limite  e.  In  virtù  del  teorema  al  n.  16,  avremo  quindi 
ancora 

lim  (l  +  — )  =ze. 

Facciamo  ora  crescere  x  per  numeri   negativi.  Poiché  x  t* 

destinata  a  crescere  indefinitamente  in  valore  assoluto  possiamo 

1  /        1  \^ 

già  supporla  tale  che  1  H >0,  cosichè  la  M  H — -  j  avrà  un 

valore  pienamente  conosciuto  g  determinato  pei  valori  di  x  che 
prenderemo  a  considerare.  Posto  allora  xz^  —  x\  avremo 

^^^u^  ^tT =1™  (i  — i)"" = lim  (^y 

iC=-«\  ce  J  a:'=«\  X  /  \X  —  \/ 


=  e. 


Dunque  comunque  cresca  oc  abbiamo  sempre 

La  funzioDG  esponenziale  che  più  viene  usata  oeir  analisi 
è  quella  la  cui  base  è  il  numero  e^  cioè  la  e^  e  i  logaritmi 
che  pure  vengono  usati  neU*  analisi  sono  i  corrispondenti  Ioga* 
ritmi  a  base  e.  Questi  logaritmi,  che  noi  indicheremo  con 
log  ic,  senza  designazione  della  base,  si  chiamano  Neperiani 
0  naturali  o  iperbolici.  Nelle  applicazioni  si  usano  invece  i 
logaritmi  a  base  10,  e  questi  si  chiamano  logaritmi  volgari 
0  di  Brigg, 

Dlscontlnaità  delle  fansionl. 

30.  Sia  a  un  punto  interno  all'  intervallo  nel  quale  suppo- 
niamo sia  data  la  funzione  finita  f{xY  Quando  uno  dei  due 
limiti  lim  f{x),  lim  f{x)  o  tutti  e  due   non  sono  determinati, 

Q  essendo  determinati  sono  differenti,  o  essendo  uguali  differi- 
scono da  f{a\  la  funzione  f{x)  dicesi  discontinua  nel  punto 
a,  che  è  cosi  un  punto  di  discontinuità  della  f{x). 

Ponendo  mente  alle  diverse  cause  per  cui  una  funzione 
può  divenire  discontinua  troviamo  chet 

1)  Una  funzione  può  di  vanire  discontinua  in  a  perchè 
lim  f{x)^\im  f{x):=ik  ed  A  è  diverso  da  /"(a). Si  vede  che  la 

funzione  può  rendersi  continua  cambiando  il  valore  della  fun* 
zione  nel  punto  a^  prendendo  f{a)-=L  k.  La  discontinuità  che 
consideriamo  è  di  quelle  che  possono  togliersi  mutando  il  va- 
lore della  funzione  in  un  punto. 

Esempio.  —  La  funzione  che  per  x  diverso  da  a  è  f{x)  ^ 

(x  —  a)  sen  e  per  x^a  è  uguale  ad  uno,  f{a)  ^  I . 

■t    a 

Qui  abbiamo  lim  /'(a?)=:lim  /"(xj^rO  (Vedi  n.  5),  quindi  la 

funzione  è  discontinua  in  a.  Ma  se  prendiamo  zero,  come 
valore  della    funzione  nel   punto  a,  cioò  se   stabiliamo   che 


S4 

f{a)^0,  la  discontinuità  è  tolta,  o  la  funzione  è  continua  net 
punto  a. 

2)  Può   avvenire   che  lim   f{x):^r\,  lim  f{cc):rzAi  ed    A 

od  Aj  0  tutte  dae  diverse  da  f(a)*  In  questo  caso  si  dice  che 

1^  funzione  ha  nel  punto  a  una  discontinuità  ordinaria  o  di 

prima  specie. 

Esempio.  —  La  funzione  /"(.a*)  che  per  x  diverso  da  a  è 
1 

f{x)  :=— i e  por  x^a  Q  zero,  f(a)=  0    Per  essa  abbia- 

e^^+  1 
mo,  posto  x^a=:h. 


lim  /(a;)^liin— j :=:hm 


^=u^    '  h=+"^  X  +  1        '*"+^  1  ^  i'  -  h 


e  poiché 


avremo 


i-  1 

Jim  C*  —  lim  ^-p  ^0 

■    ^1 


lira  f{aj)  =  ì. 


Posto  «  —  fr  =  A,  avremo 


lim    ^(j;):=Iim  -^ r= — 1 


Essendo  adunque    lim    f{x):=i\,    ììm  fiw]:^! — ì,f(a)^0^ 

la  /'(^)  ha  una  discontinuità  ordinaria  nel  punto  a. 

3)  Quando  uno  o  tutti  e  due  i  limiti    lim     f(T),     lim     f(x) 

non  sono  detcrminati,  la  discoutinurtii  dicesi  di  seconda  specie. 
Esempio,    —    La   funzione    che   per   x   diversa    da   a    è 
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/*{x)  =  sen — ,  e  per  x=i  a  è  scf^o,  f(a)  =:  0,  ha  una  diacon- 

tiDuità  di  seconda  specie  nel  punto  ^i  porche  sen      -  -"  non  ha 

limite  determinato  per  x  ==  a  H-  0,  e  per  jt  —  a  — 0. 

Quando  lim   f(x):^f{a),  e  lim   f{x)~A,   A   diverso^  da 

f(a)  oppure  lim  f{x)  non  è  determinato  la  f{x)  dicesl  c&ìiimtm 

alia  destra  e  discontìnua  alla  sinistra  del  punto  a;  e  la  di- 
scontinuità sarà  ordinaria  o  di  prima  specie  oppure  di  seconda 
specie  secondochè  lim  f{x):^  A  oppure  quf^sto  limite  non  è 
lieterminato.  E  analogamente  potremo  avere  contiuuit;^  alla 
sinistra  e  discontinuità  alla  destra  del  punto  a. 

Se  il  punto  a  è  1*  estremo  superiore  (inferiore)  delFinter* 
vallo  si  intende  che  potremo  parlare  di  continuità  o  disconti- 
nuità della  funzione  in  a  sarà  solamente  alla  sinistra  (destra) 
del  punto  a. 

É  chiaro  poi  che  se  da  una  parte  del  punto  a  la  funziono 
ha  una  discontinuità  ordinaria  questa  potrà  togliersi  mutando 
il  valore  della  funzione  nel  punto  a. 


Esercii 

Dimostrare  che 

L  lim  ((/(ic  +  a)  {x^b}  —  a?)^'^  («  +  ^/) 

2,  lim    mix  — '  cos  —  1  :=  0.  Si  ponga  ~  ziz  z. 

3.  Uro    a^lì  —  cos  —  j  ^:  -r~  a^, 

t  luu ^ — 3 =   -jj- 

ir  4 


5d 

quando  x  cresce  indefiDitamente  per  numeri  interi  positivi 

ft,         lira    =  2a. 

quando  ^  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi  positivi. 
-,.     r  a  a  a  al       sen 

7,  lim  ICOS  a   COS  -^r-  COS  -^rr  COS  -r^  ,  *  -  COS  -rrz   I  =^  ^"S" 

L  2  2*  Z^  Z"^}         2( 


sen  2^ 


quando  x  cresce  indefinitamente  per  numeri  interi  positivi. 

a 

rt  sen  ,T— 7 

Si  osservi  che  cosa=.^ ,  cos  -r— r= 

2senff  2"       ^        a 


2sen 


2" 


8;  lim  C\J^±X  =  e\ 


Si  faccia  — '^zz. 


a 

3. 


9,  La  y  =  yx^~^i/^^^^-\~Ya;^~{^a^-^x'' 
è  funzione  algebrica  di  w^  definita  dalla  equazione 


I  IOp  La  funzione  che  pei  valori   diversi  da  zero  dell' inter- 

vallo  (  .^  —  +  e,  _  -  ^)  e  /^{t)  =  ^ 

è  zero,  /'(OjzrO,  è  continua  nel  punto  zero? 


\                                         „     ^        ir              ^           I   H    ^/  .        sena:?  — tff^r  „ 

vallo  ( —^  ^'»  "o"  ~  ^)  ^  /^(^)  =  :  -  -■     *  e  P^t*  ^^ 
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IL  Dove  e  di  che  specie  sono  le  discontinuità  della  fun- 
zione che  pei  valori  razionali  di  x  é  uguale  a  zero»  e  per  gli 
irrazionali  è  uguale  ad  unoì 

12.  Camterizzare  la  discoptinuità  della  funzione  tj  =  G  (j), 
dove  G  (x)  indica  il  luassirao  numero  intero  contenuto  in  x, 

13.  La  funzione  che  per  ^  =  0  è  uguale  ad  a,  per  j:>0  ò 

fl  +  a;s6n— )  (l/^+a) 
e  per  ic<0  è 

—  I  1  H"  X  sen  —  I  (J/  — x-^  a), 
h  continua  nel  punto  zero? 

14,  Se  9j{y)z=liin    , '      ;  abbiamo  '^{^f/)—ì  per  y  diverso  da 

zero,  e  ^(0)r=0.  Ciò  posto,  per  quali  valori  di  ic  é  discontinua 
k  funzione 

/'{fl;)^(j'(sensa?ra?) 

e  di  qaal  natura  sono  le  discontinuità? 

15,  Se 

quali  sono  e  di  qual  natura  le  discontinuità  della  funziono 
/*(t)  rrr  j(cos  nnx). 


i 
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II.  iBlnìtesìiiii 


31  Di  una  quantità  variabile  che  ha  per  limite  lo  zero,  si 
dice  che  diviene   infinitesima j,  o  che  e  un   infinitesimo.  Tal  i 

limite  ^i  suppone  preso  quando  un  altra  quantità  variabile  x 
converge  verso  un  valore  particolare  a,  cioè  per  a?  =  o,  o  per  i 

x  =  a-hO,  o  per  x  =  a  —  0,  o  per  a;  =  it3C.Si  osservi  di  non  I 

confondere  una  quantità  fìssa  piccolissitnap  che  possa  anche  per 
uso  Ai  linguaggio  chiamarsi  infinitamente  piccola,  coli'  infini- 
tesimo, che  è  invece  per  natura  essenzialmente  variabile,  in 
^uisa  da  poter  divenire  e  mantenersi  in  valore  assoluto  minore 
di  qualunque  numero  prefissato  i.  I 

Due  iufinitesimi  ac,  j3  possono  convergere  'a  zero  compor- 
tandosi in  modo  diverso,  l'uno  avvicinandosi  a  zero  più  rapi- 
damente dell'altro.  Cosi  per  iv  convergente  a  zero  a^a7^  ^zz:x^ 
sono  entrambi  infinitesimi,  ma  il  secondo  (ìr-zx.x  converge  più  J 

rapidamente  a  zero  del  primo,  perchè  finisce  per  diventare  unu  ^ 

frazione  quanto  ai  vuole  piccola  x  del  primo.  Questa  conside- 
razione conduce  a  confrontare  tra  loro  gli  infinitesimi  circa  al  ' 
modo  di  comportarsi  quando  convergono  a  zero. 

32-  Siano  :t,  |3  due  infinitesimi;  supponiamo  che  esista  un 
intorno  di  a  tale  che  {a  escluso)  o  un  numero  x'  tale  che  per 
\x\^x\  sìa  a  diverso  da  zero.  Allora  avrà  un  significato  La 

queir  intorno  o  per  |a:|>a:^  il  rapporto  — ,  Ora  convergendo  af,  (ì 

a  zero  potrà  avvenire  che  il  rapporto  —  non  converga  ver- 
so alcun  limite  determinato,  il  qual  caso  noi  non  prenderemo 
in  speciale  considerazione;  oppure  potranno  presentarsi  i  tre 
casi  seguenti: 

lim  A  =  0  ,  lim  -^  —  A  ,  lim  -^  zi:  ir  ot. 
a  flt  oc 


m 

Nel  primo  caso  diremo  che  j9  è  un  infìaitesimo  il  cui  or- 
dine è  superiore  a  quello  dì  jc  o  semplicemeuto  di  ordine 
supenore  ad  j^,  nel  secondo  che  (3  h  infiattesimo  dello  slesso 
ardine  di  se,  nel  terzo  che  j3  è  infinitesimo  di  ordine  infe- 
riore ad  OL, 

Esempi 

1)  j3^x^  è  infinitesimo  di  ordine  superiore  ed  ^  perchè 
lim  —  =:lim  — ir^lim  :t*^0. 

2)  ]3  =  sena  è  ìnfìnitesimo  dello  stesso  ordine  di  2,  perche 

,.      fi        ,.     sen  5t 

hm  ^ —  ^n  hm =1  L 

3)  jSrrSx  +  senSat  è  infinitesimo  pure  dello  stesso  ordine 
di  at,  perchè 

,.       ,G         ,.      ;37  +  sen5%       ,.        3x       ,.      ser-^^^ 
lira  —  ^  hm  - — — — —  =^  hm  +  lim  — 


a  a  a  oL 

^         sen  Sa        o  I  r    1       o 
=  3  +  5  Iim  — ^ =  3  +  D.  1  =:8, 

m 

4)  (iz^x'^ — a^,  x-^zx — a  sono  infinitesimi  dello  stesso  or* 
diue  quando  x  converge  ad  a  perche 

A  ar a' 

lim  -^=:Um =lim(ar  +  a)—  2a. 

4?^«   a  X  —  a  ' 

* 

5)  |S=r(/3a"+3eo5a  è  infinitesimo  di  ordine  inferiore  ad  a 
perché 


hm  -^—  rr  lira  ^- ; 


j.        1      I /33t +  sen&x 


i/^ 


GO 


Ma  y ' ha  per  lìmite  l/S  o  si  può   fissare   una 

quantità  A  tala  che  1/  — ~ <  A,  e  poiché  — ^  ha  per 

limite  r  infinito,  avremo 

lim  -^—  ^  co  , 
a 

33.  Quando  ìu  una  questione  si  prefientano  più  infinitesimi 
se  ne  suole  scegliere  uno  come  V  infinitesimo  principale  o  di 
primo  ordine,  ed  a  questo  vengono  riferiti  gli  altri.  Allora 
se  chiamiamo  questo  a  e  /3  è  un'altro  infinitesimo,  diremo,  per 
le  convenzioni  del  numero  precedente,  che  fi  è  infinitesimo  di 
ordine  superiore,  uguale  od  inferiore  ali*  unità,  secondochè  ri* 
spetti  va  man  te  sarà 

j9  jS  iS 

lim  — ^0,  lim — =r:i,  lira — ^:=±oo, 

M  A  0.. 


Noi  secondo  caso  avremo 

|3 


OC 


=  h  +  &. 


/5 
dove  i  ha  per  limite  zero  quando  -^  ha  por  limite  k,  cioè  i 

è  infinitesimo  anche  esso.  La  forma  generale  di  un  ìnfinitesìnio 

di  primo  ordine  /3  è  quindi 

il  secondo  membro  si  compone  di  due  parti  ;  la  prima  xk  che  è 
pure  infinitesima  di  primo  online  e  risulta  del  prodotto  di  una  co- 
stanto  /;  diversa  da  zero  per  T infinitesimo  principale,  si  chiama 
anche  il  valor  principale  di  (i;  la  seconda  è  un  infinitesimo  di 

ordine  superiore  al  primo  perchè  lim  —  :=  lim  =  =:z  0, 
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34.  a  essendo  1*  infinitesimo  di  primo  ordine,  a*^  (n  numero 
positivo  qualunque  anche  fratto  od  irrazionale)  è  un  infinite- 
simo di  ordine  >1  oppure  <  1 ,  secondochè  n>l  oppure  n<l. 
Lo  diremo  infinitesimo  di  ordine  n.  Ed  essendo  jS  un  altro 
infinitesimo  esso  sarà  d'ordine  >n^  :=zn,  <n,  secondochè  ri- 
spettivamente 

lim  -i—  i:z  0,  lim  -~  =  k,    lira  -i—  =  :+:  co  . 
e  nel  secondo  caso  avremo 

essendo  e  infinitesimo,  e  questa  è  la  forma  generale  d'  un  in- 
finitesimo d'ordine  n.  L'infinitesimo  pure  d'ordine  n,  y.'^k,  co- 
stituisce il  valor  principale  di  /3;  la  seconda  parte  ea**  è  infi. 
nitesimo  d'ordine  superiore  ad  n. 

35.  La  trigonometria  e  la  geometria  ci  porgono  degli  esempi 
semplici  di  infinitesimi  di  diversi  ordini.  Cosi,  prendendo  l'arco 
X  come  infinitesimo  principale,  sena?  è,  come  abbiamo  visto, 
infinitesimo  di  primo  ordine,  igx  è  pure  infinitesimo  di  primo 
ordine  perchè 

iqx       ,.     senx        1  , 

hm-^— zzihm =  1; 

xzzSi      X  X         COSO? 

1 — cosx  è  infinitesimo  di  secondo  ordine  perchè 

1  1  2 

2sen'-n-^ 
,.     1 — cosa?      ,.               l 
hm s i=:lim 5 


1 ,  r<'-''\  1 


1— seca;  è  pure  infinitesimo  di  secondo  ordine,  perchè 

,.     1  —  seca;      ,.     cosa? — 1       1  1 

lim = —  =  lim 


ar=:0 


0?  x'         cosa;  2 


b 
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Consideriamo  ora  uè  arco  di  curva  piana,  e  su  esso  un 
punto  M,  la  tangente  MT  in  esso  alla  curva  e  la  perpendico- 
lare MiP  abbassata  da  un  altro  punto  M^  della  curva  sulla  tan- 
gente  MT,  Se  si  suppone  la  corda  MMj  sia  un  infinitesimo  di 
primo  ordine  (infinitesimo  in  quanto  supporremo  che  il  punto 
Mi  possa  indefinitamente  avvicinarsi  al  punto  M  e  quindi  MMi 
diventare  minore  di  qualunque  lunghezza  assegnata),  allora  MP 
sarà  pure  infinitesimo  di  primo  ordine  e  MiP  dì  ordine  supe- 
riore al  primo.  Ciò  rilevasi  dal  triangolo  MMiP,  rettangolo  in 
P    dal  quale 


MP  *  MP  * 

^r77^=:cos(PMM.)  e  quindi    lim  nirr  ^=  liii^  cos(PMMi)  =^  1, 
MM,  ^  '       ^  MMi 

M*P  t^  M.P  * 

e^rT^=:;sen(PMMi)  e  quindi  lira  rrrj-  ^  lim  sen(PMMi):=0. 


36-  Gli  infinitesimi  si  presentano  ordinariamente  come  ter- 
mini di  quozienti  o  di  somme,  nelle  quali  il  numero  dei  ter* 
mini  aumenta  indefinitamente  quando  gli  infinitesimi  conver- 
gono a  zero.  Trattandosi  allora  di  determinare  i  limiti  di  quei 
quozienti  o  di  queste  somme,  i  calcoli  vengono  assai  semplifi- 
cati mediante  due  teoremi  che  costituiscono  i  due  principi  fon* 
damGUtali  del  metodo  infinitesimale. 

11  primo  e  il  seguente. 

Il  Umile  del  rapporto  di  due  inffnttesimi  non  viene  ai* 
teraiù  quando  imo  di  quesd  o  tutti  e  due  tengono  sosti- 
tuiti da  altri  che  abbiano  coi  primi  dei  rapporti  aventi  per 
limite  r  unità* 

Siano  ot,  /3  gli  infinitesimi  dei  quali  noi  consideriamo  il  li- 
mite del  rapporto  - —  e  siano  ^i^  ^'S,  altri  due  infinitesimi  tali 


che 


^1  [h 
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Sia  lira— izrt,  k  essendo  zero  o  un  numero  finito:  dalla 

a 


forra  ola 


^ 


(1)  J_=i:  j: L    ^     ossia  (2)    iz: -^ 


a  «1      a 


abbiamo  allora  subito 


ossia 


._i;^£. 
«1 


iznlim 


lim    ^  i;rv.    ^ 

lim  —  =  lim  — 


cosichè  il  limite  di  —  è  rimasto  lo  stesso  dopo  aver  sostituito 
3fi  ad  oc. 

Se  poi  lim  -^— zrdroo    o  lim  -^--=z-f  oo    o  lim  -i—  in — oo  , 
allora  lo  stesso  avverrà  di  lira—.  Ciò  ricavasi  subito  dalla  (2), 

perchè  il  primo  membro  cresce  indefinitamente  e  -^  finisce  per 

mantenersi  positiva,  avendo  per  limite  uno,  e  ciò  perchè  una 
quantitii  y  che  ha  un  limite  /  finisce  per  mantenersi  dello 
stesso  segno  di  l\  difatti  si  hay=i/-f-£,  e  se  il  limite  è  preso 
per  05=: a,  esiste  un  intorno  di  a  tale  che  in  esso  |e|<|/|  per- 
chè e  ha  per  limite  zero,  e  se  il  limite  è  preso  per  x  crescente 
indefinitamente,  esiste  un  numero  x  tale  che  per  |a;|>a;'  è 
Ul<|/|,  cosichè  il  segno  di  /-f-£  ossia  di  y  dipenderà  da  quello 
di  l,  cioè  per  i  punti  di  quell'intorno  o  per  |a?|>a:'  il  segno 
di  y  è  quello  di  /. 


64 

Se  poi  —  non  avesse  limita  determinato  no»   lo  avrebbe 

Q 
neanche  il  rapporto  -^^  perchè  se  lo  potesse  avere,  la  for- 

a 

mola  (1)  ci  mostrerebbe  che  dovrebbe  anche   averlo  -=— .  In 

ogni  caso  adunque  posfiiamo  dire  che  lim  —  ^  lim  — ,inten- 
dcndo  che  questa  formola  ci  indichi,  nel  caso  che  non  esista 
il  limite  dì  —,  che  non  esiste  neanche  quello  di  —, 

se  ^1 

Dalle  formolo 

A^A  JL  ^  A- A  11  a 

ricaveremmo  in  modo  completamente  analogo 

hra-i— —  hm  -!-^,      lira  -^  — lim  ^^. 


Il  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato. 
Ad  esempio,  quando  z  converge  a  zero  essendo 


abbiamo 


,.     son  mx      ,    ,.    san  *i^      , 

lim I-:  1 ,  lim ^^  1 

mx  nx 


..    sen  mx      ,.     mj^       m 

lim =^lim— — ^ — - 

sen  rtx  nx         n 


37*  Possiamo  presentare  il  principio  contenuto  nel  teoroma 
precedente  sotto  uu  altro  aspetto. 


I 

Sìa  ^=z/3i  +  (J,  essendo  |S, /S,  iafinitesimi  dello  atesso  ordine 
e  i  inflaitesimo  di  ordine  superiore.  Avremo  ^-^ =;L  v-= 

1 -"  ed  al  limite,   poiché  lim-;-— lO,  sarà  lira— ^1, 

Analogamente  se  3^  =:  aj  +  7,  essendo  ^,  jc,  infinitesimi  dello 

stesso  ordine  e  7  di  ordine  superiore,  sari  lim^=:l. 
Avremo,  dunque,  in  virtù  del  teorema  precedente, 

hm  -^=^hm  ^ =  Um  ^^^, 

la  qual  formola  ci  mostra  come  le  quantità  fJ,  y  non   abbiano 
alcuna  influenza  sul  valore  del  limite  del  rapporto^-* — -ed  in 

conseguenza: 

Nella  ricerca  del  lìmite  del  rapporto  di  due  quantità 
composte  dì  infìnì tesimi,  basta  mantenere  in  queste  quan- 
tità gli  infinitesiììii  dì  ordine  minimo  e  trascurare  quelli 
di  ordine  superiore. 

Ad  es,  dovendosi  determinare  il  limite  della  espressione 

sen  X  4-  ;/^  +  ^x^  sen  xi^x  —  sen^  t 


x-^2a^-k-2cosxi^x 

quando  s  converge  a  zero,  possiamo  trascurare  noi   numera- 
tore e  nel  denominatore  le  quantità 

ar*  +  2ar'  sen  xigx  —  sen*  x,  2x^  +  2  cos  .-r  tg*  x 

i  cui  termini  sono  infinitesimi  d'ordine  superiore  a  sen  5;  0  x, 
e  quindi  avremo  subito  che  il  limite  della  espressione  precedente 

e  Quello  di  — —  cioè  1  unita. 

^  X 

La  regola  contenuta   nel   precedente   enunciato   è   manifo- 
stamente  molto  utile,  avvenendo  spesso  che  lo  quantità  che  più 

5 
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compi icauo  la  ricerea  del  limite  del  rapporta  di  due  quantità 
composte  di  nifinitesimi  siano  appunto  ìnfinit€?,^imi  di  ordine  supe- 
riore, sia  per  la  loro  stessa  natura,  sia  ancora  pGrcht\  molte  voltt^, 
sì  sa  di  essi  solo  che  sono  infinitesimi  di  ordine  superiore^ 
senza  essere  del  resto  completamente  conosciuti* 

38.  Passiamo  ora  ad  esporre  il  !>econdo  principio  del  me- 
todo infinitesimale. 

Premettiamo  le  seguenti  considerazioni: 

Sieno  £i,  Tj,  =>,-=% degli  infinitesimi  in  numero  infinito^ 

e  convergano  a  zero  per  :ir=ia  o  per  x::^:±:qo.  Allora,  dato  :j, 
potrà  darsi  che  esista  un  intorno  di  a  per  tutti  i  punti  del 
quale,  o  un  numero  x  tale  che  per  \x\<^x\  tutti  gli  inflnite- 
simi  Ep  a  partire  da  quello  d' indice  m^  sieno  minori  di  i  in 
valore  assoluto,  cioè  |£^|<7  per  n>m;  oppure  che  un  tale 
intorno  o  un  tal  numero  x'  non  esìsta-  Nel  primo  caso  gli  io- 
Bnitosimi  £  diconsi  conpergenli  a  zero  uniformemente  o  in 
ugual  grado  o  equabitmeate,  net  secondo  convergenti  a  zero 
non  untforrmìnente  ecc. 

Ad  esempio:  Se  st  è  infinitesimo^  gli  infinitesimi 

sono  convergenti  a  zero  uniformemente;  infatti,  dato  't,  si  deter- 
mini r  intorno  e  di  a,  o  il  numero  x /m  niodt)  che  |jt|  <7,  e  poi- 
ché essendo  ^x  quantità  destinata  a  convergere  a  zero  possiamo 
già  supporta  in  valore  assoluto  <^li  avremo 

\A<\^1   |a^|<l.|,...|;c-|<UK,,. 

0  quindi  qualunque  sia  l' intern  positivo  n,  \^'^\<^^.  Quindi 
Dell* intorno  c^  o  per  |jc|]>x,  tutti  i  noi^tri  infìuitesimi  sono 
in  valore  assoluto  <:^7. 

Non  sono  invece  convergenti  a  zero  uniformemente  gli  in- 
finitesimi 


] 


ee,    a*,a^jOt^,,,.o£ 
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Si  osservi,  infatti  che,  dato  j,  si  potrà  determinare,  é  vero, 

un  intorno  di  a,  o  un  numero  a;',  in  modo  che  qualunque  di 

essi  a**  sia  assolutamente  <^a,  basta  perciò  determinarlo  in 
guisa  che  |3£|<^a'*;  ma  non  esiste  alcun  intorno  di  a  o  alcun 
numero  ai,  in  modo  che  tutti  gli  infinitesimi  a  cominciare  da 
uno  di  essi  siano  assolutamente  <^  <j.  E  ciò  perché,  quando 
avremo  fissato   un  intorno   Cj  di  a,  comunque  piccolo,  o  un 


numero   x'\  comunque  grande,    in    modo   che 


<  j,  vi  sa- 


ranno certamente  in  e,  dei  punti  o  dei  numeri  \x\^x\  pei 
quali  a  sarà  numericamente  maggiore  di  una  certa  potenza  a** 
di  (7,  ed  allora  per  quei  punti,  o  per  quei  valori  di  x,  sarà 


a'»|>cj,     |a'^'|>cy,. 


Questo  fatto,  presentandosi  sempre,  qualunque  sia  il  nu- 
mero n  dal  quale  ci, si  parta,  si  vede  cosi  che  effettivamente 
gli  infinitesimi  che  consideriamo  non  convergono  uniforme- 
mente a  zero. 

Lo  stesso  avviene  per  gli  infinitesimi 

-L     -1     _L         J- 
e  generalmente  per  gli  infinitesimi 

dove  gli  esponenti  Wj,  n,,  n,. ..  sono  positivi  ed  indefinitamente 
decrescenti. 

Si  intende  poi  subito  come,  se  gli  infinitesimi  che  si  con- 
siderano sono  uniformemente  convergenti  a  zero,  dato  a,  si 
possa  determinare  un  intorno  e  di  a^  o  un  numero  x\  tale 
che  tutti  gli  infinitesimi  siano  in  valore  assoluto  minori  di  a; 
infatti  sia  e"  l'intorno  di  a,  o  x  il  numero,  tale  che  gli  in- 
finitesimi a  cominciare  da  quello  d'indice  m  sieno  assoluta- 
mente <^,  e  siano  Cx,  c^.^c^^i,  o  x^,  a?, , . . . a?^_i,  gli  intorni  di 
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a  0  i  numeri,  tali  che 

nel  più  piccolo  e  degli  intorni  e".  Ci,  c^.  *c„_i,  o  pel  più  grande 
dei  nunaeri  cs'\  x^,  w^.^w^^i^  tutti  gli  Infinitesimi  saranno  in 
valore  assoluto  minori  di  i. 

39.  Ciò  premesso,  abbiamo  il  teorema" 

Stano  a^j  3fg,  ofa . ,  ^^  quantità  positive  convergenti  a  zero 
quando  cresce  inde^mtamenfe  ti  loro  numero  m,  e  sia 

lim(«j^- £>£,+  .. +  3tJn:S 

essendo  S  una  quantità  fissa  finita;  siano  s^,  e^, ...e,^  in/i' 
nitesinii,  convergenti  a  zero  uniformemeutc  quando  m  ere- 
Bce  indefinitamente;  avremo  allora 

lim  (a,  £i  +  ^2  fi4-..-f  ^^  ^,j  =  0, 
InMti;  avremo 

dove  lim  o=:=0  ed  5  è  quantità  positiva. 

Dato  'J,  determiniamo  ni  in  modo  che  sia  j^|  <1,  per  m>m 
e  che  tutti  gli  infinitesimi  t  per  in>m  siano  in  valore  asso* 

luto  minori  di  = — -  ;  allora  per  m>m  avremo 

ossia 

<S^(S4-1) 


Cloe 

h  qual  formola  appunto  dico  che 

40.  Da  questo  teorema  ricaviamo  subito  l'altro: 
Se  jtj,  or^,  ,_3t,rt  sono  infìniteùmi  politivi,  quando  la  cresce 
indcfmiianicnfe^  e 

lini  {3ti  +  ^2  +  ..  +  5frtt)=:S, 
e /3|^  ,5j, -.|3^...  5tìno  a^/ri"  inflnìfesimi  (ali  che 
nm-^=:l,  lim^  =  I,..lim^=l  .., 

f/au€  C|,  £(,*.£„  SMo  zn/mttesnm  convergend  azero  unifor* 
^nemert^e  fo  ciò  che  è  lo  stesso  —,  — ^, ...  t;wt?t'r^ono  ?<n«''' 
formemenle  verso  l'unità),  avremo 

Infatti  abbiamo 
|5i+  i'Sj  + , .  +  i5„  —  ^1  +  z^  4- . .  +  a,,,  f  (5(,  £i  +  3f^  ^^  . .  +  3(„»  ij. 

Passando  al  limite   per   m  crescente    indofinitamento,    ed 
aiuto  riguardo  al  teorama  precedontG,  si  ha  subito 

lim  {fi,  -f  r^s  +  . .  -h  i3 J  =  Iim  (^j  +  ;t,  + , ,  +  ^J  ==  S. 
Questo  teorema  costituisce  il  seconda  principio  del  metodo 


lo 

infinitesimale,  che  possiamo  presentare  anche  sotto  quest'altro 
aspetto. 
Sia 

dove  ciascuna  a  è  infinitesimo  positivo  dello  stesso  ordine  della 
corrispondente  /3,  e  le  o  sono  infinitesimi  di  ordine  rispettiva- 
mente superiore  alle  corrispondenti  tz,  ,8  e  uni /orarne  mente  su- 
periore, intendendo  con  ciò  che 

A     ^2       Al 
»       »  •  •  •       •  •  • 

convergono  uniformemente  a  zero;  allora,  poiché  possiamo 
scrivere  Pr^^o^r-] =:  a,. 4- e^ a,.,  avremo 

lini(/3i-f/3,+  ..-f/5J  =  lim(ai-f<J2-fa,-fo\  +  ..4-^;n-h^^^) 
=  lim(ai-f  a,-f  ..-f  a„^), 

m=o«) 

cosichè  gli  infinitesimi  cJ, ,  cJj..<5m-"  di  ordine  uniformemente 
superiore  a  ^i ,  ^2 , . .  5f,» . . .  non  hanno  influenza  sul  valore  del 
limite,  e  potranno  venire  trascurati  prima  dalla  ricerca  del 
limite  stesso. 

41.  Chiamando  infinito  una  quantità  che  ha  per  limite  V  in- 
finito, per  ajzra  0  per  x  crescente  indefinitamente,  si  intende 
come  relativamente  agli  infiniti  possano  farsi  considerazioni 
analoghe  a  quelle  per  gli  infinitesimi. 

E  cosi  se  a,  j3  sono  due  infiniti,  e 

fl  /3  i3 

lim  -^  zn  0,  0  lim  -^  =z  A,   0  lim  -i--  =  =t  00 
a  a  a 

diremo  rispettivamente  che  /3  è  un  infinito  di  ordine  inferiore 
o  uguale  0  superiore  ad  a,  ecc. 

42.  Supponiamo  che  una  funzione  f{x)  si  annulli  per  x  =  a, 
0  abbia  per  limite  zero  per  x  =  a,  e  si   prenda  x  —  a  come 
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infinitesimo  principale;  allora  se 

lira  ,  .^  z=:k  (k  finito  e  diverso  da  zero) 

x=a  {x—a)"^  ^ 

Ja  f{x)  diviene  infinitesima  d'ordine  m  in  a,  e  il  punto  a  6 
un  infinitesimo  o  uno  zero  o  una  radice  d'ordine  m  della 
f\x).   Se   la  f{x)  al   crescere   di   x  ha   per  limite  zero,   e   si 

prende  allora  —    come  infinitesimo  principale,  se 


lira  ^^  =lima;^V(^)  =  * 


X' 


la  fix)  diviene  infinitesima  d'ordine  m  per  x  infinito,  e  si  dice 
che  l'infinito  è  un  infinitesimo  o  uno  zero  d'ordine  rn  per 
ia  f(x). 

Se  la  f{ci-)  per  ar  =  a  ha  per   limito   l'infinito  e  si  prende 

per  infinito  principale,  allora  se 

lim       ^^^^       =  lim  (x  —  a)""  f{x)  =  k 


\x  —  a/ 


la  f(x)  diviene  infinita  d'ordine    in  nel  punto   a,  che  si  dice 
un  infinito  (T  ordine  m  per  la  funzione  /'(.>c). 

Se  la  f{x)  ha  per  limite  l'infinito   por  x  crescente  indefi- 
nitamente e  si  prende  x  come  infinito  principale,  allora  so 


07=00     J/ 


la  f{x)  diviene  infinita  d'ordine  rn  per  x  crescente  indefini- 
tamente, e  si  dice  che  la  f{x)  diviene  infinita  d'ordine  m  al- 
l'infinito 0  che  l'infinito  è  un  infinito  d* ordine  ni  per  la  f{r). 
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III.  Derivate  e  ttreiziaii  U  primo  orÉe. 


Orlsrine  del  Calcolo  differenziale,  —  Definizioni. 

43.  11  Calcolo  differenziale  ebbe  origine  per  opera  di  Leib- 
nitz  e  Newton  *),  dalla  ricerca  di  un  metodo  generale  per  con- 
durre la  tangente  in  un  punto  di  una  curva,  data  per  mezzo 
di  una  equazione. 

Sia  yz=.f{x)  l'equazione  della  curva,  ove  supponiamo  f(x) 
finita  e  continua  per  tutti  i  valori  della  a?  che  occorre  consi- 
derare. Siano  (.r.  y)  le  coordinate  del  punto  M,  ove  vogliamo 

condurre  la  tangente  alla  curva, 
e  {x-hh,  y-hk)  le  coordinate 
di  un  altro  punto  M'.  La  tangen- 
te in  M  è  la  retta  limite  delle 
posizioni  successive  della  secan- 
te MM',  quando  il  punto  M'  si 
avvicina  indefinitamente  al  pun- 
to M.  Noi  potremmo  costruirla 
subito  se  fosse  conosciuto  Tan- 
golo  a  che  essa  fa  coU'asse  delle 
ascisse,  e  questo  è  noto  se  fosse 


Fig.    8. 


OPraj  ,  OP'=x-f  A  ,  PP'  =  A  =  MR 

^?''J(.l^^^A^.^rj''-L"^'!''/^'^Ì^^    "^^^  ^^  *g^-  Ora  dal  triangolo 

MRM'  abbiamo 


/t  =  M' R  =  M'P'  -  M  P  =  Ai»''  4-  h)  -  fix) 


tg(MMR)=^^_^_ ^ 


»)  La  prima  memoria  del  Leibnitz  è  stampata  negli  Acta  Eru- 
dilorum  di  Lipsia  per  l'anno  1684  ed  ha  per  tìtolo  «Nova  methodus 
prò  maximis  et  minimis,  itemque  tangentibus,  quae  nec  fractas  nec  ir- 
rationales  quantitates  moratur,  et  singulare  prò  illis  calcuh  genus  ». 
11  Newton,  già  da  alcuni  anni  prima,  aveva  più  volte  nelle  sue  lettere 
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e  passando  al  limite  quando  il  punto  M'  si  avvicina  indefini- 
tamente al  punto  M,cioè  quando  h  converge  a  zero  ed  osser- 
vando che  lini  tg(M'MR)zi:tg  a,  abbiamo: 

hzzo  n 

La  quantità  f{x-^h) — f{x)  è  l'aumento  che  riceve  la  fun- 
zione f(x)  quando  si  attribuisce  alla  x  l'aumento  h,  questi 
aumenti  potendo  essere  positivi  o  negativi.  Ora  appunto  il  de- 
terminare per  ogni  funzione  il  limite  del  rapporto  dell'aumento 
della  funzione  a  quello  della  variabile,  quando  quest'ultimo 
converge  a  zero,  è  il  principale  problema  che  si  propone  di  ri- 
solvere il  Calcolo  DiflFerenziale. 

44.  Indicheremo  d'ordinario  l'aumento  di  una  quantità  z 
con  Az,  talché  se  in  y=zf{x)  si  attribuisce  alla  x  T  aumento 
Ajp,  scriveremo  l'aumento  corrispondente  di  y  con 

Ay  =  ^f(x)  =  f{x  -f  ^x)  —  f[x). 

Supponiamo  ora  che  la  funzione  yz=if{x)  sia  ad  un  sol 
valore  finita  e  continua  pei  valori  di  x  che  occorrerà  conside- 
rare, e  che  il  limite  del  rapporto 

Ay  _/"(a?-f  Aa;)  —  f\x) 
àx  àx 

sia  una  unica  quantità  finita  e  determinata,  quando  si  faccia 
convergere  A:r  a  zero,  qualunque  sia  il  segno  dell'aumento  ùix, 
cioè  quando  si  faccia  convergere  A^r  a  zero  per  valori  positivi 
e  per  valori  negativi.  Questo  limite  si  chiama  derivata  rap- 
porto 0  rispetto  ad  X  0  semplicemente  deynvata  della  funzione 


accennato  allo  stesso  genere  di  Calcolo  occorsogli  nel  risolvere  pro- 
blemi meccanici.  Intorno  alla  scoperta  del  calcolo  ed  alla  controver- 
sia sorta  di  poi  per  la  priorità  della  invenzione  del  calcolo  stesso, 
si  può  vedere  la  Prefazione  del  «Traile  de  Calcili  Diffórentiel  » 
del  Bertrand. 


yz=:f{a:)  corrispondente  al  valote  x  della  variabile  indipendente 
e  si  indica  colle  notazioni 

-T^  ,     ^       (notazione  di  Leibnitz) 

y\  f\^)y  (notazione  di  Lagrange) 
Dy,  D/'(a?)  (notazione  di  Cauchy) 

Quando  questo  limite  esiste,  nel  modo  indicato,  per  tutti  i 
punti  interni  ad  un  intervallo  {a,  b)  i  suoi  valori  costituiscono 
una  funzione  di  x  per  quei  punti,  che  chiamasi  funzione  de- 
rivala, e  la  funzione  yz=Lf{x)  considerata  in  relazione  alla  sua 
derivata,  chiamasi  funzione  primitiva. 

Se  il  limite  di  -r^,  preso  come   precedentemente   è   stato 

indicato,  è  uguale  a-l-co  o  a  — oo,  diremo  che  la  derivata  di 
f{x)  è  infinita  e  determinata  di  segno  pel  corrispondente  va- 
lore di  X, 

Potrà  inoltre  avvenire  che  per  certi  valori  di  w,  il  limite 

del  rapporto  -r^  dipenda  dal  segno  del  Aa?,  oppure  sia  com- 

pletartiente  indeterminato,  non  esista  ;*  diremo  allora  che,  per 
quei  valori  di  x,  la  derivata  è  indeterminatix  o  che  la  funzione 
non  ammette  derivata. 

45.  Chiamasi  rapporto  incrementale  di  f{x)  relativo  al 
punto  X  il  rapporto 

^y  _f(x-h^x)'-f(x) 
àX  AX 

dove  il  t^x  si  suppone  poter  assumere  valori  positivi  e  nega- 
tivi ;  r^appoìHo  incrementale  destro  il  rapporto 

fl2±M.-zM  dove  A.>0 
HikX 
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e  ì*app07*to  incrementale  sinistro  il  rapporto 

f{x-^x)-f{x) 

—  ùiX 

dove  Aa?>0. 

Facendo  convergere  a  zero  Ao?,  se  il  rapporto  incrementale 
destro  (sinistro)  ha  un  limite  determinato,  questo  limite  dicesi 
la  derivata  a  destfa  (a  sinistra)  della  f{x)  nel  punto  x. 

Si  intende  ora  come  potrà  darsi  che  le  derivate  a  destra 
e  a  sinistra  siano  uguali;  ed  allora  questo  valore  comune  delle 
due  derivate  non  è  altro  che  la  derivata  propriamente  detta  o 
la  derivata  ordinaria  della  f(x),  come  è  stata  definita  al  n.  44  ; 
oppure  potranno  le  derivate  a  destra  e  a  sinistra  essere  di- 
verse tra  loro;  oppure  o  Tuna  o  l'altra  o  tutte  e  due  potranno 
non  esistere.  E  in  relazione  a  quanto  abbiamo  detto  in  fine 
del  n.  44.  nel  solo  primo  caso  diremo  che  la  funzione  ammette 
derivata  (ordinaria),  e  negli  altri  casi  che  non  ammette  derivata. 

È  chiaro  poi  che  negli  estremi  di  un  intervallo  in  cui  è 
data  una  funzione  f{x)  non  si  potrà  parlare  altro  che  di  de- 
rivata a  destra  (nell'estremo  inferiore)  e  di  derivata  a  sinistra 
(nell'estremo  superiore). 

46.  Pei  valori  della  variabile,  pei  quali  una  funzione  f{x) 
ammette  derivata  finita,  la  funzione  è  continua,  cioè  la  conti- 
nuità della  funzione  è  condizione  necessaria  affinchè  essa 
ammetta  derivata  finita.  Infatti,  essendo  per  ipotesi 

avremo 

f{x  -f  Ao?)  —  f{T)  =  f{x) .  ^x  -f  e^x, 

dove  s  è  infinitesimo  assieme  a  àx,  e  quindi  l'aumento  della 
funzione,  /"(aj-hAa-)  — /"(a?),  diviene  infinitesimo  (dello  stes- 
so ordine  se  f{x)  è  diversa  da  zero)  assieme  a  A^,  ossia 
lira  f(x-h^x)^=f(x),  cioè  la  funzione  è  continua  per  quel  va- 
lore  X  della  variabile.  Segue  da  ciò  che  se  una  funzione  am- 
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mette  derivata  finita  in  tutti  i  punti  d' un   intervallo,  la  fun- 
zione è  continua  in  quell'intervallo. 

La  proposizione  reciproca  non  è  vera  ;  cioè,  pei  valori  della 
variabile  pei  quali  la  funzione  è  continua  può  non  esistere  la 
derivata,  ossia  la  continuità  della  funzione  in  un  punto  non 
è  condizione  sufficiente  per  la  esistenza  della  derivata.  Ri- 
guardo a  questa  proposizione  non  poteva  sorgere  alcun  dubbio, 
perchè  si  hanno  molti  esempi  di  funzioni  che  ne  provano  la 
verità.  Si  riteneva  però,  fino  a  circa  una  ventina  d'anni  fa, 
che  una  funzione  continua  in  un  intervallo  ammettesse  gene- 
ralmente derivata  finita,  escluso  cioè  un  nùmero  limitato  di 
punti  dell'intervallo  stesso. 

Ma  si  riscontrò  essere  ciò  inesatto;  perchè  si  vennero  a  co- 
noscere (specialmente  per  opera  dei  prof.  Weierstrass  di  Ber- 
lino e  Dini  di  Pisa)  delle  funzioni  continue  in  un  intervallo  e 
che  non  hanno  derivata  in  un  gruppo  infinito  di  punti  ed 
anche  in  tutti  i  punti  dell'intervallo  stesso. 

47*  Dalla  definizione  di  derivata  risulta  immediatamente 
che: 

Se  y=:Cf[x\  essendo  C  costante,  avremo  y  zn C/"(a?),  cioè 
la  derivata  del  prodotto  di  una  costante  per  una  funzione  è 
uguale  alla  costante  per  la  derivata  della  funzione,  perchè 

y=  lim  ^  =  lim  C/-(^-*-^^^)-C/-(^)  ^  e  lim  A^  +  ^^^HA^) 

Se  y:zzf(x)=iX  avremo  2/'=:l,  cioè  la  derivata  della  va- 
riabile indipendente  x  è  uguale  all'  unità,  perchè 

y  rr  lim  -r-^  rz=  Iim =  1 . 

Se  yrzC(C  costante)  è  y:z^Q,  cioè  la  derivata  d'una  co- 
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stante  è  zero,  perchè 

.      ,.      Ay  C— C* 

y  zzz  lim  -7^  =lim  — 7 — zz:  0. 

48.  Sia  i/=f(x)  funzione  che  ammette  derivata  pel  valore 
X  della  variabile.  Dalla  formola 

hm  -r^  =  hm  ^ r^ — ^-^— ^  =  f  (x) 


ricaviamo 


/•(a?)-f  e,  Ay=r/'(x)Ax  +  £Aa:, 


doF6  £  è  funzione  di  Arr,  infinitesima  insieme  a  Ax-  La  prima 
parte  /'(x)Aa?  del  secondo  membro  nella  espressione  dell' au- 
mento Ay  chiamasi  il  differenziale  di  y  0  di  f{x)  e  si  indica 
colla  caratteristica  d  preposta  all'y  0  alla  f{x),  cioè  si  scrive 

dy  =  df{x)=f'{a)^x. 

In  particolare  se  /'(x)=ac,  avremo 

df{x)=:dXz=:f{x)àX=l.àx,  dx=:àx 

ossia  il  differenziale  della  variabile  indipendente  non  6  altro 
clie  l'incremento  arbitrario  attribuito  alla  variabile  stessa.  In 
conseguenza  avremo  dy=:f{x)dx,diOQ  il  differenziale  di  una 
fanzione  è  il  prodotto  della  sua  derivata  pel  differenziale  della 
variabile  indipendente;  per  questa  ragione  la  derivata  chiamasi 
anche  coefficiente  diffeì^enziale.  Ed  avremo  ancora 

cioè  la  derivata  é  il  rapporto  dei  differenziali  della  funzione 
e  della  variabile  indipendente,  e  perciò  la  derivata  chiamasi 
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anche  quoziente  differenziale,  e  la  notazione  ~-  si  presenta 

così,  non  solo  sotto  T  aspetto  di  un  simbolo  che  ci  indica  la 
derivata  di  y  rapporto  ad  x  ma  anche  come  un  vero  e  pro- 
prio quoziente  di  differenziali. 

Dalla  formola  dy=zf{x)  dx  apparisce  manifesto  come  ap- 
pena nota  la  derivata  sia  pure  conosciuto  il  differenziale  ed 
inversamente. 

L'operazione  colla  qnale  si  determina  la  derivata  o  il  dif- 
ferenziale d'una  funzione  dicesi  derivazione  o  differenziazione 
e  spesso  suol  dirsi  «derivare  o  differenziare»  una  funzione  in 
luogo  di  €  determinare  la  derivata  o  il  differenziale  della  fun- 
zione stessa». 

Si  scorge  dalle  formole  dyz=zf{x)  Ajp, 

ùiyz:zf{x)  Ax-hsAx 
ossia 

Ay=«dt/4-eAac 

che  se  Ax  supponesi  infinitesimo  di  primo  ordine,  dy  è  pure 
infinitesimo  di  primo  ordine,  supposto  f{x)  diversa  da  zero  al- 
trimenti il  dy  sarebbe  nullo  per  qualunque  valore  del  Ax; 
eàx  è  infinitesimo  di  ordine  superiore  al  primo,  e  Ay  infini- 
tesimo di  primo  ordine  che  differisce  da  dy  per  1* infinitesimo 
eAx  di  ordine  superiore  al  primo. 

Si  ha  una  rappresentazione  geometrica  assai  semplice  del- 
l'aumento Ay,  del  differenziale  dy  e  di  sAx,  come  risulta  dalla 
fig.  2,  nella  quale  la  curva  MM'  ha  per  equazione  y=/'(a?), 
M,  M'  sono  due  punti  di  essa  le  cui  coordinate  sono  rispetti- 
vamente (x,  y)  ,  (i2?4-Ax  ,  y-fAy). 

Abbiamo  allora 

M'R  =  Ay  ,  TR  =  MRAgo^  =  àx.rM  =  dy 
e  quindi 

ày—dy  =  eàx  =  M'T. 
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Derivate  dello  funzioni  semplioi* 

49.  Calcoliamo  ora  le  derivate  delle  funzioni  semplici. 
Derivata  di  x^  [m  intero  positivo).  Avremo 

bkX     ~~  HiiX 


_ 


,^,  .  m{m —  1)    «  ,  A     .       .    *    «  I 
=  X  m^^-^  — =—5 — -'  x"^"*  Ajc-f . .  -f  Ax"*-* 


dove  abbiamo  per  semplicità  scritto  Ax''  in  luogo  di  (Ixf.  Pas- 
sando al  limite  per  Aa?  convergente  a  zero,  per  valori  positivi 
e  negativi,  abbiamo  la  derivata  di  x*** 

e  quindi  il  differenziale 

d{x'^)  =  mx*"""^  dx, 

50.  Derivata  di  seno?  e  cosx.  Abbiamo 

Asenx  =  sen(iP-f  Ax)-senx=2sen—  cos  I  x-f  -p- I 

Air        /       Ax\ 
Acosx  =  cos(ìfH-Ax) — cos^  =  —  2sen  -Q-sen  Ix-^r  -^\ 
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dalle  quali 

.        ^      sen-r:-        .        ,    ^     .  sen 


2         (   _^A4?\   Acosx  2         /     .  Ax\ 


Ax  Ax  \         2  /'    àx  Ax  \         2  / 

2  2 

Passando  al  limite  per  Ax  convergente  comunque  a  zero, 

Ax 

seny 

e  osservando  che  lim  — r =  1,  e  che 

Ax  ' 


lim  C08  (^-f  v^)  =  cosa?,     lim  senf  x-h  ^)  = 


sen  x 


perchè,  come  vedemmo,  le  funzioni  cos  a?,  sen  x  sono  continue, 
avremo 

d  sen  X  d  cos  x 

e  quindi  ancora 

rf  sen  iP  z=  cos  x  (/x  ,  d  cos  x  n:  —  sen  x  dx, 

51.  Derivata  di  igx  e  cot  a?  (per  tutti  i  valori  finiti  di  x, 
eccetto  i  valori  di  x  uguali  a  multipli  dispari,  positivi  o  ne- 
gativi, di  —  per  tg  X,  e  a  multipli,  positivi  e   negativi,  di  n 

per  cotiP). 
Abbiamo 

Atgx_tg(^^.Aa?)-tgx      tgAx 

-A^- 5^ =  -^J-[l  +  tg^tg(2r  +  Aa?)] 

Acotx      cot(x  +  AiP)-cotir         tgAii?^,         ^        ^^        ^    ^, 
"IT"^       AS =--Vt^  -f  cotxcot(^+A^)]. 


Si 

Passando  al  limite  per  àx  convergente  camunque  a  zero, 

ed  osservando  che  lim  -^ —  =^  1,  e 

àx 

lini  tg(jr-4_ix)^tgx,      lim  cot(x4- Aie)^cot^ 

perchè  ìqx,  e  cotx  sono   fu  ustioni   contili  ne    dì  x,  pei  valori 
di  ^' che  cansideriamo,  otteniamo! 

rfx  ^  *="         cos'  X  '      dx  ^         sea^  ^ 

e  quindi  ancora  ; 

dx 
digx^{ì-hìg^x)dx  =  — 1~   ,  rfcotj-^:  — (l  +  cot*x) 

CO^    X 

dx 


52-  Derivata  di  are  sen  x  e  are  cos  w  (pei  valori  di  x  del- 

rinttirvaUo  ( — It^*!),  gli  estremi  esclusi). 

Sia  i/^^dLTCsenx  e  quindi  x^seny;  avremo 


àx        àx        seu  (y  -f-  A^v)  —  sen  //* 

Passando   al   limite   quando  àx  converge  a  xero,  ed  osser* 

valido  che  ày  converge  pure   a  zero   perchè  are  sen  x  è  fun- 

_.  T_     ,.      sen{v  +  -iy) — seny) 

zioJic  continua  di  x,  e  che  lira  — -^ r'~^ ^^:cos//  e 

ài/ 

eos  ^  è  diverso  da  zero  quando  x  è  diverso  da  — 1  o  4-1, 

avremo! 

rfy_     1     _  1  _        i 

dx       co^t/  ~^  it[/l~sen^^      ±1^1  ^x^' 
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Dobbiamo   prendere   il   segno  4-  nel  radicale,  perchè  cosy 

è  positivo,  es;sendo  y  un  arco  compreso  tra ^  e  -f  — -,  e 

avremo  perciò: 

d  are  son  x  ì  ,  dx 

-i =     ..       =r  ,      a  are  sen  x  nz    ,— = 

dx  \/l—x^  ^  ]/i—c(^ 

Per   calcolare   la  derivata  di  are  cos  a?,  rammentiamo  che 

are  cos  a)=Z'-T are  sena;,  cosi  che 

4»  • 


-ZI are  sen  (x  4-  Ax) :r-  -h  are  sen  x 

A  are  cos  a; 2  ^  '       z 

àx  A.r 

are  sen  (x  4.  Aa?)  —  are  sen  x 

Ax 

ed  al  limite,  per  Aa5  =  0,  osservando  che 

, .     are  sen  (x  -4-  Aa;)  —  are  sen  x       d  are  sen  x  1 

lim ^ -^ = =  ■ 

\x=o  àx  dx  (/l  — a;* 

avremo 

d  are  cos  a;  1  ,  dx 

,  d  are  cos  x  = 


dx  |/l  —  a;'  '  |/r=^ 

53.   Derivata  di  arctga?  e  are  cot  a;.   Se  ynzarctgo?  e 
quindi  a:  =  tgy  avremo 

Ay_    1  1 


Aa;        àx^       tg(y-f-Ay)  — tgy 
Ay  Ay 
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ed  al  limite  per  ^x  convergente  a  zero,  e  quindi  anche  per 
^y  convergente  a  zero,  perchè  are  tg  x  è   funzione  continua 

di       Xy 

dy  _        1       ^      1^ 
dx      l+tg*y       Ì  +  «« 

ossia,  per  qualunque  valore  finito  di  x^ 

d^Tcigx  1  .       ^  dx 

— ^         =  rr—t  >      darctga?=---T— =. 

Ricordando  poi  che  are  cota?=-^ arctgo?,  avremo 

A  X         -71 arctg(o:  +  Aa;)— -5-  +  arctgx 

Aarccot  JJ  _  2 _2_ 2 ^ 

t^x  ^x 

are  tg  (x  -f»  Ajp)  —  are  tg  a? 


Ao? 


I 


e  quindi  al  limite  per  Aa:  =  0, 

darccota?  1  ^  i  dx 

,    aarccotir  =  - 


54.  Derivata  della  esponenziale  a"^.  Per  la  f uzione  a  ^{a  >  0), 
avremo 

Aa?  Aa;  Ao? 

per  cui 

(1)  -y— Z3a*lim  -— . 

dx  A«=o      ^^ 


B4 

Per  calcolare  questo  limite  poniamo  a^^  —  1  =r  —  ossia 

(2)  aA«rz:l  +  — 

ed  osserviamo  che,  siccome  a^^ — 1  ba  per  limite  zero  quando 
Ax  converge  a  zero,  m  dovrà  allora  crescere  indefinitamente. 
Prendendo  i  logaritmi,  in  una  base  qualunque  positiva  h,  dei 
due  membri  della  (2)  si  ha 


Aa7log6a  =  log,^l  +  — ^ 


log^a 
e  quindi 

gti^—  1  _  1  logftg  _         log^a 


Aa?  in 


iog*(i+i)  iog»(i+^y 


ed  al  limite 


lim  — r =z  lim ^* 


A.'<?=o 


e  poiché 


avremo 


-=-|og.(,  +  i)- 


(1   X*** 
1  -f  —  I    =  e, 
w  / 


aA*—  1       logfr  a  ., 
^07=0     Aa;  loge,e    ' 


0  Quantunque  possa  sembrare  superfluo,  ecco  come  si  può  ve- 
dere che  se  lim  y  =  ^  (y,  l  positivi),  per  a?  convergente  ad  a  o  per 


85 


e  la  (1)  diviene 

da^         ^  loffia  ,  ^      loffia     ^, 

dx              logft  e  lopft  (? 

Se  si  prende  b  =  a  queste  formulo  diventano 

rte             lop^f?  log„(? 
Se  si  prende  ft  =  ^,  si  ha 

-- —  =  alloga  ,  rA^*  =  loga  a*^  rf.r. 


a;  crescente  indefinitamente,  sarà  anche  lira  log  j/  =  iog/.  Noi  abbiamo 
y=Z4-8i  'Jove  «i  converge  a  zero  quando  y  converge  ad  i,  ovvero 
ponendo  ei=a/,  sarà  pure  a  infinitesimo  ed  avremo  y  =  ^(l  +  e),  da  cui 

logy  — log?=log(l+e). 

Ora  se  la  base  b  dei  logaritmi  è  >  1  ed  è  a  >  0,  dato  a,  si  de- 
termini un  intorno  del  punto  a  tale  che,  o  un  numero  x  tale  che 
per  Ixi>a7',  sia  «<6<y—  1  ossia  1  +  e<6<';  sarà  allora  log(l-f  e)<o. 
Se  e<0  si   prenda  l'intorno  di  a  o  il  numero  x    in   guisa  che 

lsi<l—  -r^  da  cui  -rj*<  1— lei,  —  a <  log (1  —  lei)  ossia 
llog(l4-e)l<o. 

Se  poi  è  6  <  1,  ed  e  >  0  si  renda  a  <  -7—  —  l  da  cui  1  -f-  «  <  -7—, 

log((l  +  8)>  — a,  llog(l-4-e)l<a,  e  se  ò  8<0si  ronda  lel<l— 6<^  da 
cui  6a<;i  — 1«|^  log(l  —  lei)  <ff,  ossia  log(l-|-s)<ff.  In  qualunque 
caso  adunque  prendendo  T  intorno  del  punto  a,  o  il  numero  x\  in 
guisa  che  lei  risulti  minore  del  più  piccolo  dei  due  numeri  11  —  6^1, 


,     1     .      . 

llog(l+e)I<a, 

ossia 

'iog?y-iogn<a, 

cioè 

lim  loffy  =  log^ 

1^ 


g6 

Nel  caso  particolare  di  a  =  ^,  le  tre  espressioni  precedenti 
della  derivata  e  del  differenziale  della  esponenziale  a^,  ci  danno 

ax 

che  esprimono  inoltre  una  notevole  proprietà  della  funzione 
esponenziale  (propriamente  detta)  e*. 

55.  Derivata  di  log^a?  (per  tutti  i  valori  di  oc  dell'inter- 
vallo (0,  oo),  esclusi  gli  estremi). 

Noi  abbiamo: 


rflogj^_j.^    log(ar-f  Arr)— log3r_^.^    1     j^^  +  ^^ 


dx 


A«=o 


^x 


=  t""^^'^K^-'v)=*^'^"^^^«0-^-^) 


A« 


Ponendo  — ■==: — ,  si  ottiene 
X        m 


KX=:o\  X  /  »n=oo    \  m/ 


A«=o 


ed  in  conseguenza 


rfloffftfl?      logft  ^       ,1  1         dx 

~Ìr  =  -^^    dlog,xz=z\og,e  — 


X 


X 


Se  b  =  ey  cioè  se  i  logaritmi  sono  Neperiani, 

d  log  a:        1  _ ,  dx 
^— —  —    ,    rflog.'r  =  — ^. 

X  X 


dx 
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DeriTazIone  delle  fansionl  di  fanzlone»  della  somma, 
del  prodotto  di  più  fansionl,  del  quoziente  di  due 
fanzioni. 

56.  Per  le  funzioni  ^emplici  che  abbiamo  precedentemente 
studiate,  è  stato  facile  trovarne  le  relative  derivate,  calcolando 

il  limite  del  rapporto  ^   per   Sx   convergente   comunque   a 

zero,  ma  si  intende  però  quanto  sarà  utile  possedere  delle  re- 
gole, per  mezzo  delle  quali  sia  possibile,  per  qualunque  fun- 
zione y,  determinare  la  derivata  mediante  la  sola  conoscenza 
delle  derivate  di  alcune  funzioni,  senza  essere  obbligati  a  cal- 
colare, per  ogni  funzione  y  della  quale   vuole  aversi  la   dori- 

vata,  il  limite  del  rapporto  7^.  A  tale  scopo  passiamo   ora  a 

dare  alcune  regole  di  derivazione, 

57.  Derivata  delle  funzioni  di  funzione. 
Sia 

(1)  z  =  z{x) 

una  funzione  ')  finita  di  x  in  un  intervallo  (a,  b)  e  che  am- 
mette derivata  finita  z\x);  a  ciascun  valore  di  z  corrisponda 
per  y  un  valore  unico  finito,  in  guisa  che 

(2)  y  =  yW 

sia  funzione  finita  di  ^  e  che  inoltre  ammetta  derivata  finita 
l/'{z).  Allora  sarà  y  funzione  finita  di  x 

y  =  y[z(x)] 

nell'intervallo  (a,  b). 

La  y,  poiché  è  funzione  di  x  per  mezzo  della  funzione  z, 
chiamasi  funzione  di  funzione. 


')  Ricordiamo  che  la  funzione  si  intende  sia  uni  valente  (Vedi  n.  23). 


^^«''^■Piip^ 


l^'K'W 


Vogliamo  provare  che  esiste  la  -r^,   e    determinarla    per 
mezzo  della  -r^  ,  -r-'che  ci  vengono  date   dalle  (2),  (1)  con- 

CI  Z       CtJC 

siderantlo  in  esse  rispettivamente  la  z,  e  ì^  a^  come  variabili 
indipendenti. 

Attrikiendo  ad  x  l'aumento  A.r,  z  assumerà  l'aumento  ^z 
e  corrispondentemente  ;/  l'aumento  Ay  ed  avremo 

Ay  =  y'  (z)  Ajj  +  e  A^ 

Ay_   ,.     A^        A;sr 
AiT^-^^^^Ao?        A^ 


dove  e  converge  a  zero  con  Ax.  Passando  al  limite  per  Ao?  con- 
vergente a  zero,  avremo  appunto 

(3)  ^  =  y{z)z{x) 

ovvero 

dy^^dy^dz^ 
^^^  dx~  dz  dx' 

nelle  quali   formolo  è  espressa  la  regola  di   derivazione   delle 
funzioni  di  funzione. 

Pel  dififerenziale  dy  ricaviamo 

dy=y{z)  z{x)dx 
ovvero,  poiché  dz-=:iz\w)dx, 

dy  =  y(z)dz. 
Se  z  fosse  variabile  indipendente  si  avrebbe  pure 
dy=y\z)dz, 


e  vediamo  così  che  il  differonziale  fh/  della  fu n;^ ione  y{z)  è  Io 
stesso,  .sìa  z  yarialiile  iudfpendente  o  sf^ia  ^  futiziotie  di  ini  a  lini 
variabile. 
Sia  ora 

p~v{y)  ,  !f=y{z)  ,  «  =  *(x) 

dove  le  t%  y^  z  sono  funzioni  finitn  delle  rispottive  varialjili 
^  che  ammettono  derivate  fluite  v{y\  y'(z),  z{a?).  La  v  risulfa 
allora  funzione  lì n ita  di  x,  che,  ammette  derivata,  data  dalla 


(i) 


dv        ,,  ,    ...    ,.  .      dv   dfi   dz 
-  =  r(«)j,(.)„-(.)=-^^-. 


Infatti  abbiamo 

(5)  t3  =  t>(^)  ,  y~y{z{x)}=fijt), 

e  la  //  ammette  la  «!*^rivata  rispetto  ad  x 

dy  __  dy  dz  • 

da?       dz   dr 

Quindi   applicando   la   formola   (3)  alle   funzioni   p),  ahhiamo 
appunto 

dv  __  dv  dy  _^  dv   d*/  dz 
dx       dy  dx       dy   dz   dx  ' 

e  pel  differenzialo  si  ottiene 

-        dv  dv  dz    ,        dv  dt/    ,        dr    , 
dv^='-r-'  -^  -r-dx^rz-T^  -^  dz^-z-  df/. 

ly  dz  dv     ' 


dy 


dy  dz  dx 

In  generale  se 
r=t?(Uj)  ,  «,  =  w,(t*,) ,  w,  =  w^(ifa)...  *^^_,— w^^_i(?e,J  ,  u,,,^^ujm) 
e  le   Tj   Ui,   w^i.Mpa   '^f>no    funzioni    finite   e   che    ammettono 


so 

derivata  Anita  rapporto  al  rispettivo  argomento,  considerato 
come  variabile  indipendente,  si  vedrebbe  in  modo  analogo,  che 
la  i;  è  funzione  finita  di  x  che  ammette  derivata  finita  data 
dalla  formola 

^  dx       du^  du2  du^ dua^     dz  ' 

ed  il  differenziale 

a«?=z:-j—  -z — .,..—7 -; — ax 

dui  duz         dum      dx 


dv   dux       du^^i 
dui  dUi  '  '  *    du^ 


du^ 


dv   dui    ,  dv    . 

dui  dut  du^ 

cosi  che  il  differenziale  è  lo  stesso  come  se  la  u^  fosse  varia- 
bile indipendente.  Le  formolo  (3),  (4),  (6)  vengono  frequente- 
mente ed  utilmente  applicate. 


Esempi 

1^  Sia  y  =  log^,  zzzzax  (a  costante). 
Abbiamo 

dy 1       dz 

dz        z    '  dx 

e  quindi  applicando  la  formola  (3) 

dy^_  a^ 1 

dx       z         X 

2)  Sia  v^=^é^  ,  y  =  sen;jr  ,  ;3:  =  a?* 


di 


Abbiamo 


dv       „      dy  dz       ^  , 

dy  dz  dx 


per  cui  applicando  la  forinola  (4) 

fin 

5^  =é^ .  cosz .  3a?«=3x*cos(j?^)  ^»"  * 
da:  ^    ' 

=3^«cos(x^)e**^"<'^'* 

3)  Si  voglia  la  derivata  della  funzione 
y  =  log  (log  X)  =  log  log  X. 

Riduciamo  y  ad  essere  funzione  di  funzione  col  porre 
zi=:\ogx  e  quindi  y  =  log;2:;  possiamo  così  applicare  la  formola 
(3)  ed  osservando  che 

dz J_      dy J_ 

dx       a;    *  dz        z 

abbiamo 


dy 
dx 

1 

X 

1 

-—  ossia 

d  lofT  log 
dx 

^, 

""    X 

1 

Ioga; 

4)  Si  voglia  la  derivata  della  funzione 

V  =  log  log  log  X. 
Poniamo 

x:  =  loga:  ,  y=:log;j 
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ed  allora 


t?  =  logy. 


dz Jl_     ^  ^_  J^      dv 1 

dx        X    '  dz  ~^  z    '  dy        y 


per  cui  applicando  la  (4) 


dv        ì      ì      l 

-j—  =  — ,  ossia 

dx        X     z      f/ 

d  log  log  log  X 1       1         1 


dx  X    \q%x  log  log  j* 

5)  Derivata  di  x"*  per  a?>0  e  m  qualunque 
Poniamo 

y  =  i2?*~i=(e'°8 '')'»  =  e»'» »*^8^  ,  z=mlogx 

e  quindi 

.V  =  ^^. 
Applicando  la  (3)  abbiamo 

df/  z'  ^  ^ 

dx        '   '  X        ^  .r 

ossia 

dx 
Cosi  in  particolare  avremo 

y-  -1  -L  -1 

dyx  _dx  ^  _  \       «     _    1 


X 


dx  dx        '2  j^i/a: 


te 


rf(— t/i)_       1 


dx 

2|/a; 

dx 

5                                 2 

rfx  T         5         a          5    3^__ 

^; 

_rfx-'»_              __,_              1 

(te 

-   dx             ""                 mx"*' 

_           1                dx^^_.y~Ur-. 

dx  cr    '      dx 

6)  Applicando  la  formola  (3)  otteniamo  le  formolo  seguenti 
che  vengono  continuamente  in  uso: 

Sia  yzrrsen [/*(«?)];  posto  z:=:f\x),  y^=.^enz  abbiamo  appli- 
cando la  (3) 

^  =  cos^./'(^)  =  cos[/-(^)]  r(x). 
In  modo  analogo  si  ottiene  : 

y  =  cos[/-(a;)]   .  g  =  _  sen [/"(a;)]  f  (u^); 

5<-cot[r(.)]   ,   ^=^-^-^A-); 
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y^arctgAx).g=.pq^^ 

Cosi  ad  es:  se  f/^ze^"^  si  ha  subito  ^  =  cos  xe**"'',  se 

X  /        X    '  u    dy        —seno? 

vi=:te{cosa?)  SI  ha  t" ^^ — 57 r* 

y      "ftV^       /  ^^        cos*(cosx) 

58.  Derivata  di  x**  per  /wWe  1  i^atori  reali  di  x  e  di  m 
pei  quali  x**,  x*^'  hanno  valore  reale  determinato  finito. 
Col  risultato  dell' esempio  5)  del  numero  precedente  calco- 
liamo questa  derivata.  Supposto  esista  un  intorno  del  punto  x 
per  tutti  i  punti  del  quale  af*  abbia  valore  determinato  finito 
e  preso  Ax  in  modo  che  x-f  Aa?  appartenga  a  questo  intorno, 
calcoliamo  il  limite 

A«=o  Aa?  A«=0  Ax 


O-^T-' 


r=ir"*"'  lira 

X 


Poniamo  — i=A,  avremo 


limV^"r/   ~^_,:^(l-fAr 


a; 


■ii!.V 
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dove  àx  e  quindi  h,  può  supporsi  già  cosi  piccolo  in  valore 
assoluto,  che  1-fA  sia  positivo. 


(l  +  A)** 1 

Ma  lira 1 zz:  w,  perchè  questo  limite  è  la  derivata 


di  x***  per  a:=:l,  che  è  uguale  ad  m;  quindi  avremo 


Iim  -i r- =■  nix'' 


A«=o 


Ax 


e  perciò,  in  qualunque  caso, 
dx 


dx 


E  se  avessimo  yz:z[/'(x)]'*,  sarebbe,  analogamente  a  quanto 
succede  per  le  funzioni  contemplate  nell'esempio  6)  del  nu- 
mero precedente 

^  =  m[/-(a;)]-'/"(ac). 


59.  Derivata  della  somma  algebrica  di  un  numero  limi- 
tato di  funzioni,  aventi  derivata  finita,  —  La  derivata  della 
somma  è  uguale  alla  somma  delle  derivate. 

Infatti  se 

F(a?) = =t  (f,{x)  ±  (f,{x)  ±...±  (f^(x) 
avremo 

àX  àx  Ax  "  àOD       ^ 
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e  facendo  convergere  Ax  a  zero,  abbiamo  al  limite. 

dx  dx  dx        '  *        dx 

che  dimostra  il  teorema;  il  quale  potrebbe  non  sussistere  più 
se  il  numero  delle  funzioni  che  compongono  la  somma  fosse 
infinito,  perchè  per  dimostrarlo  abbiamo  fatto  uso  dell'altro, 
che  il  limite  della  somma  di  un  numero  finito  di  quantità  è 
uguale  alla  somma  dei  limiti,  che,  come  sappiamo,  può  non 
essere  più  vero,  quando  il  numero  delle  quantità  è  illimitato. 
In  virtù  di  questo  teorema  siamo  ora  in  grado  di  calcolare 
la  derivata  di  qualunque  funzione  uguale  ad  una  somma  i  cui 
termini  siano  funzioni  semplici,  o  funzioni  le  cui  derivate  si 
sappiano  trovare  colla  regola  delle  funzioni  di  funzione. 

Ad  es.  se 

2/=zsenaj-f  (/àp  —  Sarctga; 


si  ha 


se 


si  ha 


dy  .1  3 

-/-  =  cos  j:  -f  — 7=  —  1—; — 2  ; 
dx  2\/x      1  -f  a;* 


y  =  e*®°  "^^  -f  are  tg  [/ax — log  cos*  x 


t/  =  cosa7e*«"^-f  — ^= +  2tff;i:. 

2|/^(l4-ax)  ^ 

60.  Derivata  del  prodotto  di  più  funzioni.  —  La  derivata 
del  prodotto  di  due  funzioni,  aventi  derivata  finita,  è  uguale 
alla  somma  dei  prodotti  di  ciascuna  funzione  per  la  deri- 
vata  dell^altra,  cioè 


m 

Infatti,  posto  pTzz'^x}  'p(x),  «  =  f(a?)^  i?:=/^(j?)  aTremo 
=  vàu  +  « At?  4-  A w  At?, 


Ay  At* 

Aa;  Ax 


At?       .     At^f 
u  -r —  4-  Aw  -—  ; 
Arr  Ai 


al  limite^  per  Ax^O,  osservando  che  Ai«  convergo  a  zero,  per- 
chè la  u^  che  ammette  derivata^  è  fanzione  continua,  si  ha 
appunto 

Pel  differenziale  abbiamo 

d9^vdu-\-udv  ,  d{uv)^vdu-^udt\ 

In  generale;  La  derivata  del  prodotto  di  più  funzio7ii 
(in  numero  finito)  è  uguale  alla  somma  dei  prodotti  delta 
derivata  di  ciascuna  funzione  per  tutte  le  altre  cioè  se 

y  =  UtUtUt*..u^, 
le  fi  essendo  funzioni  di  m, 


(1)      ~=^7r^il^3*-^»  +  «*i-^^3'-'**^»H-«i^^»-r^-^^«- 


dy  __  du, 
dx        dx 


d%h 


+  .*,  +  ttjUB...«„ 


dx 


Dimostriamo   il   teorema  per  y=:%i^%^u^.    In   seguito    alla 
regola  di  derivazione  del  prodotto  di  due  funzioni  avremo: 

dy  rf(Wt"a)  .  /        V  ^^^1*1 


(fì?%  flu^\  dui 

^  dx      ^  dx/       ^    '  dx 

dui  du«  dut 


08 

Io  modo  corapletamente  analogo  si  vedrebbe  come»  ain  messo 
il  teorema  pel  caso  del  prodotto  di  n  —  1  funzioni,  sia  anche 
vero  pel  prodotto  di  n  funzioni,  così  che  possiamo  ritenere  il 
teorema  dimostrato  in  generale. 

Dalla  (1)  ricaviamo  il  differenziale 

Moltiplicando  ì  due  membri  per  y-^zUiU^^^.u,^  si  ottiene 

dy         du^       du^  du^ 

=  --— H !---  + 


y         «1        %  «« 

Chiamando  differenziale  logaritmico  d'una  funzione  il  dif* 
fer enfiale  della  funzione  diviso  per  la  funzione  stessa,  questa 
formola  ci  dice  che;  Il  differenziale  logarit?nico  del  prodotto 
di  più  funzioni  è  uguale  alla  somma  dei  differenziali 
logariimici  delle  funzioni  slesse- 

61.  Derivala  del  quoziente  di  due  funzioni.  —  La  derivata 
del  quoziente  di  due  ffinzioni,  che  ammettono  derivata  fi-^ 
nita^  è  una  frazione  che  ha  per  denominatore  il  quadrato 
del  denoTìiinatore  della  frazione  data  e  per  numeratore  il 
prodotto  del  denoTninatore  per  la  derivata  del  nu7neratore 
diminuito  del  prodotto  del  numeratore  per  la  derivata  dei 
denominatore  della  frazione  data^  cioè  se 

y:=—  essendo  w^uim)  ,  v:=vix) 

V 

avremo 

dy mù' — uv* 

da>  V* 

Qui  supponiamo  che  la  funzione  denominatore  sìa  diversa 
da  zero  per  tutti  i  punti  d'un  intorno  del  punto  x,  pel  quale 
Togliamo  calcolare  la  derivata.  Preso  allora  Ax  in  guisa  che  i 
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punti  x  +  ^  apparteagaao  a  tale  iotarna  avremo: 

,         «  +  At*       u        vàu~uàv 


V -^  àv       V  viv-\-àv) 


^y àx  àx 

ed  al  lìmite»  per  Ax=:Oy  si  ha  appunto 

du         dv 
ff^  dj dx  __  vii  —  uv 

Il  differenziale  è 


^y=<T)=^ 


-^  ìidì) 


Applicailone  delle  regole  precedenti  a  diversi  esempi, 

62*  Per  rendere  evidente  l'utilità  (lolle   regole   precedenti 
gioverà  applicarle  a  qualche  caso  particolare* 

Avremo  (nn.  58,  59) 

^  =4(a  4-  Jx  +  c^*4-  dxy  (b  -f  2cx  -f  3dx') 

2)  y=\/nx) 
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Avremo  (n.  58) 

dy  _  1 


A"» 


è-^raF  m 


n^) 


w|7[/'(a;)]'»-> 


In  particolare  se  y=l/a+&a?+ca/*,  è 
dtf b  +  2cx 


3) 


y  =r  log  (-g- +  «^ + 1/« + ** + «*) 


Avremo  (n.  57  esempio  6)) 

dy   _  1 A  &  +  2a;       \ 


4) 


Avremo  (n.  58) 


+y^-hx* 


~    2l/a*+x» 
5)  y=e*(a!»— 3x*+6x  — 6) 
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Avremo  (d.  GO) 


dx 


=  ^{x^_3^=-i.6^-6)+e^(3^*— 6:r  +  0j  =  x'e^. 


«) 


y=: 


a-\-bx 


G-^dx' 
Avremo  (ii.  61) 

dy  ^  {e  +  dx)b  —  {a  +  ÒT)d oc  —  ad 


dgs 


7) 


(e  +  dxf 


(c-hdxf 


y- 


c^^er^ 


Abbiamo 


8) 


du  _   (e^ + g^^J  {^  +  e""^) — (e^  —  r^)  (e^  —  e"^) 
_  4 

^=tt*'  essendo  M=^n{^},  v=:i'?{x). 


Prendiamo  il  logaritmo  dei  duo  membri   della   precedente 
eguaglianza  : 


logy  =  t;  logWp 


Derivando,  avremo 


da  cui 


1    dy       dv  j  1    du 

j^  ^  j-  log  M  +  1^ y- 

p   dx      ax    "^  14    ax 


dy  __     /dt^ 


(Ix 


^  {di  ^'^""^  IT  al) 

„  /dv  ,  .    V    du  \ 

=  wM  -^  log  M  H j-  l 

\dw    ^         u    dm/ 


''  ■  ■  '  '"  '14  iix*u<'^'" 
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In  particolare  se  t«=i?  =  fl?, 


se 


9)  y  =  log  [  cos  I  sen  (cos  a?)  |  ] 

pei  valori  di  x  pei  quali  la  quantità  sotto  il  segno  logaritmo 
è  diversa  da  zero  e  positiva. 

Poniamo 

;2;  =  sen(cosii;) 

e  quindi 

y  =  Iogcosz; 

avremo 

dz  i        \  dy  senz 

3—=  —  cos  (cos  ^)  sen  a?,  3^=: =  — tg;?. 

dx  ^        '  dz  cosz  ^ 

Applicando  la  regola  di  derivazione  delle  funzioni  di  funzione 

dy 

-—-  =tg;2:sena?  cos(cosa?)r=:senx  cos(cosa?)  tg  [sen  (cos  a?)]. 

Q/X 


10  ^_(i-6a?)l/l  +  5S 

x|/a? 


^^ 


ìm 

potremmo  applicare  le  regole  di  derivazione  dei  prodotti  e 
quozienti  per  ottenere  la  derivata^  ma  arriviamo  più  presto  al 
risultato  ridotto  al  suo  aspetto  più  semplice  ponendo  ^  sotto 
la  fornLa: 

e  poi  prendendo  i  diflFerenziali  logaritmici.  Ciò  facendo  ed  os- 
servando che  il  differenziale  logaritmico  di  [/"Or)!*^  è 


SI  ottiene 


Q^UI^ 


dii  _  —Gdm       J_     3rfx 3^  rf^ 

1^  ~    1— 6;i'  ^2     1-h  3a?        2     X 

—  —  3f^-^ 

—  2x{l— 6x)(l+3a!) 

#  _  t 


^^  2xyx{i^Zx} 


Questo  procedimento  giova  spesso  quando  la  funzione  dà 
derivare  è  il,o  si  può  ridurre  al,  prodotto  di  più  fattori  elevati 
a  delle  potenze. 

11)  Sia  y^log,;^, 

essendo  a,  x  positivi.  Per  calcolare  questa  derivata  ossorvia* 
mo  che 

(*}  log,&  log^c=z:log4&, 
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la  qual  forinola  si  ricava  dalla 

e"  =  b        («  ^=  logc  b) 

prendendone  i  logaritmi  nella  base  d,  cioè 

«logaC=^Iog4&  ,  log^èlogdC^iogjè, 
Se  b  =  d. 

10g,&   l0gfrC=l. 

Dietro  a  ciò  potremo  scrivere 

1 


y  = 


e  darivando 


log^a?' 


1 


dy  ^  1        _ 

dx  (logu  xf    X 


logo  e. 


Volendo  esprimere  queste  derivate  mediante  logaritmi  presi 
nella  base  a?,  come  lo  è  la  primitiva  tj,  avremo 

di/  ì    ,         log^^ 


ed  in  virtù  della  (ot), 


dy 
dx 


log«,a  legale. 


12)  Se 


dove  p>l,  5>1,  cerchiamo  la  derivata,  rapporto  ad  x,  dal 


ìimiÌB  di  s^  qaacido  n  cresce   ìndefìnìtamente.  (Dalla  raccolta 
di  esercizi  di  Calcolo  del  Frenet), 

Cominciamo  dal  calcolare  questo  lìmite.  Si  osservi  che  pos- 
siamo scrivere 

dove,  come  può  facilmente  verificarsi, 

P    \         5  /  \        pq/  \       pq      pY/ 

/.   .     1  ^  1       \ 

\       pq      pq  ^p'*  *g'"^V 


— 

1-  ' 

pq 

Crescei 

ido 

n  indefinitamente 

l  ITI   /ì        . .            — 

lun  a„                  7 
1          ^ 

_-2_±_L 
l_  '    pg  —  1 

pq 


per  CUI 


ff(i-r) 


13)  j^  —  are  sen  {2xl/T^^) 
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ÈL  — 
dx 


\—2m 


1/(1—2x7    \/\  —  x^      [/ì—w' 

A  questo  risultato  si  può  giungere  subito  osservando  che 

(p)  are  Ben  (2a4/l  —  x^)-=.2  are  sen  x. 

Questa  forinola  si  dimostra  così: 
Pouiamo 

are  sen  a  +  are  sen  b  =  are  sen  g 

ì 

u  =  are  sen  a  ^  i^-=  are  seri  h  ,  w=^  are  sen  e  ; 


allora 


a=:senM  ^  &  =  sen^  ,  e  :=  sen  ti?, 
u  +  V'=^m  y  c^  sento  — sen(«  +  f?) 

=  sen  u  cos  !?H-6en  u  cos  v 


e  quindi 


are  sen  a  +  are  sen  b  =  are  sen  (ol/l  — b^  4  b]/i  —  a*). 

Facendo  in  questa  a  =  ft^=a;  si  ottiene  la  (S).  In  modo  ana-» 
lego  si  trovano  !e  formolo  seguenti,  che  spesso  riescono  utili; 


are  sen  a  —  are  sen  b  =  are  sen  (al/1  — b^  —  i[/l  — a*) 
are  cos  a  i^  are  cos  b = are  cos  {ab  -^  1  —  g^  [/l  — i'} 


are  tg  a^r  are  tgb=:  are  tg 


l^ab 
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are  cos  a  ^^  are  sen  J/l  — a* 


.0  1 

arctga^arcseD  .  =  are  cos 


|/lT^ 


kTi^ 


Esercizi. 


Si  calcolino  le  derivate  delie  seguenti  funzioni: 


y  =  [/(l-2[/*+3p^«')" 


2. 


-^    '^  i-t-[/S 


a. 


y_  l/l  +  seag 
r    1 — sena; 


6, 


— /i.\«" 


y={e)' 


y=log 


t/ic^+  1  +  1 


l08 

7. 

8. 
9. 

10.      v  = 


11. 

12, 

13. 

14. 
15. 

16. 

17. 

18. 
19. 


y  =  log|/^-cosrr 

^     1  -f  COS  X 

y  =  2  log  sen  x  -f  cosec*  x 
1      ,      l+4/2Va:«         1  a:l/2 


y  =  sen 


oo; 


|/l— a'*» 


'    1  —  o; 


y  =  ìog' 


X 


y  _gaxo8e  COS  (a?  sen  5) 
y  =  log  [1+  are  tg  (1  +  log  a?)] 


y  =  (o?  -*-  a)  are  tg  1/ •  |/( 
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X 


2^.  y  =  are  sen 


03.  y  ^  are  cos 


1/1+ :c^ 
1 


t/r+7* 

^  j^  =  log„„„(osena:) 

a:* 

27,  Derivata  pei  valori  ac  diversi  da  a  e  per  ri?^a,  della  fun- 
rionei  che  per  a;  diversa  da  a  è 

y:=i(a?^a)'sen  — — 

e  per  j::=a  è  zero, 

28.  Derivata,  per  x  diverso  da  zero  e  per  x=:0,  della  fun- 
2iDae  che  per  w  diverso  da  zero  è 

I 

X  sen  — 

a  per  ^  =^  0  è  zero, 

^9.  Derivata,  per  x  diverso  da  zero  e  per  aF  =  0,  della  fuo- 

He 
rione  che  per  x  diverso  da  zero  è  — — j—  e  per  as  ^  0  è  zero, 

1+6^ 


no 

30,  Derivata,  per  x  diverso  da  zero  e  per  a?  =  0,  della  fun- 
zione che  per  x  diversa  da  zero  è  x  are  tg  —  e  per  it  =x  0  è 
zero» 

31.  Dalla  forinola 


seQ 


— (^+^)-(^+S--0+'-^^^) 


dedurre  la 


cot«  +  cot  (a;  + -^) +  ...+ cot  (*  + i^^—il^)  ==  m  cot  m:r. 


I 


Le  derivate  richieste  sono: 

y  =  ^2^— T= — 

m 


y^~ 


!/  — 


1 

2(H-l/i}|/ic^^ 


a;' 


x' 


(Prima  di  derivare  giova  ridurre  convenien temente  la  y), 

I 


4. 

5. 
6. 


y  = 


1 — sena; 
2 


y  = 


4/x*+l 


.  Ili 


(stessa  osservazione  dell' esercbio  'ò). 

1 


7. 


^  "  Sf'  =  —  Scotio: 


n. 

,'/  =  j-  cos  — ■ 

^m' 

2^^ 
^=^1-^* 

li 

,       1               1 

■^        ^        P'x'+l 

H 

j,'^e*co,9  cos(j;sen5  +  5J 

là 

y'= 

1                 1                             1 

X     1  +(1+  log  a;)'  1  +arc  tg  fi  +log  a-) 

tà* 

y'==ny(l  +log^) 

:tt 

V  r=  2xu ; 

1  — a; 


,à  y'=      ^\  log  a 


n 
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20, 


y'  =  srctgl/i 


y=  o- 


1      1 


2      l+SB* 


(Per  arrivare  brevemente  al  risultato  giova  usare  opportuna- 
mente le  formolo  del  a.  62,  esempio  13). 


21. 


1 


y  = 


28. 

24. 
25, 


1  +  ar» 

1 
l+as» 


^'^~:r  bi^'^S'o^^^'^S"»-^- 


y-  Tzz — cot  BB  log,™  j^  a  log„„  „  e 


26.  i^^  - 


4x^ 


(1  +j;*)l/l  +  2«* 

27,  La  derivata  pei  valori  x  diversi  da  a  è 

2(^  —  a)  sen cos 

e  per  x=za  ò  uguale  a  zero. 

28.  La  derivata  per  x  diverso  da  zero  ò 

I  1  1 

sen —  cos  — 

XXX 


14*^*    tg  (cos  e  l-t^a?*  ) 


m 

e  per  a?  =  0  la  funzione  non  ammette  derivata, 
29.  La  derivata  per  x  diverso  da  zero  è 

JL         J. 


a?Cl+e«  )* 


e  per  a?^0  la  funzione  non  ammetto  derivata,  avendo  la  de- 
rivata a  destra  uguale  a  zero,  e  quella  a  sinistra  uguale  ad  uno. 

30*  La  derivata  per  w  diverso  da  zero  è 

are  tfif 

^''''^  X       1+x' 

e  per  a?:=0  la  funzione  non  ammette  derivata^  avendo  la  de- 
rivata a  destra  uguale  a  —  e  quella  a  sinistra  uguale  a  — ~ 


Teoremi  sulle  funzioni   continue.   »   Helaxlonl  tra   la 
funzione  e  la  derivata. 

63-  Se  la  funzione  f(x)  è  continua  per  x,:^Xoi  e  f(xo)  è 
divej^so  da  zcro^  esiste  un  intorno  dei  punto  x^  per  tutti  i 
punti  det  quale  f  (s)  ha  lo  stesso  segno  di  Ì(xq), 

Questo  teorema  è  corollario  di  una  osservazione  che  abbia- 
mo fatta  al   n.  36,  cioè,  che»  se  ìimy^l  (l  diverso  da  zero) 

esiate  nn  intorno  di  a  per  tutti  i  punti  del  quale  ij  ha  lo  stesso 
segno  di  /;  perchè,  essendo  la  f(x)  continua  in  s?q,  è 

\imf{x)=/\x,), 

64.  Se  f(x)  è  continua  nelV intervalto  (a,  b)  e  f(a),  f(b) 
mno  ntimeri  di  segno  contrario,  esiste  aimeno  un  pimio 
intemo  air  intervallo  nel  quale  f(x)  si  annulla. 
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Infatti,  consideriamo  il  valore  c  =  — ^ —  di  x,  cui  corri- 
sponde il  punto  di  mezzo  dell'intervallo. 

Se  f(c)=:0,  il  teorema  sarebbe  dimostrato.  Supponendo 
quindi  f{c)  diverso  da  zero,  /"(e)  avrà  lo  stesso  segno  dell'  una 
e  segno  diverso  dell'altra  delle  due  quantità  f{a),  f{b).  Pren- 
diamo a  considerare  dei  due  intervalli  (a,  e)  ,  (e,  h)  quello 
alle  cui  estremità  f{x)  prende  valori  di  segno  contrario,  ed 
indichiamo  questo  intervallo,  la  cui  ampiezza  è  metà  di  quella 
dell'intervallo  (a,  ft),  con  (ai,  Jj),  cosichè 

Operiamo  ora  su  questo  intervallo  (ai  ,  ^i)  come  abbiamo 
operato  sul  primitivo  {a  ,  b).  Indichiamo  con  c^  il  suo  punto 
di  mezzo  ;  ed  allora  se  f{c^  =  0  avremmo  dimostrato  il  teore- 
ma. Se  f{Ci)  è  diverso  da  zero,  f(Ci)  avrà  lo  stesso  segno  del- 
l'una  e  segno  diverso  dell'altra  delle  due  quantità  f{a^  ,  f{p^. 
Consideriamo  dei  due  intervalli  (aj ,  cj  ,  (c^ ,  bi)  quello  ai  cui 
estremi  f(x)  prende  valori  di  segno  contrario,  ed  indichiamolo 
con  (Og ,  J,)  cosi  che 

Continuando  a  questo  modo,  se  non  si  arriva  a  trovare  un 
intervallo  nel  cui  punto  di  mezzo  f{x)  si  annulla,  nel  qual 
caso  sarebbe  dimostrato  il  teorema,  si  potranno  determinare 
quanti  si  vogliano  intervalli  successivi 

(a  ,  J) ,  (a, ,  bi) ,  (aj,  *,),.. ..(a^  ,  *«),•••• 
tali  che 

a<ai<a2<...<an<.... 
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e  le  cui  ampiezze  sono 

-         -  b  —  a,  b  —  a        ,  b — a 


•••• 


ed  ai  cui  estremi  f(x)  prende  valori  di  segno  contrario. 

Ora  i  numeri  a,  ai,  a,,...a^,...  mai  decrescenti  e  i  nu- 
meri by  ^1,  &»...  b^,...  mai  crescenti  e  tali  che  la  differenza 

7[  .  tra  due  numeri  corrispondenti  nelle  due  classi  di  nu- 
meri può  rendersi  minore  di  qualunque  numero  prefissato  a, 
definiscono  un  numero  ar,.  Dico  che  /*(iri)  =  0  e  che  x^  ò  in-" 
terno  all'intervallo  (a,  b). 

Cominciamo  dal  provare  che  /*(a?i)z=0  se  Xi  è  interno  ad 
(a,  b).  Infatti  se  fiXi)  fosse  diverso,  da  zero,  pel  teorema  n.  63 
esisterebbe  un  intorno  e  di  x,  per  tutti  i  punti  del  quale  f{x) 
avrebbe  lo  stesso  segno  di  f{Xi),  Ma  d'altra  parte  prendendo 
n  sufficientemente  grande  possiamo  fare  in  modo  che  l'inter- 
vallo (a^  ,  bn)  ai  cui  estremi  /"(a?)  ha  valori  di  segno  contra- 
rio sìa  contenuto  in  e.  Supponendo  dunque  A^i)  diverso  da 
zero  cadiamo  in  contraddizione;  quindi  /*(Xi)=0. 

Dimostriamo  ora  che  Xi  non  può  essere  uno  degli  estremi 
a  0  b  deir  intervallo  (a,  b).  Difatti  se  fosse,  mettiamo,  Xi  =  a, 
il  che  avrebbe  luogo  quando  arra,  =i:at  =  ...=:a^=,.., 
/'(ar|)  =  /'(a)  sarebbe  diversa  da  zero.  Dovrebbe  d'altronde  esi- 
stere anche  qui  l'intorno  di  Xi  =  a  per  tutti  i  punti  del  quale 
f{x)  ha  lo  stesso  segno  di  f{Xy)-=if{a),  e  cadremo  anche  qui 
nella  contraddizione  sopra  accennata.  Ma  perchè  qui  non  pos- 
siamo supporre  /"(arJrrO,  bisogna  concluderne  che  x^  non  può 
coincidere  con  a.  E  si  vedrebbe  parimenti  che  non  può  coin- 
cidere con  b. 

Il  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato. 

65.  Se  {{t)  è  continua  nell'intervallo  (a,  b)  esiste  sempre 
un  punto  intemo  all'intervallo  nel  quale  f(x)  prende  un 
valore  qualunque  compreso  tra  {(a)  e  f  (b). 

Supponiamo  f{a)  </*(*),  e  sia  K  un  numero  qualunque  com- 


116 
preso  tra  f{a)  ed  f{b)  cioè  /•(«)< K < /•(&);  la  funzione 

9(^)=/*(ir)-K, 

continua  neir intervallo  (a,  J),  prende  agli  estremi  dell'inter- 
vallo valori  di  segno  contrario  essendo 

<f(a)=f{a)-K<Q    ,    a(&)=A*)-K>0. 

Quindi,  pel  teorema  precedente,  esiste  un  punto  Xy^  interno 
ad  (a  ,  h)  tale  che 


ossia  tale  che 


(f(irO=0, 


/"(^i)=K. 


66.  Da  questo  teorema  deduciamo  subito  una  conseguenza 
importante  intorno  al  modo  di  divenire  infinita  nel  punto  x^ 
della  derivata  di  una  funzione  f[x),  la  quale  oltre  essere  con^ 
tinua  in  Xq  sia  pure  continua  in  tutti  i  punti  di  un  intorno 
e  di  Xq. 

Consideriamo  il  rapporto  incrementalejdestro  '— — '/''^  ^ 

e  prendiamo  h  in  guisa  che  i  punti  Xo  +  A  appartengano  a  e. 
Allora  per  tutti  questi  valori  di  h,  che  costituiranno  rispetto 
alla  variabile  h,  un  certo  intervallo  e, di  cui  zero  è  l'estremo 
inferiore,  la  /*(Xo  -f  A)  è  funzione  continua  rispetto  ad  A,  e  il  rap- 
porto incrementale  destro  è  quindi  funzione  continua  di  h  in 
e  (zero  escluso).  Ora  facendo  convergere  h  a  zero  il  limite 
del  rapporto  incrementale  o  sarà  una  quantità  finita  determi- 
nata, 0  non  esisterà,  o  sarà  +oo  ,  o  —  oo  oppure  =too.  Ma 
è  facile  vedere  che  questo  ultimo  caso  non  può  presentarsi, 
perchè  se  il  rapporto  incrementale  potesse  passare  da  valori 
positivi  maggiori  di  qualunque  numero  prefissato  a  valori  ne- 
gativi in  valore  assoluto  maggiori  pure  di  qualunque  nnmero 
prefissato,  dovrebbe  prendere  nell'intervallo  e  qualunque  va- 
lore, perchè  esso  è  funzione  continua  di  h  m  e  q  quindi  an- 
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che  in  qualunque  parte  di  c\  Cosi  che  il  limite  del  rapporto 
incrementale  non  potrebbe  essere  ±00  ma  sarebbe  indeter- 
minato. 

Lo  stesso  dicasi  del  rapporto  incrementale  sinistro. 

Ricaviamo  da  ciò  che: 

Se  la  {{x)  è  continua  in  x©  ed  in  un  intorno  di  Xo,  e 
la  derivata  è  infinita  per  xzizXq  questa  può  essere  infinita 
e  determinata  di  segno  (quando  il  limite  del  rapporto  incre- 
mentale destro  è  4- 00  (o — oo)  e  quello  del  sinistro  +00 
(0  —  00))  oppure  infinita  e  indeterminata  di  segno,  e  ciò 
avviene  solo  perchè  il  limite  del  rapporto  incrementale  de* 
fitro  è  +00    (0  —00)  e  quello  del  sinistro  è  — 00   (o-f  00). 

67.  Quando  si  hanno  più  quantità  non  tutte  eguali,  si  dice 
che  una  di  essa  è  massima  se  essa  non  è  inferiore  a  nessuna, 
ma  è  invece  superiore  ad  alcune  0  a  tutte  le  altre,  e  che  una 
di  esse  è  minima  se  non  è  superiore  a  nessuna,  ma  è  invece 
inferiore  ad  alcune  0  a  tutte  le  altre. 

Se  le  quantità  sono  in  numero  finito  esiste  evidentemente 
la  massima  e  la  minima.  Ciò  può  non  aver  luogo,  come  già 
osservammo  alla  fine  del  n.  13,  quando  le  quantità  siano  in 
numero  infinito,-  cosi,  ad  esempio,  non  vi  è  alcuno  tra  i  nu- 
meri: 

111  11 


^     »        O         »       O         ^       A       1 


2     '3     '    4    '"•  n     '    n-hl  '*  *' 
che  sia  il  minimo,  né  alcuno  tra  i  numeri 

0,3  ,  0,33  ,  0,333  ,  0.3333,.... 

che  sia  il  massimo. 

Questo  fatto  induce  ad  introdurre  in  luogo  del  massimo  0 
del  minimo  altri  elementi,  che  esistano  in  ogni  caso,  e  dei 
quali  i  primi  siano  casi  particolari. 

Poniamo  perciò  le  definizioni  seguenti: 


■■^'-■•^     I  wmumL 
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Siano  quanti  si  vogliano  numeri  *)  costituenti  un  grappo 
G.  Chiamasi  limite  superiore  di  essi  un  numero  /  tale  che 
nessuno  dei  numeri  di  G  e  maggiore  di  A  ma  / — 7  (7  al 
solito  numero  positivo  arbitrariamente  piccolo)  è  superato  da 
qualcuno  dei  numeri  di  G;  e  chiamasi  limite  inferiore  un 
numero  t  tale  che  nessuno  dei  numeri  di  G  è  minore  di  T  ma 
;'-f  a  supera  qualcuno  dei  numeri  di  G. 

Si  riconosce  facilmente  che  il  massimo,  quando  esiste,  è 
limite  superiore,  ed  il  minimo  è  limite  infejiore. 

Abbiamo  subito  il  teorema: 

Esiste  sempre  il  limite  superiore  ed  il  limite  inferiore 
di  un  gruppo  G  di  numeìH  finiti. 

Dimostriamo  l'esistenza  del  limite  superiore. 

E  prima  di  tutto,  se  un  tal  limite  /  esiste,  ne  esiste  uno 
solo;  perchè  se  ve  ne  fosse  un  altro  l  si  cadrebbe  nella  con- 
traddizione che  tra  /ed  /'  vi  dovrebbero  e  non  vi  dovrebbero 
essere  numeri  del  gruppo. 

Ciò  posto,  osserviamo  che  tutti  quanti  i  numeri  trovansi 
divisi  in  due  classi  di  numeri;  diremo  della  prima  classe  i 
numeri  che  sono  superati  da  qualche  numero  del  gruppo,  e 
se  un  numero  vi  appartiene  vi  appartengono  pure  tutti  i  mi- 
nori di  esso;  e  diremo  della  seconda  classe  quei  numeri  che 
non  sono  superati  da  alcuno  ilei  numeri  del  gruppo,  e  se  un 
numero  vi  appartiene,  vi  appartengono  pure  tutti  i  maggiori 
di  esso.  Queste  due  classi  di  numeri  definiscono  perciò  un 
numero  /  non  minore  di  alcuno  di  quelli  della  prima  e  non 
maggiore  di  alcuno  di  quelli  della  seconda  classe.  Dico  che  / 
è  il  limite  superiore  del  gruppo  G.  Infatti  /  non  può  essere 
superato  da  nessun  numero  del  gruppo,  perchè  se  potesse  es- 
servi un  numero  a  del  gruppo  maggiore  di  l^  tutti  i  numeri 
compresi  tra  /  ed  a  apparterrebbero  alla  prima  classe,  il  che 


1)  Abbiamo  per  semplicità  riferito  a  numeri,  anziché  a  grandezze 
qualunque  della  stessa  specie,  queste  definizioni  e  i  teoremi  che  ne 
seguono,  ma  si  intendo  come,  con  lievissime  modificazioni  negli  enun- 
ciati, valgano  in  ogni  caso. 


m 

non  può  essere   Inoltre   tutti  i  numeri  compresi   tra   l  —  's  e 

l  appartenendo  alla  prima  classe  deve  esserci  qualche  numero 

del  gruppo  che  supera  / — 7, 

In  modo  analogo  si    prova  resistenza  del   limite  inferiore, 

ed  il  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato. 

68^  Sia  ora  y-=.f{x)  una   funiione  finita  in  un   intervalli» 

(a,b)\  si  intende  che  il  limite  supernove  dei  valoi-i  di  y  ^ 

quel  numero   l,    che   non   è   superato    da    alcun   valore  di    y  i 

in  quell'intervallo,    ma    l  —  ?   è   superato   da   qualche  valore  ' 

di  y,  cioè  vi  è  sempre   qualche  punto   a?;  dell'  intervallo   tale 

che/'{iri)>/ — ^.  Ed  il  limile  inferiore  di  y  nell' intervallo  * 

[a,  è)  è  quel  numero   t    che  non  supera  alcun   valore  di  y, 

ma  ^+  ^  supera  qualche  valore  dì  y  neir  intervallo  stesso,  cioè 

Tj  è  sempre  qualche  punto  x^  dell' intervallo  dove  /(^ì)>  1^7. 
Qualunque  sia  la  funzione  finita  nell'intervallo  [a,  b)  esiste 

sempre   per  essa,  in   seguito  al  teorema   precedente,  il  limite 

superiore  ed  il  limite  inferiore- 
Ma  abbiamo  di  più  il  teorema ì 
Sia  y  =  f(x)  funzione  finita  netV  inievvallo  (a,  b)  ed  1  il 

limite  superiore  (od  inferiore)  di  y  nel!  iniervaUo  ^tesso^ 

Allora  esiste  in  (a,  b)  almeno  un  punto  x,  che  può  anche 

euere  uno  degli  estremi  dell'intervallo,  tale  che  in  ogni 

&U0  intorbo  il  limile  supcriore  {od  inferiore)  dei  valori  di 

y  è  ancora    1;  tale  cioè  che  in  ogni  suo  intorno   nessuno 

dei  valori  che  prende  y  supera  {o  è  superato   d^t)  1,   ma, 

(iato  1  —  7  {o  1  +  ci),  m  quel l' intorno   dì  è  sempre  qualche 

punto  X|  pel  quale 

f(xO>l  — cr  {0   f(x.)>l  +  ^) 
OSSÌ0 

|f{x,)-l|<7. 

Infatti,  supposto  /  limite  superiore,  dividiamo  l'intervalla 
{n,  Ij)  per  metà.  In  ciascuno  dei  due  intervalli  che  cosi  si  ot* 
tengono  il  limite  superiore  dei  valori  di  y  non  è  maggiore  di 
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l  ed  in  uno  almeno  é  uguale  ad  /.  Indichiamo  con  (ai .  bi)  l'in- 
tervallo nel  quale  il  limite  superiore  è  l,  od  uno  qualunque 
dei  due,  fissato  arbitrariamente  da  noi,  quando  in  tutti  e  due 
il  limite  superiore  fosse  /.  Dividiamo  poi  l'intervallo  («1,^1) 
per  metà  e  procediamo  nello  stesso  modo.  Nascono  così  due 
serie  di  numeri  (Vedi  dimostrazione  del  teorema  N.  64). 

a<ai<a,<....<an<.... 

che  definiscono  un  numero  x',  perchè 
,  b — a 

può  rendersi  minore  di  qualunque  numero  prefissato;  ed  in 
ogni  intervallo  (a„,J,,),  il  limite  superiore  di  y  è  ancora  /. 

Ora  qualunque  e  comunque  piccolo  sia  un  intorno  e  di  x\ 
potremo  sempre  prendere  n  cosi  grande  ^he  l'intervallo  (a»,J») 
sia  contenuto  in  e;  quindi  anche  in  0  il  limite  superiore  dei 
valori  di  y  è  ancora  l.  La  dimostrazione  stessa  fa  poi  vedere 
come  di  questi  punti  w'  ve  ne  possano  essere  più  di  uno,  e 
come  X  possa  coincidere  con  a  0  con  b. 

69.  In  relazione  alle  definizioni  poste  al  principio  del  n.  67, 
se  y=.f{jx)  è  funzione  finita  non  costante  nell'intervallo  (a, è), 
il  valore  f{x^  della  funzione  nel  punto  x^  è  massimo  (minimo) 
quando  esso  non  è  inferiore  (superiore)  a  nessuno  dei  valori 
che  la  funzione  ha  in  tutti  gli  altri  punti  dell'intervallo,  ma 
è  invece  superiore  (inferiore)  ad  alcuni  0  a  tutti  questi  valori 

Per  le  funzioni  continue  abbiamo  il  teorema: 

Una  funzione  y=f(x)  continua  in  un  tnte^^allo  (a,  b) 
e  non  costante^  prende  sempre  effettivamente  nello  stesso 
intei^vallo  il  valore  massimo  ed  il  valore  minimo,  cioè,  se 
1  indica  il  limite  superiore  (inferiore)  di  y,  esiste  sempre 
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alméno  un  punto  X|  dell*  intervallo,  che  può  anche  essere 
uno  degli  estremi,  tale  che  f(xi):^I, 

iDÉatti,  iodichiamo  con  a?,  il  punto^  in  ogni  intorno  del 
quale  il  limite  superiora  (inferiore)  di  y  è  /.  Ora  essendo  f(x} 
continua  in  tutto  T  intervallo  e  quindi  anche  in  scy,  dato  <t, 
esiste  un  intorno  e  di  w^  pei  punti  x  del  quale 

È  d'altra  parte  in  questo  intorno  vi  saranno  doi  punti  ;a?j  tali 
che  r(Xi)>l — p-cioè  l  —  fÌTf)<^—,  quando  /  è  limite  supc- 
riore, oppure  punti  Xf  tali  che  Aa)<^+  -^  ^'*^^  A^iì - ^ <  tt 
quando  /  è  limite  inferiore;  in  ogni  caso  punti  x^  tali  che 

ìi-n^f)\<-^; 

ma  per  gli  stèssi  punti,  come  appartenenti  a  e, 

quindi  avremo 

|^-/•{xO|<c^ 

Ora  poiché  /  e  f(Xi)  sono  due  numeri  fissi,  affinché  la  loro 
differenza  possa  divenire  minore  di  qualunque  numero  a  pre- 
fissato, occorre  appunto  che 


*)  Dalla  dimostrazione  del  teorema  si  a  cor  gè  coma  la  eondizione 
che  la  funzione  aia  continua  in  tutto  l'intorvallo  [a^  à]  fiìa  ùstiibc* 
Tante  per  la  esistenza  del  uiaBsimo  o  del  minimo,  e  (]iiÌTidt  troppo 
testriitìva  per  la  funzione  stessa,  e  comò  sia  suUkionte  solo,  la 
contiuuità  nel  punto  o  in  uno  Jei  pujiLt  Xi  in  ogni  intorno  del  quale 
il  limite  superiore  o  ìnreriore  ò  /, 


Iè2. 

70.  Sia  f(x)  funzione  continua  neW  intervallo  (a,  \i)(gli 
estremi  inclusi)  ed  ammetta  derivala  finita  od  infinita  ma 
determinata  di  segno  {gli  estremi  al  più  esclusi)  e  sia  f(a) 
=  f(b).  Allora  esiste  sempre  un  punto  Xj  interno  alVinter* 
vallo  nel  quale  la  derivata  f  (x,)  è  zero. 

Infatti,  0  tutti  i  valori  di  f{x)  nel!' intervallo  (a,  b)  sono 
uguali  ad  f{a)  e  f{b),  cioè  la  funzione  è  propriamente  una 
costante  nèir  intervallo,  ed  allora  la  sua  derivata  essendo  zero 
in  tutto  l'intervallo,  il  teorema  sarebbe  dimostrato. 

Oppure  i  valori  di  f(x)  non  sono  tutti  uguali  ad  f{a)  ed 
f(b)^  cioè  ve  ne  sono  di  maggiori  o  di  minori  o  di  maggiori 
e  minori,  ed  allora,  poiché  la  f{x)  è  continua,  prenderà  eflFet- 
tivamente  il  valore  massimo  e  minimo,  e  rispettivamente  vi 
sarà  un  punto  interno  all'  ititervallo  nel  quale  prende  il  valore 
massimo  o .  un  punto  interno  nel  quale  prende  il  valore  minimo 
0  due  punti  interni  nei  quali  prende  il  valore  massimo  e  il 
minimo.  In  ogni  caso  adunque  esiste  un  punto  x^  interno  al- 
l'intervallo  nel  quale  f[x)  prende  il  valore  massimo  o  il  mi- 
nimo, ed  avremo  quindi 

f{x,) > f(x, ± A)    0    f(x,) <f{x,±: h) 

dove  A,  positivo,  si  suppone   tale  che  i  punti   Xi±h  appar-** 
tengano  all'intervallo  (a,  b)  e  dove  i  segni  di  uguaglianza  non 
potranno  presentarsi  in  tutti  i  punti  dell'  intervallo. 
In  conseguenza  i  due  rapporti 

,,'  f{co,'\'h)-f{x,)      f(x,-h)-f(x,) 

quando  non  siano  zero,  hanno  ciascuno  lo  stesso  segno  e  il 
segno  dell'uno  è  opposto  a  quello  dell* altro,  per  tutti  quei 
valori  di  h.  Ma  facendo  convergere  h  a  zero  essi  devono  avere 
uno  stesso  limite  finito  o  entrambi  devono  avere  per  limite 
-f  00 ,  0  entrambi  —  oo  ;  ciò  per  le  ipotesi  dell*  enunciato  del 
teorema,  tal  limite  comune  essendo  la  f\x^.  Ora  questo  limite 
comune  non  può  essere  -f  oo   né  -roo,  poiché  quello  dei  due 
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rapporti  (1)  che  non  è  mai  positivo  noti  potrebbe  avere  per 
limite  -f  00  ,  e  quello  che  non  è  mai  negativo  — x  ;  e  neppure 
lai  limite  comune  potrebbe  essere  una  quantità  finita  A  diversa 
(la  zero,  altrimenti  esisterebbe  per  la  variabile  positiva  A  un  in- 
torno alla  destra  del  valore  Air: 0  per  tutti  i  valori  h  del  quale 
i  due  rapporti  (1)  avrebbero  lo  stesso  segno  di  A,  il  che  non  è. 

Dovrà  adunque  tal  lìmite  comune  cioè  f\Xi)  essere  zero, 
ciò  che  dimostra  il  teorema  '). 

71.  Se  f(x)  è  continua  neW  intervallo  (a,  b),  (gli  estremi 
ìncliti),  e  nello  stesso  intervallo,  {gli  esfremi  al  pm  esclusi), 
ammette  derivata  finita  o  se  infinita  determinata  di  segno, 
esiste  un  punto  Xi  inte^mo  allWnter callo  tale  che 


n^ò-- 


Ab)-f(a) 


Id  fatti,  posto 

(1).  f(Jb)-aa)=K[b-a) 

ossia 

(2)  A*)-A«)-Ki  +  Ka^O, 

consideriamo  la  funzione,  che  indicheremo  con  '^(j?),  ottenuta 
dal  primo  membro  di  questa  uguaglianza  ponendovi  x  in  luogo 
di  a,  cioè 

'^[x)  =  f(b)—f(x)  —  '&b  +  Kx. 


1)  La  funzione  y=z/'{x)  del  teorema  può  venire  rappresentata 
geometricamente  da  un  tratto  dì  cur- 
va; le  ascisse  degli  estremi  del  tratto 
sono  a,  6,  le  corrispondenti  ordinate 
f(a)  ,  f(à)  ed  f(a)=sf(b).  Il  teorema 
ci  dice  che  in  qualche  punto  D  interno 
al  tratto  di  curva  la  tangente  alla  cur- 
va è  parallela  all'asse  delle  ascisse. 


i 

j 

^ 

i> 

/ 

^ 

^2. 

\'/ 

• 

7f> 

5, 

x-a 


SC-X,      XftX 


124 

Questa  funzione  ha  netl*  intervallo  {a,  h)  le  proprietà  sup-* 
poste  alla  f(x)  nell'enunciato  del  teorema,  inoltre  1(0) =0,  e 
per. la  (2)  anche  '!(«)  =  0.  Quindi  pel  teorema  al  n.  70  esisterà 
ub  punto  X\  interno  ad  (a,  é)  nel  quale  la  derivata 

si  annulla,  cioè 

ovvero  sostituendo  per  K  il  valore  tratto  dalia  (1), 


f\<^x)^ 


_m--m_ 


b—a 


') 


72.  Nella  formola  precedente,  coi  indicando  un  valore  di  x 
compreso  tra  a  e  J  possiamo  porre  a:,  =:a-h5(J — a),  dove  0 
indica  un  certo  numero  compreso  tra  zero  e  uno,  che  dipen- 
derà da  ^^  ^  e  dalla  natura  della  /*(/r). 

Avremo  cosi 


Posto 


nà)  =  na)-\'{b-a)  r(a-\-C{h  ^ a)). 


a=:x,    bznx+h. 


1)  Interpretato  geometricamente  questo  teorema  ci  dice  che  esi- 
ste sempre  dentro  al  tratto  di  curva 
rappresentato  dalla  y:=^f{(c)  un  punto 
B  C,  la  cui  ascissa  ca7i,  nel  quale  la  tan- 

gente alla  curva  è  parallela  alla  retta 
cbe  unisce  gli  estremi  del  tratto  di 
cnrva,  la  qual  cosa  risulta  subito  dal 
triangolo  ABC,  perchè,  essendo 

tg(BAD)=:«^  =  ^(^^^'" 


x>Xi    x«6 


AD 


b'-a 


tg  a  =  r[x{)y  abbiamo  a  =  BAD,  cioò  la 
CT  ò  parallela  alla  AB. 
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si  ottiene 

f[x-\-h)=f{x)^h  n^  +  Oh)  ,  0<K1. 

Per  usare  questa  foratola,  che  è  molto  importante  e  di  fre- 
quente applicazione  e  che  ci  porge  la  funzione  variata  /^(a?  +  A) 
quando  alla  z  si  attribuisce  Tauménto  h,  è  sufficiente  come  ora 
abbiamo  visto,  che  la  /*(m)  sia  continua  pel  valori  della  varia* 
bile  nell'intero  intervallo  {x,  x  +  h)  e  che  nello  stesso  inter* 
vallo,  07  e  07+ A  al  più  esclusi,  ammetta  derivata  finita  o,  se 
infinita,  determinata  di  segno. 

73.  Sia  f  (x)  contintuz  in  (a,  b)  (jffli  estremi  inclusi)  e  che 
ammetta  {gli  estremi  al  più  esclusi)  derivata  finita  o  se  in- 
finiia  determinata  di  segno.  Sia  ^(x)  altra  funzione  conti- 
nua in  (a,  h){gli  estremi  inclusi)  e  che  ammetta  {gli  estre- 
mi al  pitù  esclusi)  derivata  finita  e  diversa  da  zero.  Esiste 
allora  un  punto  x,  intemo  ad  (a,  b)  tale  che 

Si  osservi  subito  che  f(J) — (f{a),  è,  per  le  ipotesi  fatte,  di- 
verso da  zero,  giacché  in  virtù  del  teorema  al  n.  71, 

9(ft)- ?{«)  =  (*  — a)  ?'(^,) 

ed  x^  essendo  interno  ad  (a,  b)  la  ?(^«)  è  diversa  da  zero. 
Si  ponga  ora 

ossia 

A*)  -  /■(«) — %(ft)  +  K9(a) = 0. 
e  si  formi  la  funzione 
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per  la  quale  essendo 

^(a)=o,  m^o^ 

e  per  le  ipotesi  fatte  rispetto  alle  funzioni  fix),  <^(:r),  sono  ve- 
rificate tutte  lo  condizioni  sufficienti  per  applicare  il  teorema 
al  n.  70.  Esisterà  quindi  un  punto  x^,  interno  ad  {a,  b),  pel 
quale 

.f(X|)  =  -r(^.)-hK9'{a?i)  =  0 
da  cui,  essendo  9(^1)  diverso  da  zero, 


K  =  n^ 


e  la  (1)  ci  da  appunto 


m)-f(a)  ^  nx,) 

?'(*)  — ?(a)        ?(iC|)  ' 

Questa  formola  può  anche  scriversi  così: 

fKb)-na)_  ri^'^^iJb-a)) 
#)-?(«)"    ?(a-l-5(J  — a))   >"^^^*' 

e  posto  a  =  x,  b^x-hh, 

f{x-^h)—f(x)_f'ixVjh) 
9(a?-f  A)  —  <f(x)       f'(^+  ^h) 

74.  Noi  sappiamo  che  una  funzione  che  mantiene  lo  stesso 
valore,  ossia  è  una  costante,  per  tutti  i  punti  d' un  intervallo, 
ha  la  derivata  uguale  a  zero  per  tutti  i  punti  dell' intervallo 
stesso.  Ora  possiamo  anche  dimostrare  la  reciproca,  cioè,  che  : 
Se  la  derivata  di  una  funzione  continua  in   tutto  l'intera- 


m 

mito  (a,  b)  è  zero  per  tutti  i  punii  inteì^i  dell"  inleì^vallQ^ 
la  funzioìie  è  costante  in  tutto  fintervaiio, 

E  difatti  50  e,  d  iadlcaao  due  punti  qualunque  del  nostro 
ìuteryallo  (a^  b)  avremo 

f[d)~f{c)={d-c)  r{c+  5(rf-c)) 

è  polche 

Avremo 

rid)=nci 

Dimori traremu  allo  stesso  modo  che 

/Xc)  =  ne)  . 
e  t3ssendo  uà  altro  punto  di  (a>  ò),  e  quindi 

e  così  di  seguito. 

75.  Due  funzioni  f(x),  ^^(x)  continue  in  tutto  un  inter- 
va  Ho  (a^  b)  e  die  nei  punti  interni  di  esso  hanno  la  mede- 
sima  derivata  finita^  non  possono  differiì^e  tra  loro  che  per 
léna  cosfante  in  tutto  rinieroaUo;  e  due  /unzioni  che  dif- 
feriscono tra  toro  per  una  costante  ed  amìnettono  derivata 
in  tutto  (a,  b),  hanno  uguali  queste  derivate  nclT  iute r tatto 
(a,  b). 

Posto,  infatti,  i 

abbiamo 
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e  quindi  ^x)=^C  (C  costante)  ossia 

f(x)-<f{x)  =  G 

Reciprocamente,  se  ^x)  =  C,  sarà  if'(x)=0  ossia 

r(^)  =  ?'(x). 

76.  La  funzione  f\x)  dicesi  crescente  nel  punto  Xi  quando 
esiste  un  intorno  alla  destra  di  a?i  pei  punti  x  del  quale 

nx)-nx,)>o 

ed  uno  alla  sinistra  nel  quale 

e  dicesi  decrescente  nel  punto  x^  quando  esiste  un  intorno  alla 
destra  di  Xi  nel  quale 

ed  uno  alla  sinistra  nel  quale 

Una  funzione  crescente  o  decrescente  per  tutti  i  punti  d'uQ 
intervallo  (è  palese  la  modificazione  da  introdursi  nelle  prece- 
denti definizioni  per  gli  estremi  dell' intervallo)  dicesi  crescente 
0  decrescente  neir  intervallo  medesimo. 

Abbiamo  il  teorema: 

La  f  (x),  che  ammette  derivata  finita  e  diversa  da  zero 
f  (xi)  in  Xi ,  è  crescente  o  decrescente  in  Xi  secondoehè  f  (Xi)  >  O 
0  f'(x,)<0. 

Infatti,  poiché  i  due  rapporti  incrementali  destro  e  sinistro 

f\x)  —  f(xy)         ^  f{x)  —  f{x,) 

X — a?i  a;  —  d^i 


m 

hanno  lo  stesso  limite  f{^\)  quando  x  converge  ad  a:,,  esisterà 
un  intorno  e'  alla  destra  ili  Xi  pel  primo  rapporto,  nd  un  in* 
torno  e"  alla  sinistra  pel  secondo,  per  tutti  i  punti  dei  quali 
entrambi  i  rapporti  saranno  positivi  se  f  {xj>0  o  saranno  en- 
trambi negativi  se/'CxiXO,  e  quindi  se  /^(arj)>0  avremo  in  e' 

A^)-AJPi)>0    ed  ia  c"    n^)-rire,)<0 

cioò  la  funzione  è  crescente  in  Xj ,  e  se  /'(Xi)  <  0  avremo  in  e' 

/■(x)  -  n^O  <  0    ed  in  e''     A^)  -  A«^i)  >  <» 

cioè  la  funzione  è  decrescente* 

Da  questo  teorema  si  deduce  subito  l'altro: 
Una  funzione  è  crescente  o  decrescente  in  tutfo  un  in- 
iermlio  se  nello  stesso  la  derivata  delia  /unztme  è  coì^tan^ 
temente  positiva  o  negativa. 

Quest'ultimo  teorema  viene  utilmente  applicato  per  avere, 
medianta  la  derivata,  delle  indicazioui  intorno  al  modo  di  va- 
riare della  funzione. 


Esempi 


1  )  Per  0  <  JJ  <  -;^  Ja  /'(*■)"  ~^ —  ^  sempre  decrescente,  per* 
chò  per  questi  valori  di  x  la  derivata 

^,  ^     xcosirr — ^sen  X       cosa:    .        ^      , 


cos  t 
è  sempre  negativa,  essendo      \    y  Q  e  jc  — tg:»<0. 


2)  Sìa  la  A^)=  log(l  +  x)  — X,  da  cui 


0 
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Questa  derivata  essendo  negativa  se  x^O,  la  funzione  è 
decrescente,  e  poiché /*(0)  =  0,  cosi  si  vede  che  log (1  +  x) —  x<.Q 
ossia  log(l-fx)<ac  per  a?>0. 

X* 

3)  Sia  ancora  /'(a?)z=:log(l  +a:)  — ay-h  -p-  da  cui 


ì-\-x  I-fa: 

Per  a?>0  la  f{x)  è   sempre  crescente  perchè  /*(a?)>0,  e 
poiché  /\0)n:0  si  vede  che 

log(l+a?)- a:+-|->0 

per  a?>0,  ossia 

x* 
ìog{ì+x)>x—-^. 

Per  quanto  precede,  abbiamo  quindi,  per  a;>0 


da  cui 


a? 
a:— -2-<log(l-f  a?)<a;. 


log(l  +  x)  =  a: 2""*"^*T  '  ^<^»<1 

log{l  +  x)=a>-{l-9,)^ 


ossia 


log{l+x)=x  —  6^  ,  0<e<l. 

od  anche 

log(l  +  »)=x  — 6'af  ,  o<e^<i. 
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ESEROIZI 

1.  Servendosi  del   teorema  an.  71,  72  §i  dimostri  cho,  per 

<log(^+l)  — Iog^<  -— 


2.  SorveQd(^i  del  teorema  n.  73  ai  dimostri  che,  per  j;>  0, 
1  lQ{^(3r-f  1)  — Ioga?         1 


3.  Servendosi  del  teorema  na*  71,  72  dimostrare  che;  So 
in  un  intorno  del  punto  a  ia  f{x)  ammette  derivata  finita  o, 
^  infioita,  determinata  di  segno  e  ìimf\x):^:A  sari  /"(a)r=:A. 

4,  La  derivata  della  precedente  funzione  o  è  continua  nel 
pti:  l'i  ^  0,  se  è  discontinua,  ha  una  discontinuità  che  può  es* 
^re  solo  di  seconda  specie. 

5*  Stodiare  come  varia  la  funzione 


1  ^ 

/■(jf)  — 2;  — —  tgi; ^   seno? 


P©rO<iF<-^  e  provare  che^  per  questi  valori  d'x^ 


ìc  <  -n-  igx+  -^  seti  fl?. 


6*  Studiare  come  varia  la  funzione 
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e  dedurne  che  l'equazione 

are  tg  X  —  z i  =  m 

ha  una  radice  reale  finita  se  m  è  compreso  tra  —  -^  ^  17"  ^ 

che  per  gli  altri  valori  di  m  non   esiste  alcuna  radice  reale 
finita. 


Funzioni  di  due  o  più  Tarlablll  Indipendenti. 
Derivate  e  differenziali. 


77.  Se  0?,  y  indicano  due  variabili  indipendenti,  diciamo 
che  u-=Lu{x^  y)  è  funzione  di  a>^  y  pei  valori  di  x  compresi 
tra  a  e  i  e  pei  valori  di  y  compresi  tra  e  e  rf  {a,  b,  e,  d 
inclusi)  quando  ad  ogni  sistema  di  tali  valori  per  x,  y  corri- 
spondono uno  0  più  valori  determinati  per  u. 

Usando  la  solita  rappresentazione  geometrica  per  la  quale 
ad  ogni  sistema  di  valori  per  x,  y  corrisponde  un  punto  del 
piano,  ai  valori  di  x,  y  che  noi  consideriamo,  corrispondono  i 
punti  d' un  rettangolo  del  quale  due  lati  sono  paralleli  all'asse 
delle  y  ed  hanno  a  e  ò  per  ascisse,  e  gli  altri  due  sono  pa- 
ralleli all'asse  delle  x  ed  hanno  e  ^  d  per  ordinate.  Questo 
rettangolo  costituisce  il  campo  C  dei  'calori  delle  variabili  in- 
dipendenti pei  quali  consideriamo  la  funzione  u{x,  y),  ì  Iati 
del  rettangolo  ne  costituiscono  il  contorno,  e  diciama  breve- 
mente che  u  è  funzione  di  x,  y  nel  campo  C.  Si  intende  su- 
bito come,  più  generalmente,  il  campo  C  dei  valori  per  x,  y 
possa  essere  costituito  dall'area  racchiusa  da  una  0  più  linee, 
che  ne  formano  il  contorno,  come  ad  es.  Tarea  racchiusa  da 
una  circoferenza ,  (cioè  i  valori  x,  y  che  soddisfanno  alla 
{x — a)*+(y  —  i)*<r',  ove  a,  h  sono  le  coordinate  del  centro, 
r  il  raggio  del  circolo),  l'area  esterna  ad  una  circonferenza, 
(cioè  i  valori  x,y  che  soddisfanno  alla  (a?  — a)'-f  (y  — è)*>r*) 
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l'area  limitata  da  due  circoli,  da  aoa  ellisse,  dai  due  rami  di 
una  iperbole  e  simili. 

Per  le  funzioni  a  due  variabili  indipendenti  valgono  con- 
siderazioni analoghe  a  quelle  del  n.  22  per  le  funzioni  di  una 
sola  indipendente. 

Le  funzioni  saranno  sempre  supposte  essere,  o  ridotte  ad 
essere,  univalenti  per  i  sistemi  di  valori  delle  variabili  che 
avremo  da  considerare. 

Sia  C  un  campo  qualunque.  Chiamasi  intorno  di  un  punto 
Af  interno  a  C  (cioò  che  appartenendo  a  C  non  ò  sul  contor- 
no di  C)  ogni  parte  qualunque  del  piano,  piccola  anche  quanto 
si  vuole  ma  di  area  diversa  da  zero,  contenuta  tutta  in  C,  e  cui 
appartiene  M  còme  punto  interno,  e  intorno  di  un  punto  N 
del  contorno  di  C  ogni  parte  qualunque  del  piano,  piccola  anche 
quanto  si  vuole  ma  di  area  diversa  da  zero,  contenuta  tutta  in 
C  e  cui  appartiene  N  come  punto  del  contorno. 

78.  La  funzione  u  dicesi  continua  nel  punto  (Xo,  y^  nel 
quale  ha  il  valore  finito  w(Xo,  j/o)»  se,  dato  e,  si  possa  deter- 
minare o  si  sappia  che  esista  un  intorno  e  di  {xq,  yo)»  pei*  t"^*' 
i  punti  (x,  y)  del  quale  sia 

(1  )  I  w(x .  y)  —  u(.ro ,  yoM  <  ^. 

Dicendo  poi  che  /  è  il  limite  di  v[x^y),  quando  ce,  y  con- 
vergono comunque  rispettivamente  verso  o^o,  y©  se,  dato  7,  esi- 
ste un  intorno  e  di  [r^ ,  y^  pei  punti  del  quale  è 

\^{x,y)—l\<a, 

possiamo  anche  dire  che  la  nostra  funzione  u(x,  y)  è  continua 
'^^  (^o>  yo)  se 

]\mu{x,y)z=:\t{xQ,  y^ 
e  so  è  continua  è 

\\mu{x  ,  y)  =  w(ro  ,  yo) 
per  X,  y  convergenti  comnnque  rispettivamente  verso  oc^,  y,,- 
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Quando,  corrispondentemeate  ad  ogni  numero  <7,  non  esiste 
un  intorno  e  che  goda  della  precedente  proprietà,  la  funzione 
dicesi  discontinua  nel  punto  (^o*  Vo)- 

Una  funzione  continua  in  tutti  i  punti  di  un  campo  Cdi- 
dicesi  continua  nel  campo  C 

Dalla  (1)  ricaviamo  in  particolare 

(2)  |w(i»,yo)— w(iro,yo)l<Gr. 

I  punti  {x,  y^  dell'intorno  e  che  compariscono  in  questa 
formola  sono  situati  sopra  la  retta  parallela  all'asse  delle  x 
passante  pel  punto  (Xq»  j/o)-*  ^  vediamo  cosi  come,  dato  C7,  esista 
su  questa  retta  un  intorno  del  punto  {Xq,  y^,  per  tutti  i  punti 
{x,  yo)  del  quale  è  verificata  la  (2),  la  qual  cosa  ci  dice  che 
la  funzione  te(a7,  ^o)  di  a;  è  continua  nel  punto  Xo,  ovvero  che 
la  funzione  u{x,  y)  è  nel  punto  (rj^,  y^  continua  rispetto  alla 
variàbile  x. 

Parimenti  ricaviamo  dalla  (I) 

(3)  \u{X,,y)'-^u{Xo,y,)\<rf. 

la  quale  esprime  che  la   funzione  u{x,  y)  è  nel  punto  (Tq,  y©) 
continua  rispetto  alla  variabile  y. 

Dunque  una  funzione  u(x,  y)  continua  nel  punto  (Xq.  y©) 
è  continua  separatamente  rispetto  a  ciascuna  delle  variabili 
X,  y  ;  ovvero  la  continuità  rispetto  a  ciascuna  variabile  x,  y 
è  condizione  necessaria  per  la  continuità  della  funzione 
nel  punto  (xo  t  yo)- 

Ma  dalle  (2),  (3)  che  esprimono  la  continuità  della  u[x,  y) 
rispetto  alla  x  ed  alla  y  non  ne  segue  la  (1],  ossia  dalla  esi- 
stenza degli  intorni  del  punto  (^o)  yò)  sulle  rette  passanti  per 
esso  e  parallele  agli  assi  delle  x  e  delle  y  pei  punti  rispetti- 
vamente X  e  y  dei  quali  sono  rispettivamente  verificate  le  (2), 
(3)  non  ne  segue  l'esistenza  deir intorno  e  pei  punti  (a;,  y)  del 
quale  sia  verificata  la  (1).  Cosichè  una  funzione  u{x^y)  con- 
tinua nel  punto  (x©,  yo)  separatamente  rispetto  alla  x  ed  alla 
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y  pud  non  èssere  continua  nel  punto  {%,  yo);  ovvero  la  con^ 
tinuiià  rispetto  a  azasouna  delle  variabili  x,  y  non  è  condi- 
zione sufficiente  per  la  coniinuità  della  funzione  nel  punto 

In  segtiito  alla  definizione  data,  la  u[x^  y)  è  continua    nel 

punto  (x^j,  y^)  se,  dato  7,  esìstono  due  numeri  positivi  h,  k  in 
modo  che 

per  i  valori  àx^^  iy^  tali  che 
(5)  IA*ol<A  .  |Ay,|<A. 

L*intomo  e  è  qui  costituito  da  un  rettangolo  i  cui  lati, pa- 
ralleli agli  assi  delle  x  e  delle  ^,  hanno  per  lunghezza  2h  e  2^* 
ed  il  cui  centro  è  in  (a?OT  ì/^- 

Ma  la  (4)  è  verificata  se,  dato  j,  esistono  i  due  numeri  A,  k 
in  modo  che,  pei  valori  ^t^^  \y^  soddisfacenti  le  (5)  siano  ve- 
rificate la  due  disuguagUanze 

1 1  «(j-n  +  Ax,  ,  y^  +  ^y^)  —  u{x^  +  ^x^  ,  f/o)  |  <  ^ 

m      \ 

h u{T^+^T^ ,  yo)  —  u{x^  ,  y^)\<~ 

\  *^ 

oppure  le  altre  due 

I  u{s^  +  ùkx^  y  f/^  -i-  A//,^)  -^  u{t^  *  f/i,  +  A^,)  )  <  — 

(7)     ; 

t «(-^o  .  ^0+  A?/o)  —  u{t^  t  ^fi)  1< ^ 
giacche  le  (6)  come  pure  le  (7)  hanno  per  conseguenza  la  (4), 
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La  seconda  delle  (6)  ci  indica  che  la  u{x,  y)  è  nel  punto 
(^0»  yo)  continua  rispetto  alla  x,  la  prima  ci  indica  non  solo 
che  la  te  è  funzione  continua  rispetto  alla  y  in  tutti  i  punti 
che  hanno  per  ordinata  comune  t/o  ^  1^  cui  ascisse  apparten- 
gono all'intervallo  [xq  —  A,  coo+h),  ma  ancora  che  è  continua 
in  guisa  che,  dato  <7,  esiste  un  numero  k  tale  che,  qualunque 
sia  r  X  appartenente  a  queir  intervallo,  cioè  per  tutti  i  punti 
X  dell'intervallo,  è 

I  u{x  ,  yo  4-  Ayo)  -  w(^ ,  yo)  |<  -J- 

per  |Ayo|<ft.  Questa  proprietà  esprimiamo  dicendo  che  la  u 
è  nell'intervallo  (Xo  —  h,  Xo-hh),  e  per  y=:yo»  funzione  uni- 
formemente  o  equabilmente  continua  rispetto  ad  y. 

In  seguito  a  ciò  possiamo  asserire  che  ad  assicurare  la 
continuità  di  una  funzione  u(x,  y)  in  un  punto  (Xq.  Jo)  basta 
che  in  quel  punto  la  u  sia  continua  rispetto  alla  x  e  che 
esista  un  intervallo  fxo  —  h,  Xo  +  h)  nel  quale,  e  per  y=:yo* 
la  u  sia  uniformemente  continua  rispetto  alla  y;  oppure 
(con  analoghe  considerazioni  dalle  formole  (7))  basta  che  in 
quel  punto  la  u  sia  continua  rispetto  alla  y  e  che  esista  un 
inteì^allo  (y© — k,  yo+k)  ^^^  quale^  e  per  xz=:Xo,  la  u  sia 
uniforTnemente  continua  rispetto  alla  x. 

Queste  considerazioni  servono  spesso  per  dimostrare  più 
facilmente  la  continuità  di  una  data  funzione  in  un  punto. 

Come  esempio  di  quanto  precede  prendiamo  a  considerare 
Li  funzione  u  che  per  a?  =  0  e  y  qualunque  (anche  y  =  0)  è 
zero,  e  per  gli  altri  valori  di  x,  y  è 

y 

u  ZZI  sen  are  tg  -^ 
^  X 

Questa  funzione  è  continua  in  qualunque  punto  che  non  ap- 
partenga all'asse  delle  y.  Infatti,  sia  (x,  y)  un  tal  punto. 
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La  differente 


sen  are  tpf  — ^ sen  are  te  - — 

2seni-(arctg-^-aretg|-)| 


< 

< 


t(' 


2  sen  -^  f  are  t^  -    ,  . 
2     V         ^op  +  Ax 


arctg 


i)i 


are  tg  — ^-r are  tg  -^- 


può  rendersi,  prendendo  |Ax|  minore  di  un  certo   numero  h, 
minore  di  qualunque  numero  prefissato  7,  giacché  la  funziono 

arctg —  é  continua  rispetto  ad  a:,  come  può  facilmente  rico- 

laoscersi.  Dunque,  intanto,  la  w  è  nel  punto  (a?,  y)  continua  ri- 
spetto  alla  x. 
Inoltre 

D  =:   sen  are  tg  - — r^  —  sen  are  tg      -—  ' 


x-\-àx  ^  ^+Aa?| 

2sen  i-  fare  tg  ^^  -  are  tg  —^\\ 
^y(x  -h  Ax)  I 


2_ 

2 


2 sen  -^  arctg 


(x  +  Aa7)*+y(if  +  Ayj| 


arctg 


A,v(a;-f  Aa?) 


< 


(x  +  Aa;)«  -f  y(2/-f  Ay)|  ^  |(a?  +  A,t)*  -h  y(y  4-  Ay)i 


Ay(a?-f  Ax) 


Ajy(a;-f  Ax) 


y(y-^%) 


|Ay|(|rr|-f  lAo-D 

-  Iyl(|yl-I^y|) 
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Ora  si  prenda  \^x\  minore  di  un   numero  qualunque  po- 
sitivo h;  sarà 

p^    \^i/\(\x\-^h) 

che  può  rendersi  minore  di  qualsiasi  quantità  assegnata  i  pren- 
dendo \^t/\  minore  di  un  certo  numero 


a?|-f  A-ha|jf| 


e  ciò  per  qualunque  valore  di  oo-hAx  appartenente  all'intervallo 
(x  —  h,  aj-f  A). 

La  ti  è  adunque  uniformemente  continua  in  quell'Inter- 
vallo  rispetto  alla  y.  Quindi  la  t6  à  continua  nel   punto  (x^y). 

Nel  punto  (0,  0)  la  w  è  continua  rispetto  alla  a?  ed  è  pure 
continua  rispetto  alla  y,  perchè  lungo  tutto  l'asse  della  x  e 
lungo  tutto  quello  delle  y  la  w  ha  sempre  il  valore  zero;  ma 
non  è  continua  nel  punto  (0,  0)  rispetto  a  tutte  e  due  le  va- 
riabili. Infatti  posto 

a)=zpcos(f  ,  y  =  |5sen9  » 

da  cui 

i   y 

are  tff  -=^  =  Q> 
^    X 


avremo 

=  I  sen  ff  I 


sen  are  tg  -^^ 0 

00 


e  sen  9  può  prendere  tutti  i  valori  da  — la  -fi  e  ciò  in 
qualunque  intorno  comunque  piccolo  di  (0,0).  Non  esistendo, 
dunque  alcun  intorno  di  (0,0)  nel  quale  la  precedente  espres- 
sione si  mantenga  minore  in  valore  assoluto  di  qualunque  nu- 
mero dato  a,  la  u  è  discontinua  nel  punto  (0,0). 

Si  riconosce   inoltre  che  la  t«  è   pure  discontinua  in   tutti 
i  punti  dell'asse  delle  y  perchè  avendosi 


f  k^  ■  V^^  *•     ■  :  .-^  ' 
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lim  sen  are  Ig  —  =  1 
lim  sen  are  tff  —  n:  —  r 


lira  sen  are  tg  —  =i —  1 

:  .y<o 

lim  sen  ar  e  tg  —  zn  1 


la  M  è  discontinua  rispetto  alla  r,  per  oc  =::0,  qualunque  sia  y 
(escluso  y  =  0)e  quindi  non  può  essere  continua  rispetto  alle 
due  variabili  (x,y). 

Da  questo  esempio  vediamo  ancora  come  vi  siano  delle 
funzioni  discontinue  in  tutti  i  punti  di  una  linea. 

79.  Se  x,^,j3r  indicano  tre  variabili  indipendenti,  usando  la 
nota  rappresentazione  geometrica  per  la  quale  ad  ogni  sistema 
di  valori  per  x^y^z  corrisponde  un  punto  dello  spazio,  si  pren- 
da a  considerare  un  campo  C  di  valori  costituito  dai  corri- 
spondenti punti  di  uno  spazio  limitato  da  una  o  più  superficie 
che  ne  formano  il  contomo.  Per  esempio  lo  spazio  racchinso 
da  una  sfera  (cioè  i  valori  x^y^z  che  soddisfanno  alla  (x — àf 
-ffy — a)*-f  (z— c)'<r',  ove  a.bjC  sono  le  coordinate  del  centro 
ed  r  il  raggio  della  sfera),  lo  spazio  esterno  ad  una  sfera  (cioè  i 
valori  ar,y,^  che  soddisfanno  alla(x-a)*4-(y— 7)*-h(;s— c)*>?^), 
lo  spazio  limitato  da  due  sfere,  da  un  ellissoide  e  simili. 

E  diciamo  che  w=u(x,//,2)  è  funzione  di  x,i/,z  pei  valori 
0  pei  punti  d'un  campo  C  (il  contorno  incluso),  quando,  ad  ogni 
sistenaa  di  valori  cui  corrisponde  un  punto  del  campo,  corri- 
spondono uno  o  più  valori  determinati  di  u. 

Le  funzioni  che  considereremo  si  supporranno  essere,  o  ri- 
dotte ad  essere,  univalenti. 

Chiamasi  intorno  di  un  punto  M  interno  a  C  ogni  spazio 
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qualunque,  pìccolo  anche  quanto  si  vuole  ma  di  volume  diverso 
da  zero,  contenuto  tutto  in  C  e  cui  appartiene  C  come  punto 
interno,  e  intorno  di  un  punto  N  del  contorno  di  C  ogni  spa- 
zio qualunque,  piccolo  anche  quanto  si  vuole  ma  di  volume 
diverso  da  zero,  e  cui  appartiene  JV  come  punto  del  contorno. 
La  u  dicesi  continua  nel  punto  {x^^Vq^z^  di  C,  nel  quale 
ha  il  ydXove  finito  uir^^y^^z^  se,  dato  <j,  si  possa  determinare 
0  si  sappia  che  esiste  un  intorno  del  punto  {Xa^y^  z^  per  tutti 
i  punti  [x.yyZ)  del  quale  sia 

I  w  (a^,  y,  z)  -  u  {Xo,  Vo.  ^o)  I  <  ^• 

Passando  ora  al  caso  generale  di  un  numero  qualunque  n 
di  variabili  indipendenti  ar^Xj,  ...ac^.  suscettibili  di  assumere  cia- 
scuna tutti  i  valori  reali,  si  suole  chiamare  spazio  ad  n  di- 
Tiiensioni  l'insieme  n  volte  infinito  dei  sistemi  di  valori  che 
possono  assumere  queste  variabili,  e  dire  che  ad  ogni  sistema 
(iP„  cTj, . . .  a;„)  corrisponde  un  punto  di  questo  spazio.  Si  chiama 
campo,  in  questo  spazio  ad  n  dimensioni,  l'insieme  dei  punti 
che  si  ottiene  limitando  con  qualche  legge  la  variabilità  dello 
variabili,  per  esempio,  il  campo  pel  quale  Xi*+a?2*-f.  ..4-^n*<*'S 
quello  per  cui  x^  -{■  x^^  ■¥  »  -  *-^  Xn>f^,  o  quello  pel  quale 

ai*      a«*  a„*  - 

e  simili. 

La  uzzzu(x^,X2,.*Xi^  dicesi  funzione  di  u  nel  campo  C, 
quando  per  ogni  punto  del  campo,  corrispondono  per  la  u  uno 
0  più  valori  determinati. 

Le  funzioni  che  considereremo  le  supporremo  anche  qui 
essere,  o  ridotte  ad  essere,  uni  valenti. 

Chiamasi  intorno  di  un  punto  {cCi^,oc^,..Xn)  di  C  l'insieme 
dei  punti  appartenenti  a  C  e  pei  quali  x^  è  compreso  tra 
^1^ — hi  e  6Ci®  +  Ai,^8  ivdiX^  —  hi  e  Xj'*  f //j , . . .  x,^  tra  .r„® — h,^ 
e  Xn-^-hn  dove  le  h  sono  numeri  qualunque  positivi  e  diversi 
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da  zero,  che  potranno  essere  arbitrariamente  piccoli.  (Per  non 
entrare  in  troppi  particolari  ci  limitiamo  a  definire  solo  questa 
speciale  classe  di  intorni,  il  che  ora  ci  basta). 

La  u  =  u(a?i,irt..a?J chiamasi  continua  nel  punto (arl^,a?J^..a?^°) 
ove  ha  il  valore  finito  u(Xi^ ,x^ ,,.x,^)  se,  dato  a,  si  possa 
determinare  o  si  sappia  che  esista  un  intorno  di  quel  punto, 
per  tutti  i  punti  (^r. ,r,,..a:J  del  quale  sia 

\u{x^  .x^,...x^)  —  u[x,\x^\  ...Xn^)\<o. 

Per  le  funzioni  a  tre  o  a  più  variabili  si  potrebbero  fare 
ora  considerazioni  analoghe  a  quelle  che  abbiamo  fatte  nel 
precedente  numero  per  le  funzioni  a  due  sole  indipendenti. 

80.  Ritornando  ora  a  queste  ultime  funzioni ,  sia  la 
uz=zu{x,y)  finita  per  tutti  i  valori  delle  variabili  che  occorrerà 
desiderare. 

Lasciando  invariato  y,  si  dia  ad  x  un  aumento  \x  e  si  in- 
dichi con  \^u  il  corrispondente  aumento  della  u,  cioè 

A^w=w(x  + Ax  ,  y)~u[x  ,  y). 

Il  limite  del  rapporto 

J^cpU  _  itjx  -f  Ax  ,  y)  —  it(x  ,  y ) 
Aa?  àx 

per  A;r  convergente  comunque  a  zero,  quando  è  determinato 
e  finito,  chiamasi  la  derivata  parziale  di  u  rapporto  o  ri- 
spello  ad  X  nel  punto  (x,  y)  e  si  indica  colle  notazioni 

.    /  N      TA  TX       /  .       dU        duiXyV) 

w«  ,  Wx(^  ,  y) ,  D«w  ,  UMo^  '  ^)  '  d7  '     Dx 

usando  negli  ultimi  due  simboli  la  forma  D  invece  della  d  della 
lettera  d. 

Se  il  limite  è  4-  oo   o  —  oo   diciamo  che  la  derivata  par- 
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ziale  di  u  rapporto  ad  x  è  infinita  e  determinata  di  segno  nel 
punto  {07,  y). 

Si  vede  subito  che,  per  ottenere  la  derivata  parziale  rap- 
porto ad  X  si  attribuisce  alla  y  il  valore  fisso  y,  ottenendo  co&i 
la  funzione  u{x,  y)  della  sola  x,  della  quale  si  determina  la  de- 
rivata nel  punto  x. 

Lasciando  poi  invariato  x  e  dando  ad  y  un  aumento  ^y, 
cui  corrisponda  per  u  l'aumento  l^yU,  il  limite  del  rapporto 

AyU  _u(j:,y4-Ay)  — ^(a?,y) 
Ay  ~  "  Ay 

per  Ay  convergente  comunque  a  zero,  quando  è  determinato  e 
finito,  chiamasi  la  derivata  parziale  di  u  rapporto  o  rispetto 
ad  y  nel  punto  (x,  y)  etc.  e  si  vede  subito  che  tal  derivata 
ottiensi  supponendo  fisso  x  e  derivando  la  funzione  v{x^  y) 
della  sola  y.  Questa  derivata  la  si  indica  colle  notazioni 

Per  calcolare  le  derivate  parziali  rispetto  alla  x  ed  alla  y 
non  occorre,  come  à  chiaro,  stabilire  nessuna  nuova  regola. 


Esempi. 


1)  uz=.as^nx  cosy  +  Jcoso;  seny 


dU  -, 

— =  a  cosa?  cosy  — Jsenx  seny 

Ox 


r^3z— asena?  seny  +  Jcosa?  cos  y 

^y 


m 


8ji  u^é 


Ow  2x 


«reseti  (=c*— y*j 


3x       |/l_(;c*_y')' 


^ATC  3*Q{it*— l^^l 


pei  valori  d*jp,  y  pei  quali  |x* — ^y'l<l 

si  ottìeDe  per  jf,  t/  non  entrain bì  zero 

3i*  X  du  y 


dm       \/x^^i/  '  ^y       l/ic'  +  j^'' 


per  a?=:0,  y=^0  le  precedenti  espressioni  non  hanno  più  si- 
gnificato. Dovremo  quindi  calcolare  direttamente  le  derivate 
parziali  nel  punto  {0,  0);  avremo  così 


;         :=  hm  -^^ r- ^ =  lim  -—^zl 


3y         Av^  .4y  Ai^  ^y 


#  M  =  l0gtg  — 
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(a:,  y  diversi  da  zero  e  tali  che  tg  —  sia  positiva) 
£  Abbiamo: 

I:  

fj  Ox  X  X  2x 

^  y  sen  —  cos  —      y  sen  — 

A.  y       y  y 

r*  du  X  2x 


Ou  1 


^^  .  Of/  ^        X  X  .       2x 

}\:.  ^  y*sen — cos —  y*sen  — 

|:  5)  Sia  la  funzione  tc{x,  y)  che  per  a^=0  e  y  qualunque  (an- 

1"  che  zero)  è  uguale  a  zero  e  per  x  diversa  da  zero  è 

h  u{x,  y)  =  a?arctg  -^. 


Per  X  diverso  da  zero  abbiamo 


Dw  ^     y  xy         Zu  a? 


e  per  xzzzO 

-^  /A     X  (0-f  Aa?)arctg7r-^^T 0 

— r =  hm r 

OX  ^a:=0  ^X 


z  lira  are  tg  -^ 


Questo  limite  se  y  >  0  è    -^  per    Aa?  n:  +  0  e ^    per 

Aa?=:r— 0,  e  sey<0  è  —  "o-  P^r  Aa7  =  +  0  e  -^  per  Aa?  =  -0. 


Il» 

Se  y  =  0  il  limite  è  zero,  comunque  converga  a  zero  Aar,  Quindi 
per  ic^zO  B  y  diverso  da  zero  la  nostra  funzione  non  ammette 
derivata  parziale  rispetto  ad  m,  e  per  x==0,  y^=0  ammetto 
questa  derirata,  che  ha  ivi  il  valore  zero. 
iDolti^e 

cioè  la  derivata  parziale  rapporto  ad  x  per   a?^0  è   sempre 
imo.  ,.      , 

81  11  prodotto  —  ^x  ossia  u>  Aa;  si  chiama  differenziale 

parziale  di  u  rapporto  ad  x  e  lo  si  indica  con  d-^i*;  il  prò- 

dotto  -r—  ^s  ossia  u^ùkif  differenziale  parziale  di  u  rapporto 

od  7  e  lo  si  indica  con  d^u.  La  loro  somma  si  chiama  il  diffe-^ 
renziale  totale  dì  u  e  si  ìndica  con  du,  cosichè 

In  particolare  se  u=^u{Xy  y)  :=:£t'  si  ha  r —  =r  1,  —  z:i  0  e  quin- 
di d^^^;3?=dar,  6  se  u^zu{x,f/)^=y  si  ha  —  =  0,  —  =1 

e  quindi  d^y:=dy^^ày. 
Possiamo  dunque  scrivere 

du-=z  -—  dx  -ir  T—  du 
3x  dy     ^ 


^x  ^         dy 


djJU^^-^  dx,      dyUz-i:^^  dy 


la 
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• 

dalle  quali 

daU  dU 

dx        dx 

dyU  _  du 

cosichè  le  notazioni  r—  e  —   si   presentano,   non   solo  sotto 

l'aspetto  di  simboli  che  ci  indicano  le  derivate  di  u  rapporto 
ad  a?  e  ad  y,  ma  ancora  come  veri  e  propri  quozienti  di  dif- 

ferenziali,  badando,  che  il  Dw  numeratore  del  r—  è  il  diflFeren- 

dX 

ziale  di  u  rapporto  ad  x  e  quindi  diverso,  in  generale,  dal  Zu 
numeratore  del  r—  che  è  il  diflferenziale  di  u  rapporto  ad  y, 

oX 

e  diversi  entrambi  dal  dv,  differenziale  totale. 

82.  Dimostriamo  ora  il  seguente  teorema,  che  esprìmendo 
pel  differenziale  totale  una  proprietà  analoga  a  quella  del  dif- 
ferenziale delle  funzioni  di  una  sola  variabile  indipendente, 
giustifica  e  spiega  la  denominazione  di  differenziale  totale  data 
alla  espressione 

Se  per  i  punti  d'un   campo  C  la  u  e  le-r—  ^  —  sono 

continue,  pei  punti  intemi  di  G  il  An  e  l' aumento  Au  che 
subisce  u  gìmndo  x  e  y  si  aumentano  di  Ax  e  Ay  differi- 
scono fra  loro  per  infinitesimi  di  07^dine  superiore  al  pri- 
mo, se  Ax,  Ay  sono  supposti  infinitesimi  di  primx)  ordine. 
Infatti  abbiamo 

^u:=zu{x•\^'^y  ,  y  4.Ay)— w(a? ,  y) 
(1)  =w(a?  +  Aa;,y  +  Ay)  — w(a:,y  +  Ay) 

+w(a?,y-f-Ay)— w(a?,y) 

dove  Ao?,  Ay  li  supporremo  tali  che  i  punti   (fl;  + Aa;  ,y4- Ay) 
appartengano  a  (7. 
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Ma 

tt(a?  +  Ax  ,  y  +  bky)  —  u{x  ,  y -f  Ay) 

è  l'aumento  che  subisce  la  u{x ,  y  +  Ay),  considerata  come  fun- 
zione della  sola  x^  quando  x  si  aumenta  di  A:r;  applicando 
quindi  la  formola  del  n.  72,  il  che  può  farsi  per  le  supposizioni 
contenute  nell'  enunciato  del  teorema ,  abbiamo 

«(0?  +  Ax ,  y + Ay)  —  v{x  y  y+ày) 

(2) 

=  Aa?te'a,(«  -f  5Afl? ,  y  -f  Ay) 

essendo  0<5<1. 

Inoltre  la  derivata  rispetto  ad  oc  essendo  continua,  avremo, 
comunque  convergano  a  zero  Ao? ,  Ay, 

(3)  limu'aix  -f  5Aa; ,  y  +  Ay)  =  u'„{w,  y)  =  ^ 


e  quindi 


Su 
u'a:{x'\-  0^x,y  +  Ay)=z  —  -f  a 


essendo  a  infinitesimo  con  àx,  Ay,  e  la  (2)  diventa  perciò 

Oh 

(4)  u{x  +  ^1/,y  +  ^tf)—u{a,y  +  ^y)=—  Aai  +  aAa?. 

Di  più,  essendo 

u(s,y  +  ày)—u{x ,y)_,(„  , ._ ht 
lim — —  Uy{x,  y)—  1— , 

è 

(5)  u(a;,y  +  Ay)  — w(x,y)=:  — Ay+/3Ay, 


14^ 

dove  ^3  ìndica  una  quantità  infinitesima  insieme  a  A^. 
In  virtù  delle  (4),  (5)^  la  (1)  ci  da 

zz:rfw4-«Aa;-f /3Ay, 

la  qual  formola  dimostra  il  teorema. 

Chiameremo  questo  teorema,  il  teorema  sul  differenziale 
Male. 

83*  Esaminando  attentamente  la  precedente  dimostrazione 
si  scorge  di  leggieri  come  le  condizioni  poste  nell'  enunciato 
del  teorema  siano  esuberanti  per  condurre  la  dimostrazione 
stessa,  e  come  questa  possa  sussistere  supponendo  per  la  fun- 
zione condizioni  assai  meno  restrittive. 

Ed  infatti  si  osserverà  come  per  poter  stabilire  la  formola 
(2)  basta  solo  che  la  u{x,  y)  sia  continua  rispetto  ad  x  ed  am- 

metta  la  derivata  t—  finita  o,  se  infinita,  determinata  di  segno, 

per  tutti  i  punti  d' un  intorno  e  di  {x,  y),  supponendo  allora  Aa?, 
Ay  già  tanto  piccoli  chei  punti  (0?  + Aa?,  y  +  Ay)  appartengano 

air  intorno  e. 

Per  stabilire  la  (3)  basta  che  la  z —  sia  continua  nel  solo 
punto  (a;^  y),  e  per  stabilire  la  (5)  basta  la  esistenza  della  de- 
rivata finita  — -  nel  solo  punto  {x,  y). 

Osservando  in  fine  che  in  luogo  della  (1)  possiamo  scrivere 

àu  =  u{x  -f  AtB  ,  y  -f  Ay)  —  u{x  -f  Aa; ,  y ) 
+  u{x-\r^X  ,  y)  —u{x  ,  y) 

e  partirci  da  questa  per  fare  la  dimostrazione  del  teorema,  si 
vede  come  possano  scambiarsi  tra  loro  le  condizioni  cui  basta 
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che  sofldisfacciano  - —  e  -;—  ,  percliè  abbia  corso  una  dimostra* 

ziouQ  analoga.  Da  tutto  questo  si  scorge  cornea  Affinchè  per 
la  u(x,  y)  aòbta  luogo  nel  punto  (x,  y}  il  teorema  sul  dif- 
ferenziale totale  basta  che  la  u  aia  continua  rispetto  ad  % 
io  ad  r)  in  un  intorno  di  (x,  y),  ammetta  nel  punto  (x,  y)  Ir 

Oh       t)u  Dii/  Ou\ 

derivata  parziali  fimie  —,  —,   e  la  r —  yo  la  —\  esista 

e  sia  finita  o,  se  infinita^  determinata  di  segno,  in  tutti  i 
punti  di  queir  intorno  e  sia  continua  in  (x,  y). 

83.  Per  le  funzioni  u  (x,t/,z)  di  tre  variabili  indipendenti 
e  in  generale  per  le  funzioni  w(a*i,a78. .  .a;„)  di  n  variabili  in- 
dipendenti valgono  considerazioni  analoghe  a  quelle  svolte  ne- 
gli ultimi  numeri.  E  cosi  avremo  le  derivate  parziali  rapporto 
alle  variabili  iCi,X2»--^n 

du      du  du 


dUi    '    OXj  '  *  "  *    dXn 

ottenute,  la  prima  considerando  le  ^Tg.a^j, ..o;^  come  costanti  e 
derivando  la  u{x^,Xi,  .,XJ^)  rapporto  alla  jr,,  la  seconda  consi- 
derando le  Xj,  a-g, . . x^  come  costanti  e  derivando  la  «(arj, a?2,  ..i^n) 
rapporto  alla  arg,  ecc.  ;  i  differenziali  parziali 

e  il  differenziale  totale 

du  =i  da;^u  -f  do,^u  -f . . .  +  d^^u 

che,  essendo   anche  qui   dx^  =z  àx^  ,  dxz  =  àxz , . . .  dx,^z=:  ^x,^ , 
può  scriversi 

,        ùu    j        du     j  du     , 

du=:T—  dxi  4-  :r—  rfa;^  + . .  .-f  - —  dx,,. 

OXi  DTg  doc,^ 
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E  si  potrebbe  pure  dimostrare  che,  ammesso  la  w(^i,a?2,..a?^) 
soddisfaccia  a  condizioni  analoghe  a  quelle  cui  si  suppone  sod- 
disfaccia la  u{x,y)neì  due  ultimi  numeri,  ha  luogo  il.  teorema 
sul  differenziale  totale. 

84.  Per  formare  il  differenziale  totale  della  somma,  del 
prodotto  ecc.  di  più  funzioni  di  un  numero  qualunque  di  va- 
riabili indipendenti,  valgono  le  stesse  regole  dimostrate  per  il 
differenziale  delle  funzioni  di  una  sola  variabile  indipendente. 
Cosi  se  te,  Wi,  t^8, . .  w,»,  v  indicano  funzioni  di  a?i,  0:2»  •  •  JPn  avremo 

;  —  udv 


La  dimostrazione  di  queste  formolo  essendo  molto  semplice, 
ci  limiteremo  a  dimostrare  l'ultima.  Abbiamo  per  questa 


dXi  dX^  dx. 


n 


dU  dV  dU  èV 

•-r U-r V— U- 

dXi  DX^      .       ^         dXi  «^^8     j         . 

— - — j dx^  H -2 — j L  do)^  -f . 


dX^  dx„     , 


t^dw  —  udv 


v"" 


Così  pera  se 


u=u(0)  ,  D=t?(jri ,  a?i,...x„) 


aTremo 


im 


(1) 


duz=:u-(v)  di? 


dove  con  u'(r)  si  intende  la  derivata  della  u  rapporto  alla  i? 
considerata  come  variabile  indipendente].  Abbiamo  infatti. 


ma,  poiché  derivando  rispetto  alla  Xi  le  altre  variabili  le  con- 
sideriamo come  costanti,  possiamo  applicare  la  regola  di  deri- 
vazione delle  funzioni  di  funzione  di  una  sola  variabile  e  si 
ottiene  cosi 


du  .,  V    Di? 


ed  analogamente 


Ov 


^x^  ' 
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cosichè  la  (2)  diviene  appunto 


du  =  u^(v)  (  — ^  dXi  4-  -—  docj  "f . .  -f-  ' —  dxA = u'{v)  dv. 


Cosip  ad  esempio,  se  tcr=arc  tg  -^  (pei  valori  d'a:,  y  diversi 

ce 

da  zero),  porremo  v=:-^-,  ed  allora  w=:arc  tg  v,  per  cui 

,  1       ,  3C*      ,/.v\         ir*     xdy  —  ydx 

1  ^  t?*  a:*-f  J/*      \  a;  /       ^4-y*  a;* 

dgdy  —  f/dx 

Abbiamo  inoltre  il  teorema: 

Se  pei  punti  d^un  campo^  C  la  funzione  u(x,,X2,..xJ  si 
riduce  ad  una  costante^  é  du=:0  in  C;  e  se  du=:0,  la  fun- 
zione è  costante  in  C. 

Infatti  se  uzz: costante,  abbiamo 


dXi  dX^  dx'n 

e  quindi  d«  =  0. 

Se,  reciprocamente,  duznO  cioè  se 

poiché  tra  dxy,dcc^j..dxn^  che  possono  considerarsi  come  au- 
menti arbitrari  delle  variabili  indipendenti  a?i,a'2f^ni  non 
deve  perciò  esistere  alcuna  relazione,  dovrà  la  eguaglianza  (3) 


ridursi  ad  identità,  cioè  dovrà  essere 

(4)  Ì!i-  =  0,Ì1^  =  0,...Ì^  =  0. 

Possiamo  anche  dire  che,  la  (3)  dovendo  sussistere   qua- 
lunque siano  le  dx^^dx^,.,dxn,  possiamo  prima  porre  dx^  di- 

verso  da  zero  e  dT^z^dx^=,  .zndx^^iizQ  e  si  ha  -r —  =  0;  poi 

dw^  diverso  da  zero  e  dx^  =  dx\  = . .  =  dcò^zz:  0  e  si  ha  -r —  =  0, 

e  cosi  di  seguito. 

Le  (4)  ci  dicono  appunto  che  la  w  è  costante  nel  campo  C. 

Osserviamo  in  ultimo  che  se,  usando  un  certo  procedimento, 
si  trova 

du  =  Vidx^  +  I'idX2'i'...-¥V^dx^ 

pei  punti  d'un  campo  C,  potremo  concluderne  che,  pei  punti 
di  C, 

giacché  la  uguaglianza 

rfw  =: Pi  cfa?!  4- Pj rfa:2+ . . .  +  P,^ rfir„ 

dovendo  essere  una  identità,  devono  appunto  aver  luogo  le  (4). 
Cosi,  ad  esempio,  avendo  trovato  precedentemente 


y  xdy  —  ydx 

X  x*-^y^ 


rfarctg^zi: 


t- 


Ì54 
ne  dedurremo  subito  che 


Le  considerazioni  svolte  servono  anche  per  l'effettivo  cal- 
colo dei  differenziali  totali,  dai  quali  si  ricavano  poi  subito 
anche  le  derivate  parziali. 


Esempi. 


1)  Sia 


Posto 
(a)  t?  =  a;*— y*-f-2fl?y 

per  cui 

applicando  la  formola  (1)  abbiamo 

du  =2  — =•  dv 

_^xis?'hy^)dx-hy(x^—y^  dy 
]/x*—y*'\-)iw^y' 

e  da  questa 

aw  _  ___2x(^j/*) du  _       2y{x^  —  y^) 

dx  ~   I/o?*  — y*-h2xy    '  ^y  ~  [/x'—y'-h2xY 

Notiamo  che  in  pratica  si  ometterebbe  la  posizione  (a)    e 
si  passerebbe  senz'altro  a  calcolare  il  du,  facendo  mentalmente 
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qaeJIa  posizione,  ossia  considerando  a:*  —  p*+2ic^tf^  come  una 
Tàriabile  sola^  ed  applicando  poi  la  (1).  E  si  procederebbe  ana» 
lo^meattì  ia  altri  casi  soraplici  come  questo. 


^ 

u  = 

=  arcsen 

X 

— y 

jr 

+  y 

Si  ha  subito 

r 

du=  *  +  '^ 


__  x^y  (^  +  y)(f/a?—  rfy)  — (jr  —  f/){dx  +  rfy) 

e  quindi  ancora 

—  ~—L-  \/lF     *^^^'  —  ,■■     ^      l/^ 

3)  i*  5=  log  tg  \/^TVTz' 

du  =  — 7- ~ —         ■    --  ^  fil/x'  +  ^'H-Js* 

tg|/a;*+  3^^  +  5'  cosV^^+S^  +^* 

I'  xdx-k-ydtj-\-zdz 

^_  Trfa?  4  i/rfv  4-  ^r/^ 
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du 

2x 

dx 

[/x^+if  +  z^sea  2|/x*  +  y*+z* 

du 

_                         2y 

3y 

\/af  +  / + -s*  sen  21/a;'  +if  +  z* 

du 

_                           2z 

<^^  |/^'-f 2/'--f 2*  sen 2|/x*TyHrr^ 

4)  t^  =  (a:*  +  J/'  +  ;3:*)*+^+^ 

Si  ponga  x^  +  y^  +  2^=t?,  a?-fy  +  -;j=i:  i(7  ed  allora  uzzzv^^  da 
cui  ìogii^zivlogv  e  quindi 

—  =  rft(?  log  t;  H dt?, 

duzizv'^'^  (dio  log i;  H dv\ 

dalla  quale  [si  ricavano  anche  subito  le  derivate  parziali  - — , 

vX 
du        du 

dy    '  'Jz' 


•i.ifp.   * 
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Esercizi. 

Si  calcolino  le  derivate  parziali  o  il  differenziale  totale 
delle  seguenti  funzioni,  pei  valori  delle  variabili  pei  quali 
hanno  valore  determinato. 


1.  u= -— --farcsen h  V 

^  y       ^ 


UZZI  — :^  +  are  tg  -^ 


t«  =  log 


X — |/x*  —  y 


2 


wnzarctg  -^ 

^  1— ri 


w  =  are  sen 


xy 

x-hy 


|/l  +  a?^+y«-fa?V 


^     2x'¥y  "  x^y 
i^  =  arctg  ^i jT 't 

uz=:\o^^y  +  \o^yX 

.       x-hy-hz — xyz 

Mirrare  tg  -; ^ — 

°  1 — xy — xz  —  yz 


u--^ 


10.  «=(2)"* 


158 


11.  M  =  f(a.TC  sen     .        ^  ^ 

12.  M=i:e  ^  '     tg  ave,  san  '^  ^ 

1 


13.  «= log  sen* 


14.  u=:f{axyz  +  bt/+ci!?) 

15.  «=:/Ilogtg»(ic*+y*)]  Pf ) 


16. 


17.  La  funzione  wzz(/a?*-hy*  soddisfa  nel  punto  (0,  0)  alle 
condizioni  sufficienti  perché  si  possa  ad  essa  in  quel  punto  ap- 
plicare il  teorema  sul  differenziale  totale? 

18.  Si  risponda  alla  stessa  domanda,  relativamente  al  punto 
{a:=l,  y=0),  per  quella  funzione  u  che  pei  valori  di  y  di- 
versi da  zero  è 

e  per  y=iO  è*(a-fJ)a?. 

19.  Si  risponda  alla  stessa  domanda,  relativamente  al  punto 
(0,0)  per  la  funzione  u,  che  per  x  diverso  da  zero  è 

y 

wzuarsenarctg-^ 
e  per  «=:0,  e  y  qualunque  (anche  y=0)  è  uguale  a  zero. 


Le  deriyate  parziali  o  dilTerenziali  totali  richiesti  sono: 


yl/f—X^ 

xdy  —  tfdm 


%  duz=zxdx+ydy-^ ^——^ 

X  -t  y 


^.  d«=2'^^^-^^^^ 


4 


,  dx  dy 

1  +  a;*      ì-ìry^ 


'Si  spieghi  questo  risultato^  o  h.>  si  trovi  trasformaudo  pri- 
ma eonvenientemente  la  u. 

5.  du-^^^     ^^- 


Si  spieghi  ecc. 

ì  ^  x^      l-t  y^ 
Sì  spieghi  ecc. 


^^  37  ^  ^  ^'^^^^  ~  *^^^^  '*^^"^^' 


^  =  —   (ItJgo.^  —  lOg^^  log.Cj 


j  dx  dy  dz 


1  +  a;-      1  +  (/'  '   1  +  a« 


M       Ké 


IGO 


Si  spieghi  occ. 


du^~^^  dz+e'x  ^^y-y^ 


v^ 


■>j-«« 


{x*+y*)i 


10. 


3u 


^  —  {zyy^Xo^yXo^z 


^=rt=)'-- 


11. 


,        ,.,/            k  a;'  -  y*  \  4^2 (ycte  —  .rrfy) 
du  ;=  /  '(  are  sen  '^  .        "    I  , .  ' 


1 2.  rf«  =1/2  (yrfx  -  a;rfy)  /("*  **  f-) 


\r(io8iBf) 


l/2tgarcsen 


l/x"  +  y* 


«'  sen  2  — 


(j^^+i/'J^a^'-y* .  cos*aro  sen  y^*  —  t/'^ 

i/af-i-y' 


1:j.     rfir      -rnf  ^    ^       ^  ^     ;r.c^.  +  Mx,+...+a;„rfa:, 
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14.  duz=:  f{flxyz  4-  h\f  -f  cz^)  \ayzdx  +  [axz  4-  2by)  dy 

^{axy-^2cz)dz\ 

15.  d«  =  8F( ^ )  Alogtg«(a;«+y*)]  -^^±^, 

Vsent/  —  cosjj/  '  *•   "^  °  ^        ^  '^  sen2(a?'+y*) 

-he*Alogtg*(a:«  +  y*)]  fY ì 

-T-     ^L    e-Bv     -T-cf/j      \sgjjy  —  cos;?/ 

(sGQ  y — co%z)dx — cosydy  —  sen  zdz 
(seuy  —  cosz)^ 


-r* 


17.  La  u  non  soddisfa  alle  condizioni  richieste  perchè  né  Tuna 
uè  l'altra  delle  derivate  parziali  rapporto  ad  a?  e  ad  y  nel 
punto  (0,0)  è  continua  in  quel  punto.  Lo  si  provi. 

18.  La  -r—  è  discontinua  nel  punto  (1,0)  e  la  -^r^ —  è  infini- 

dx  ^y 

ta  nei  punti  (l  +  £,  0),  quindi  in  punti  di  qualunque  intorno 
del  punto  (1,0)  e  non  è  perciò  continua  nel  punto  (1,  0)  ove 
ha  il  valore  e. 

19.  Le  derivate  parziali  nel  punto  (0,0)  non  sono  continue. 

11 
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Derivazione  delle  funzioni  composte  con  una  o  più  fun- 
zioni di  una  o  più  variabili  indipendenti 

85.  Siano  u=:u(x),  v  =  vix)  due  funzioni  di  x  in  un  certo 
intervallo  {a,b).  Ad  ogni  coppia  di  valori  di  u,v,  corrispon- 
denti ai  punti  di  (a,  J),  supponiamo  che  corrisponda  un  valore 
di  un'  altra  variabile  z,  che  sarà  così  funzione  di  «,  v  per  quei 
valori  di  queste  variabili,  zz=zz{u,v).  La  z  sarà  ancora  perciò 
funzione  di  x  nell'intervallo  (a,  J),  che  indicheremo  con  z=^z{x\ 
e  che  si  chiama  funzione  di  x  composta  per  mezzo  di  te,  v. 
Ci   proponiamo   ora   di  vedere   quando  esista   e   come   possa 

dz 
determinarsi  la  --t—  nel  punto  x  di  (a,  b). 

Abbiamo  a  tale  scopo  il  seguente  teorema: 

Le  funzioni  u  (x) ,  v  (x)  nel  punto  x  ammettano  le  deri- 

.    ^   .,      du       dv 
vate  finite  -r—  ,  -j—  . 

Riguardando  le  u,  v  come  variabili  indipendenti,  la  z 
sia  funzione  di  esse  pei  punti  d'un  intorno  e  del  punto 
(u,  v)  (nel  piano  rappresentativo  delle  variabili  u,  v)  nel 
quale  intorno  supponiamo  abbia  le  proprietà  richieste  per 
applicarle  in  quel  punto  il  teorema  sul  differenziale  totale. 

Allora  la  z  ammette  in  x   la  derivata  finita-^  duta  dalla 

formola 

dz  _  dz  du      dz  dv 
dx       du  dx'^lv  dx 


Infatti,  indichiamo  con   àx  l'aumento  di  Xy  con  Au,   At?, 

Ajj  i  corrispondenti  aumenti  di  w,  v,  z.  Ci  proponiamo  di  ve- 

àz 
dere  se  esiste  e  qual  è  il  limite  di  -- —  quando  àx  converge 

ìaX 


I 
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a  zero.  Possiamo  quindi  supporre  ^x  già  tanto  pìccolo,  in  va- 
lore  assoluto,  quanto  si  vuole.  Le  funzioni  t*,  v  essendo  con- 
tinue in  X  poiché  ivi  ammettono  derivata  finita,  \u  e  Ai?  po- 
tranno rendersi  numericamente  piccoli  quanto  si  vuole  pren- 
dendo àx  sufficientemente  piccolo  ìn  valore  assoluto,  coliche 
vediamo  come  esista  un  intorno  del  punto  x  (sulla  retta  che 
rappresenta  i  valori  di  X)  tale  che  ai  punti  w-\-àx  di  esso 
corrispondano  i  valori  tA+Aw,  v-^àv  ìn  guisa  che  a  questi 
valori  corrispondano  (nel  piano  delle  u,v)  punti  appartenenti 
all'intorno  e  di  cui  è  parola  nell' enunciato  del  teorema. 

Ma,  essendo  per  ipotesi  valido  il  teorema  sul  differenziale 
totale,  abbiamo 

àz=^dz-{*x  Aw  +  /3  AiT 


^^^^-^^^^^  +  ^^^+f^^^ 


Ajs 

dz 

Au 

92 

Ay 

A^  + 

A^ 

'  Ou 

Ov 

àx 

Au         Ad 

""a^  +  '^aì» 


nelle  quali  formolo  ol,  j3  sono  infinitesimi  con  Alt,  A^;  e  Aa:, 
Aie,  At?  hanno  i  valori  che  sopra  abbiamo  detto  di  considerare. 
Facendo  convergere  Ax  a  zero,  l'ultima  formola  ci  dà  appunto 


(1) 


dz 


ùz  du     ^z  dv 


dx      Bu  dx      èv  dis  ' 


nella  quale  è  contenuta  la  regola  di  derivazione  delle  funzioni 
composte 
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dove 


i*:=:w(ar)  ,  ti=i'D(x). 


86 >  Sia  ora  una  funzioDe  z  ài  x  composta  per  mezzo  di 
più  funzioni  cioè 

dove 

Wj  ^=^Ui  (a>) ,  u^  =  u^{a:),...  n«  :=  «„  (a:). 

Si  potrebbe  facilmente  dimostrare  in  modo  completamente 
analogo  come,  supposto   che  Je  Uj.  ammettano   derivata   finita 

-7-^  in  ìd,  e  che  esista  un  intorno  del  punto  {u^,  ii^^..,i€^) 

fJfJO 

tale  che  abbia  luogo  per  la  z  il  teorema  sul  differenziale  to- 
tale, si  ba  la  formola 


.  .  dz ùz    dui       dz    rf«,  ^z   rfu„ 

^  '  da?       3«j    dx  "*"  dUi  dx  ^""^  ^^^    dx 


87i  Quantunque  rientri  nei  casi  precedenti  noteremo  quello 
in  cui  la  funzione  composta  di  m  contiene  esplicitamente 
questa  variabile.  Se  z:=^z  {x,v)  con  v^v{x)  basterà  fare 
tÉ=i«(a:)r=a:  nella  formola  (l)  del  n.  85  ed  avremo 


dz  ^^z      3^    dv 
^  ^  dx      3x  "^  3v  da?' 


dz 
la  ^^j^  chiamasi  derivata  totale  di  z  rapporto  ad  a;,  mentre 
dx 

Zz 
la  — —  è  la  derivata  parziale  di  z{x,v)  rapporto  alla  x^ 


\ 

m 

Analogamoate,  se 

' 

i=s{x,  «,,  Ut,...  Un-,)  e  «,=w,  (a;),..,  «„_,  =  u„_,(a!), 

facendo  u„=u„(z]=:X  nella  (1)  del  a.  86  abbiamo: 

1 

f^          ds 3s        3s    dw,  _^      -1-     ^"^      rf«fi-i 

'**          dce~  dx'^  du,     dx              3u^,      dx 

88.  Siano  ora  u^-:u{x  jp)  ,  ^:=f7(xT2/)  *^^^  funzioni  di 
i*,  y  in  un  certo  campo  C  Ad  ogni  coppia  dì  valori  di  u,  v 
corrispondenti  ai  punti  di  C,  supponiamo  che  corrisponda  un 
valore  di  un  altra  variabile  z,  che  sarà  cosi  funzione  di  u,  t\ 
j  =  z(m,  v)  per  quei  valori  di  queste  variabili.  La  r-  sanV  an- 
cora perciò  funzione  dì  a?,  fj  nel  campo  C,  e  si  chiama  fun- 
zioDe  di  sc^  y  composta  per  mezzo  di  w,  m  Ci  proponiamo  ora 
di  vedere   quando   esistano   o   come    possano    determinarsi    le 

^  ,  ^  nel  punto  (x,  !/)  dì  C. 

Abbiamo  a  tale  scopo  il  seguente  teorema: 

Le  funzioni  u(x,  y),  v(x,  y)  ammettano  nel  punto  (x^  y) 

le  derivate  parziali  finite  zr--  ^  ■—'  ^  t-  ^  :;— ■ 
^  3x       Dy       dx      3y 

Riguardando  le  n,  \  come  variabili  ifidtpendenti,  la  z 
ita  funzione  di  esse  pei  punii  d' un  intorno  e  del  punto 
(u,  v)  (nel  piano  dello  variabili  u,  v),  nel  quale  intorno  sup- 
poniaTìio  abbia  le  proprietà  inchieste  per  applicarle  in  quel 
punto  il  teorema  sul  differenziale  totale. 

Allora  la  z  ammette  in  (x^  y)  le  derivate  parziali  finite 


(1) 


dz 

da 

_3z 
"3u 

3u       9z 

3v 
3x 

3y 

_  32 
~3u 

9u       dz 

3y  "'"Sv 

3v 

I 
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Infatti^  diamo  ad  x  un  anmento  àx  ed  indicati  con  àj,u, 
à^v^  A^z  i  corrispondenti  aumenti  di  u^  v^  z  osserviamo  che 
A^u,  A^t?  si  possono  rendere  piccoli  quanto  si  vuole  in  valore 
assoluto  prendendo  in  valore  assoluto  abbastanza  piccolo  Ax  e 
ciò  perchè  le  u,  v^  che  abbiamo  supposto  ammettere  nel  punto 

(£t?,  y)  le  derivate  parziali   finite  r—  ,  r— ,  sono  funzioni  con- 

tinue  rispetto  alla  a;  nel  punto  (a;,  y).  Ora  noi  cerchiamo,  per 

3s  A  z 

avere  - — ^,  il  limite  di  -^  quando  Ax  converge  comunque  a 

zero,  e  possiamo  perciò  supporre  i  Aa;  già  cosi  piccoli  in  va- 
lore  assoluto  che  i  punti  (uh- A^-m^  t?  + A^^t?)  appartengano  al- 
l'intorno 0,  nei  punti  del  quale^  per  ipotesi,  è 

A;^  =z  dz  +  a  Am  +  /3  Ai?. 

Pei  valori  Ao?  che  consideriamo  e  col  T  ulteriore  impiccolire 
di  ÌS,m  in  valore  assoluto  abbiamo  dunque 

A^^  ^d^  -h  o^iA^jM  +  ftA^r 

indicando  con  d^z  il  differenziale  totale  di  z  corrispondente 
agli  aumenti  A^m,  A^i?  delle  variabili  «,  v^  cioè 

e  con   «j,  /3j  i  corrispondenii  valori  delle   «,  /3,  essendo   cosi 
a,,  /3i  quantità  infinitesime  con  A^^w  ,  A^i?, 
Abbiamo  quindi 

e  passando  al  limite,  per  Aa:  convergente  a  zero,  colFosservare 
che  allora 

lim  3ri  — llinp.-=0,        lim-r =  r— ,    l^m  -r — ^=^  =— , 

^  '  Ax        3^  Aa?       3a? 


A^ 

9z 

a^tt 

0^ 

Kv 

Affjt* 

+ 

+   5ti 

iac 

du 

Aar 

9v 

Ax 

Aa? 

t 


si  ha  mfìue 

-  Ùjs  Dz  dii       dz  Zn 

Ùx  ~~  Du    d3>      Bv  ^m 

che  è  appunto  la  prima  dello  (1). 

]n  modo  affatto  analogo,  cioè  attribuendo  ad  y  un  aumento 
A^  ed  indicando  con  ^yU^  \v.  \z  ì  corrispondeuti  aumenti 
di  w,  v^  z  ecc.  si  dimostra  la  seconda  delle  (1). 

89.  Consideriamo  infine  il  caso  generale  di  una  funziono  z 
di  n  %^ariabili  indipendenti  ^j,  jg,.,.i?„  composta  per  mezzo 
di  m  funzioni  Ui^  Uu^.^.u^  di  queste  indipendenti,  cioè 

dOTS 

(2) 


^ffk **ni(^l  1    ^a  j  <  '  *  ^n) 


Sotto  condizioni  analoghe  a  quelle  dell'enunciato  del  pre* 

cedente  teorema  si  dimostrerebbero,  in  modo  analogo,  le  formole 

dz    ^  ^z      3^1         ^z    3«^  ^z    *^if,j. 


da:^  dUi      dXt         du^    dw^ 


dz  ^Z       èu,  dz        èUm 


(3) 


3>/„. 

3ir, 

ìz 

iu„, 

3w,„ 

J.^, 

^dxt  3t*i     3^2        ^th     5^ 


2s         dz     3w.         dz      Ziu  dz    3t*„ 


3;f„      dui   dx^      du^    dx,,     '  *     du^    d;v,. 


lo  quali  ci  danno  le  derivato  parziali  di  z  rapporto  alle  x^ ,  jt^..,. 
jCrt  mediante  le  derivate  parziali  che  si  ottengano  derivando  la 
(1)  e  la  (2)  rispetto  alle  variabili  da  cui  dipendono.  Le  (3)  5Ì 
possono  compendiare  nella 


i-m 


1  , 2  ,  ;ì  , . .  n) 


Il  differenziale  totale  dz  è 


dzi:z  - —  dw^  +  — ^  f/:r^4- . . . .  +  - —  tte^ , 


ovvero^  sostituendo  per  -r—  i  -t^t  *  ■  -^r—  i  valori  dati  dalle  (3), 

ds  =  - —  (  -~  dx^  +  -— ^  da^a-H  . . .  +  —^  d^„  ì 
dz     /  du^    j      ,     du^    j      ^         ^    OUi     .     \ 


Dz     ,  dz     .      ^        ,     Oz 

- —  dui  -f-  - —  diiz  +  ...-\- - — 


dalla  qual  forraola  si  scorge  altresì  che  il  differenziale  totale 
ò  lo  stesso  cbe  si  sarebbe  ottenuto  se  le  «i,  tig ,,..  m^^  fossero 
state  Yariablli  indipendenti. 


m 

90.   Applichiamo    le   formolo   precedentemente   trovate  ad 
alcani 


1)  Sia 


Esempi* 


f:=:w*H-t?^  +  2wp 


Avendosi 


if.— :cos;r  BQiì  X  i  v^r:e^. 


|-=2(«-H«).|l=:3.^+2« 


3— :=:co3'x — sen*a?   ,  — -=c^. 


la  formo) a  (Ij  del  n.  85  ci  dà 


dx 


i=2{u H-  tf)  (cos* x  —  si^fi* X)  -f  {3r'+ 2m)  e*. 


Volendo  esprimere  questa  derivata  per  x  basterebbe  ftostituirvi 
per  w,  V  i  loro  valori, 

2)  Sia 
Osservando  che 


4)U 


Dr 
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la  (1)  del  n.^  85  ci  da 


-^  ^  vu^  *  ^—  +  u"  log  U  -j— 
d,r  dijc  dx 


[D   du     ,        dv'ì 


come  già  trovammo  in  altro  modo  al  n,*^  62.  I 

3)  Se  j  =  — -  e  w^=^m{j')  e  si   suppone  v  diverso   da  zero 

pel  valore  di  x  che  si  considera,  sarà   pure   diverso  da  zero  i 

pei  punti  d'uD  certo  intorno  di  x,  perchè  la  u  è  continua  in  I 

x^  essendo  sottinteso   che  le  u,  v  ammettono   derivata   in  x.  1 

Possiamo  adunque  applicare  la  formola  (l)  n.°  85,  la  quale,  os-  ! 

servando  che 


dz 1        ^z u 


dà  nel  nostro  caso 


du  dt'i 

dz l    du        u    dv diV         dx 

dx       V    da;       v^   dx'^  ^  ' 


che  è  la  nota  formola  della  derivata  d*  un  quoziente  e  che  cosi 
abbiamo  ritrovata  in  un  altro  modo, 

4)  Sia  z=^ìog{x^'tu^}  e  u=:^-harcsen  j. 

Applicando  la  formola  (1)  del  n.*  87  osservando  che 

dz  2x*         dz  2u 


dx        a-'  +  i*"^  *  du         a^-f  ?<' 


17» 


avremo  : 

Az 

2 

^ìT  4- 1^ 

Yn      ^ 

V 

Ose 

^"i/n= 

x' 

A 

o) 

z—xe^"^^ 

^%WZ 

Applicando 

la  (1)  del 

0"  87 

otteniamo 

dz 

«arctffu  )l     1 

-  -T  are 

tff'U+- 1- 

*+ 

i)*'"' 

6)  s=F{tt'+»')  ,  w— c*'+»*  ,  t)=:log(tgx+l) 

Avendosi 


^  =  F'(«*  +  i;'j2u  .  ^  =  F'(«*  +  w')2« 


le  formole  (1)  del  n.°  88  ci  danno 


1^  =  2F  '(u*  +  »*)  {2ttxc**+ *'  + 


3x  '  cosz{8enx+cos3-)ì 


Sz 


7)  Sìa 


1^  =4F'(m'  +  »*J«yc^+''* 


dove  gli  elementi  «^^  si  suppongono  funzioni  dì  or,  w^^i=t*rf(^)« 


m 

Si  vuolo   la 


dz 

dx 


Si  cominci   dall' osservare  che  la  derivata 


d'uu  determinante  rapporto  ad  un  suo  elemento  Ur^  è  eiementa 

reciproco  y^r$  di  quell'elemento,  perchè  avendosi 

e  r  elemento  w„  comparendo   nel   solo  termine  Urs  ^n  ^  ^^^ 

in  ^rj  si  ha  appunto  - — ^a,.,. 

Applicando  poi  la  regola  di  derivazione  contenuta  nella  for- 
niola  (1)  del  n.^  86,  ed  indicando  con  u'r^  la  derivata  di  Ur^ 
rapporto  ad  ^  avremo; 


dz         tiz      ,        dz      ,  Or      . 


dx  'Òtlyy  iìUxH 


0t<] 


+    ^r— ^«^21  +  :;—  «  22  +  ^..+  ^;— «%„ 


Ou, 


i?w# 


^W(. 


=  ?*^2  3f  M  4-  n  'i»  3(iì  +  . , ,  +  tt',,,  a„, 


+   M',i^,i  +  u'»*a+^-  +  ^'tt»°f: 


tfl  ^8/1 


+   t/,u  ^ni  +  ^'rt»  ^«a4  * , .  +  M^rtH  flf, 


wm 
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che  possiamo  anche  scrivere  cosi: 


dz  _ 

«'iitt'if 

..«'.™ 

+ 

«11 

«it   • 

..Ml« 

+  .. 

.+ 

«il    Mi!-. 

•«In 

dx~ 

W.1     «M    ■ 

■  -  M.„ 

«'il 

«tó- 

•■«'.« 

Vi,    U„.. 

■  «3,, 

«»!»*«■■ 

.«».. 

«»l 

«».- 

-Ufm 

«'»iM'»i' 

.«"« 

dalla   quale  si  trae  subito   la  regola  di   derivazione  d'  uii  de- 
terminante. 

Se  gli  elementi  del  determinante  fossero  funzioni  di  più 
variabili,  applicando  la  redola  del  n.^  89,  si  giungerebbe  alla 
medesima  forinola,  ove  allora  gli  apici  apposti  agli  eleni  e  ti  ti 
ci  irjdictierebbero  la  derivata  di  essi  rispetto  a  quella  delle  va- 
riabili indipendenti,  rapporto  alla  quale  si  deriva  il  determi- 
aante. 


EBERCtZI 


l)  z=-{u^ — ìj^/  +  [/uf?,   «i^arctglogx,   ì?^arctg  —■ 


3.  z  r=y  ■  r— "  )  log  ^  ,  Mz=ar* — f/^  ,  v^^'ÒJCf/ -\- x^sen^x 

4,  2-=^ fi  —  ì  ,  ?*::=  log Cos{^ sena:) 


5.  zz:=l/  ^'^'^.  ,  w  =  2r  are  sena;  +  [/l—.r^ 


m 


6.  z  — F{|/S?Tw*T^)    •    w^Jfe**^*"^" 


V  =—^=  are sen a?+  -15-  log(l  ^x^)  ,  w^^ìjKl—f 


7»  àf=zFCt*sena? ,  i^cos^)  ,  m  =  m(x)  ,  t?z=ii?(^) 


a  Se  ^  —  |/x*  +  ff  ^(u)   ,   ?*  =  are  tg  —  +  logl/a?*  -f  j^* 


3^ 


verificare  che 


(j^+^)3j  +  (^-^0^^^^ 


9.  Se  5=:  -i^  +  wmu  ,v)  ,  u=—  jV^  — 


veriflcare  che 


Dz  dz  òz  xf/ 

Jar  Oy  3tr  w 


Le  (leriTatfì  richieste  sono: 


1     ^ 


2,   ^=. 


dj; 


_  3    y./a+'g^        a;'         j  n'(3c— 2a;) 


„ /g+g\  («  +  ft)  t/a;"  — «=■ 


mmm^w^^^ 


rm 


'^"  Ja?  "^  5  —  V     ■    V   ^  \b  —  v/ 

pi^  +  -7 — 77  [3^  +  2r  sen  x{sen  x  +  j^  cos  ip)]j- 

-     33^ z     /  0  4Sj        Sarcsenj;  \ 

"ite         2    \a;(«+a;)  iJ«+»/    / 


-f  l^ 


are  sen  £c 


(1  — a-^)* 


3y  l/a:*+w*  +  i5* 


» 


^^ww 
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dx  D(i* setta?)  ^  v  /,        / 


d{vco%x) 


DerlTsizione  delle  funzioni  1  ni  p  liei  te. 

9L  Premettiaìao  il  seguente  teorema: 

Se  u(x,y)  è  continua  in  (Sd,Jo)  ^^  ^  li(^o.yo)  di^'^erm 
da  z^ro,  esùte  un  intorno  di  (xq  ,  y^)  p€r  Inili  i  punti  ilei 
qwile  u[x,  y)  eì  fnantiene  delio  slesso  segno  di  ii(x^,  t^)  e 
a  valore  assoluto  di  u(x,y)  non  può  scendere  al  disoiio  di 
una  certa  quantità. 

La  prima  parte  del  teorema  si-  dimostra  in  modo  comple- 
tamente analogo  a  quello  del  teorema^  al  u°  63;  per  dimo- 
strare la  seconda,  preso  '^<|ì<(ì^oi^o)  I  si  osservi  die  esiste 
un  tuloruo  e  di  {Xo,y*)  nel  quale 

So  il  teorema  non  fosse  vero,  dovrebbero  esservi  sempre  iu 
e  dei  punti  (a^^ff)  pei  quali 


|M(a;,^)l<-5-, 


eil  avremo  cosi  per  questi  punti 
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Ma  essendo  d'altronde 

I  ^(-^0  ,!/o)\  =  K<^o .  yo)  —  '^'(•<^ .  !/)  +  «(a: ,  r/)  | 
<  I  u{x„ ,  j/o)  —  ic{x  ,  y)\  -f  |t*(i:  ,  y)| 

ne  seguirebbe  |  w(a?(,,yo)l  <^,  il  che  è  contrario  alla  ipotesi 
fatta. 

Lo  stesso  teorema  ha  luogo,  come  si  può  dimostrare  in 
modo  identico,  per  le  funzioni  di  una  o  di  più  variabili  indi- 
pendenti. 

92.  Ciò  premesso,  osserviamo  che  colle  regole  date  finora 
noi  siamo  in  grado  di  derivare  qualunque  funzione  esplicita 
di  una  0  più  variabili  indipendenti,  cioè  una  funzione  per  la 
quale  la  equazione  che  la  lega  alle  variabili  indipendenti  è  ri- 
soluta rapporto  alla  funzione  stessa.  Passiamo  ora  a  considerare 
le  funzioni  implicite,  cioè  quelle  funzioni  per  le  quali  la  equa- 
zione che  le  lega  alla  variabile  o  alle  variabili  indipendenti 
non  è  risoluta  rapporto  alla  funzione,  come  sarebbe  la  funzione 
y  di  X  definita  dalla  equazione 

sen X sen  tz  +  xf/zziO, 

là  z  funzione  di  x ^y  definita  dalla  equazione 

g^v-f  i/4--  4-  yen  X  sen  y  sen  ;:  =  0, 

e  simili. 

Siano  dunque,  cominciando  dal  caso  più  semplice  di  una 
funzione  di  una  sola  variabile  indipendente,  le  variabili  x,y 
legate  da  una  equazione 

per  modo  che,  dato   un  valore  a  di  x,  i  corrispondenti  valori 

12 
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di  y  siano  quelli  che  soddisfanno  alla  equazione  f(a^y)-=iQ. 
Avendosi,  in  generale,  più  valori  reali  di  y  che  soddisfanno 
a  questa  equazione,  al  valore  xziza  di  x  corrisponderanno  per 
y  più  valori,  e  lo  stesso  avverrà  per  gli  altri  valori  di  x  che  si 
dovranno  considerare. 

Prendiamo  ora  a  considerare  i  valori  di  x  appartenenti  ad 
un  certo  intervallo.  Quando  è  che  dalla  moltiplicità  dei  valori, 
che  y  possiede  in  ogni  punto  di  esso,  potremo,  prendendo  uno 
solo  ài  questi  valori  in  ogni  punto,  staccare  una  successione 
di  valori  per  y,  in  modo  da  poterla  considerare  come  una  fun- 
zione univalente  y  ài  x  definita  dalla  f{x,y)=:0,  e  che  sia 
continua  nell'intervallo  stesso?  A  questa  domanda  risponde  il 
teorema  seguente  : 

Considerando  x,y  come  due  variabili  indipendenti  sia 
f(x,y)  funzione  univalente  di  esse  in  un  certo  campo. 

Sia  (Xo ,  yo)  **^^  punto  interno  a  questo  campo  e  sia 
f(Xo,yo)=0. 

Esista  un  intorno  e  del  punto  (Xo,yo)  per  tutti  i  punti 

del  quale   la  f(x,y)  ammetta  le  derivate  parziali   finite 

t)f  Df 

r —  ,  -r —  ,  l'ultima  delle  quali  sia  inoltre  diversa  da  zero 

dx       By  ^ 

nel  punto  (xo,yo)  e  continua  in  (xo,yo). 

Dico  che  allora  esiste,  relativamente  alla  variabile  x,  xilu 
intervallo  (Xo — ho,Xo4-ho)  per  tutti  i  punti  del  quale  possia- 
mo  colla  f(x,y)  =  0  definire  una  funzione  univalente  y  di 
X,  che  è  uguale  a  y©  per  xrzxo,  e  che  è  continua  in  tutto 
r  intervallo. 

Infatti,  cominciamo  dal  dare  a  due  quantità  Ao«  k^  valori 
positivi  tali  che  il  campo  rettangolare 

I  (^0  —  Ao ,  aCo+  ^o) ,  (yo— ^0 ,  yo  +  *o)} 
sia  contenuto  nell'  intorno  e.  Allora,  poiché  la  -^  è  finita  in 

qX 

c,  esiste   un   numero  positivo  A  tale  che  pei  punti  di  questo 


rettangolo 


dx 


3/ 
<  A.  Essendo  poi  -y-   diversa    da    zero    e 
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continua  nel  punto  {xo,t/o)  esiste,  pel  teorema  al  n.**  91,  un  in- 


torno  di  questo  punto,  nel  quale  intorno 


^y 


è  maggiore  di 


una  certa  quantità  positiva  B,  per  cui,  se  il  precedente  ret- 
tangolo non  fosse  già  contenuto  in  questo  intorno,  potremo  ri- 
durvelo  col  prendere  Ao  e  Aq  ancora  più  piccoli;  come  pure, 
ove  già  non  fosse  verificata  la  disuguaglianza  h^  A  <  io  S»  po- 
tremo fare  in  modo  che  venisse  verificata  col  prendere  Hq  ul- 
teriormente più  piccolo. .Per  cui  possiamo  asserire  di  poter 
prendere  ko,h^  tali  che,  pei  punti  del  rettangolo 

{(^0— Ao ,  Xo-f  Ao) ,  fyo  —  K  ,  yo+io) } 

siano  verificate  le  disuguaglianze 

ed  inoltre  sia 

Ciò  posto,  si  prendano  h,  k  qualunque  ma  tali  che 
\h\<ho,\fi\<ko, 
e  si  osservi  che,  anche  per  essere  /"(a:,, yo)r:rO,  abbiamo 

f(a:c-¥h,ij,  +  k)=f(x,  +  h,  y^^k)  —  f{x„y,) 
(•4  =zf{x,  +  h,  yo-\-k)-r(a)o,y,+h) 

+  A^fo.yo+A;)— /-(rco.yo). 

Ma  per  le  coudizioni  dell'  enunciato  del  teorema  si  avranno 
le  formole 

/\To  +  h,yt+k)—f{Xo,i/o  +  k)  =  hf^{Xo+Ch,yo+fi) 
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dove 

O<0<\   ,  0<À<1, 
cosichè  la  (2)  diviene: 

(3)      /'(a7o -f  A , yo -f  ^)  =  /ir^C^o -^  5// .  j/o  +  ft)  -h  A/\(^o , yo  +  > A) 
Facciamo  in  questa  formola  kink^  e  poi  A=:  —  k^;  avremo 

essendo  5i',  5g,  /j,  ^^  numeri  compressi  tra  ^(?ro  ed  tmo. 
Qui  si  presentano  possibili  questi  tre  casi: 
1-  A^o-fAi  yo  +  Ao)  =  0,        f{oo^'Vh,  yo  — *o)  =  0. 

2.  /'(a^o  +  A,  t/o  + Ao),        fi-To-^hy  yo  — ^A))  entrambi  diver- 
si da  zero. 

3.  Una  di  queste  due  quantità  eguale  a  zero. 

Il  primo  caso  però  non  può  aver  luogo,  perchè  la  funzione 
f[ocQ-\-h,y)  di  y  ammettendo  derivata  parziale  finita  rapporto 
ad  y  pei  valori  che  noi  consideriamo  è  continua  rispetto  ad  y, 
e  se  fesse  f{x^^+h,  yo+^o)  =  0,  fXx^-^  h^  y^ — &o)==0  dovrebbe, 
pel  teorema  al  n.  70,  esistere  nn  punto  y^-¥k^  interno  all'  inter- 
vallo {yo—h,  yo-^-ko)  pel  quale  fyix^-^h,  yo  +  i')  =  0,  il  che 

non  può  essere,  perchè  -~-  è  sempre  diversa  da   zero  pei  va- 
lori delle  variabili  che  noi  consideriamo. 

Passiamo  a  trattare  il  secondo  caso. 

In  virtù  delle  (1),  essendo 

|AA(^'ot-5iA,  yo  +  fto)l</'oA  ,  \kof\j[x^.  yo^\h)\>K^ 
|AA(^o+  yi ,  yo—  ^'o)|  < ^oA  ,  I  —  k/'yix^,  yo—  >A)I  >  /foR 
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e  //oA<A^oI^  i  segni  dei  secondi  membri  delle  (4)  dipendono 
(lai  secondi  termini,  e  poiché  fy{x ,  y)  non  cambia  segno  cosi 
i  segni  dei  secondi  membri  dipendono  da  k^  e  da  — /io,  co- 
siche  se  A^o4-A,  yo-l- Ao)  ha  un  segno, /"(ry-f/i,  y^ — k^)  ha  il 
segno  opposto.  Perciò,  essendo  la  f{Tf,-\-h,  y)  continua  rispetto 
ad  y,  esisterà,  pel  teorema  al  n.  64,  un  punto  yo-+  *i  nel  quale 
'a  f{^o  +  h,  y)  si  annulla,  cioè  avremo 

Di  tali  punti  ve  ne  è  uno  solo,  perchè  se  ve  ne  fosse  un 
altro  yo-hki,  dovrebbe  tra  yo+*i  ©  Vo-^fh  esistere  un  punto 
nel  quale  si  annullerebbe  la  derivata  di  f{xni-hyy)  rapporto 
ad  y,  il  che  non  può  essere. 

Infine,  considerando  il  terzo  caso,  se  una  delle  due  quan- 
tità/"(xo  4- A,  y^-k-kX  fi^Q-^K  yo—ko)  fosse  zero  cioè  se  la 
fi^Q-hh,  y)  si  annullasse  in  uno  degli  estremi  dell'intervallo 
(yo  — *o»  yo  +  Ao)  non  potrebbe. più  annullarsi  in  alcun  altro 
punto,  la  qual  cosa  si  dimostrerebbe  nel  modo  precedentemente 
tenuto. 

Da  tutto  ciò  risulta  che,  per  ogni  valore  x^-^-h  dell'inter- 
vallo (a^o  — Aot  ^o+'^o)  per  la  X  vi  è  sempre  uno  ed  un  solo 
valore  yQ-\- h  di  y  dell*  intervallo  {yo  —  ko,  J/o  +  A-q)  per  y  che 
soddisfaccia  alla  equazione  f{x,  y)=zO.  In  particolare  ad  x=zxo 
corrisponde  il  valore  9  =  2/0  avendo  supposto  f[Xo,  yo)=iO.  E 
perciò,  se  ci  limitiamo  a  considerare  valori  di  y  appartenenti 
air  intervallo  (yo  — ^0»  yo  +  *oMa  f{x,  y)=:0  definisce  nell'in- 
tervallo {xo  —  ho,  ^o  +  Ao)  una  funzione  univalente  di  x,  la  quale, 
intanto,  è  evidentemente  finita,  perchè  i  valori  di  essa  appar- 
tengono all'intervallo  (yo  —  ^o»  .Vo+^'o)» 

Questa  funzione  è  inoltre  continua  nel  punto  Xq-  Si  osservi, 
infatti,  che  il  valore  assoluto  della  difi'erenza  tra  i/o»  valore  della 
nostra  funzione  in  d?o»  ®  il  valore  che  essa  prende  in  un  altro 
punto  qualunque  deir  intervallo  (Xq  —  ho,  o^o^-Z^o)  ^  niinore  o  al 
più  uguale  a  Atq  ,  e  che  tutti  i  ragionamenti  fatti  valgono  ancora 
se  in  luogo  di  k^.k^  scegliamo   altri  numeri    più  piccoli,  sod- 
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disfacenti  alle  stesse  condizioni  di  quelli.  Dato  adunque  cr,  si 
prenda  per  ko  un  numero  ft'o<'7,  e  si  indichi  con  h\  il  cor- 
rispondente valore  di  Aq.  Allora  per  la  funzione  y,  definita 
dalla  f{x,y)z=zO  nell'intervallo  (ro  —  A'o,Xo  +  A'o),  e  che  è  evi- 
dentemente la  stessa  precedente  nostra  funzione,  la  differenza 
tra  I/o  e  i  valori  che  essa  assume  nei  punti  di  {Xq — A'o»3Co+  A'o) 
è  in  valore  assoluto  <  A:'o<7*  Quindi  essa  è  continua  in  Xq. 

Se  poi  qualunque  altro  punto  x^q  dell' intervallo  (x^ — /io» 
Xo-\-ho)  lo  si  prende  come  punto  iniziale,  e  si  ragiona  per  esso 
come  si  è  fatto  per  Xq,  si  dimostra  allo  stesso  modo  che  la 
nostra  funzione  è  continua  in  x\.  Essa  è  quindi  continua  in 
tutto  l'intervallo  (xo  —  ho^Xo-hk^). 

Il  teorema  è  cosi  coippletamente  dimostrato. 

93.  Rimanendo  ferme  le  condizioni  contenute  nell' enun* 
ciato  del  precedente  teorema,  se  si  suppone  inoltre  che  la 

—  Sfa  continua  nel  punto  (Xo,yo),  la  funzione  y,  di  oui 

abbiamo  ora    dimostrato  l'esistenza,  ammette  per  x  =  Xo 

derivata  finita  il  cui  valore  è  —  J^^  ^'-^  . 

Infatti,  preso  \h\<ho,  si   indichi  con  yo+A  il  valore   di  y 

corrispondente  al  punto  XQ-hh  dell'intervallo  (Xq— h^.XQ-h /io)\ 

k 
la  derivata  di  y  per  xz=.Xo  è  il  limite  del  rapporto  -j"  Quando 

h  converge  a  zero.  Ma,  essendo  fix^-^-h,  yo  +  *)=0,  la   for- 
mola  (3)  del  numero  precedente  ci  dà  : 

hfclxo-^^h,yo-¥k)^-kfy{xo,yoVkk)  =  Q 
da  cui  k_rj^Xo^eh,y^J) 

e         (1)  lim4-=-lim^-^^--^^^-^-*;f) 

Ora,  quando  h  converge  a  zero  lo  stesso  avviene  di  k^  perchè 
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la  y  è  continua,  ed  inoltre,  per  essere  pure  continue  nel  punto 

(a?o»yo)  le  -3^  ,  -j^  »  SI  ha  ancora 

lim  r«;(aro-f  5A  ,  yo+  h)z=ifjx^ ,  y^) 
lim  /^y((ro ,  !/o+  aA)  =  /^y(aro ,  ^o), 

e  perciò  la  (1)  ci  dà  appunto 

avendo  indicato  con  y{X^  la  derivata  nel  punto  0*0  della  no- 
stra funzione,  che  designamo   con  y(,x).  Se  poi  supponiamo 

che  le  "v-  .  -^  siano  continue  per  tutti  i  valori  di  {x,y) 
dx        dy 

tali  che  x  appartenga  ali* intervallo  [Xq — K^y^-^h^  e  y  indi- 
chi il  corrispondente  valore  yz=f/(a:)che  nel  punto  x  assume 
la  nostra  funzione  y[x),  si  vede  senz'altro,  come  questa  am- 
metta derivata  in  ogni  punto  dell'intervallo  (Xo  —  K.Xq-^ÌIq), 
data  dalla  formola 

y\x)  =3  —  'J]      '^[   ossia  dalla    zr-  =  —  tt:. 

^y 

In  questa  formola  è  contenuta  la  regola  di  derivazione  delle 
funzioni  impli'iite. 

94.  Stabilita  l'esistenza  di  una  funzione   y[x)  definita  dalla 

(1)  f{^,y)=^ 

per  determinare  la  derivata  --^ —  ,  dopo  averne  dimostrato  l'e- 
sistenza, possiamo  anche  procedere  nel  modo  seguente. 
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Posto 


z  —  fix,y) 


possiamo  considerare  z  come  funzione  composta  di  x,  essendo 
y  la  funzione  di  x  definita  dalla  (1).  Inoltre,  per  le  condizioni 
cui   soddisfa  la  f[x,y)  e  per  la  conseguente  esistenza  della 

-^  ,  possiamo  applicare  la  regola  di  derivazione  delle  fun- 
zioni composte,  ed  avremo  cosi: 

clz^_df_      0£  dy 
dx      dx      dy    dx 

Ma  f{x,y)  ossia  z  è  zero  pei  valori  di  x,y  che  noi  consideriamo, 

dz 
quindi  anche  — —  =  0  e  la  precedente  formola  si  riduce  cosi 

alla 

-^4-T^  —^  =  0      dalla  quale    -y^  :==  —  -—. 
dx      Oy    dx  ^  dx  Of 

95.  Relativamente  a  quanto  precede  osserviamo  nell'inter- 
vallo (^0  — Ao,^oH-'?o)  nel  quale  la  f{x,y)  =  Q  definisco  una  fun- 
zione univalente  e  continua  di  x,  che  per  a::=:a:o  è  t/o»  o  in  una 
sua  parte,  potrà  darsi  chela  f{x,y)^:^0  definisca  più  funzioni 
univalenti  e  continue  distinte  di  x,  perchè  olire  al  valore  reale //o 
di  y  che  con  x^  rende  nulla  la /"(x, 2/) potranno  esservi  altri  valori 
reali  ^i, 2/2,^3....  dotati  della  stessa  proprietà  e  tali  che  in  certi 
intorni  dei  punti  (a:o,yi),  (.^o>y2)»  (^o^ys)—.  la  /*(iP,y)  soddisfac- 
cia a  quelle  condizioni  cui  supponemmo  che  essa  soddisfacesse 
in  un  intorno  del  punto  (^o»yo);  ed  allora  partendoci  dai  va- 
lori 2/1,^2»  2/3  •—  avremo  altrettante  funzioni  univalenti  dì  o;, 
le  quali  saranno  ben  distinte  Tuna  dall'altra,  e  costituiranno 
delle  funzioni  di  x  definite  dalla  f{x,y)  =  0,  0  saranno,  come 
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si  dice,  altrettanti  rami  di  una  stessa   funzione  definita  dalla 

r(^,y)=o. 

Come  pure  potrà  avvenire  cherintervallo  (Xo-^  Ao,a?o"f /O 
sia  grandissimo  od  anche  infinito;  o  che  la  y{x)  possa  conti- 
nuarsi al  di  fuori  di  esso.  Si  prenda  infatti  l'estremo  superiore 
^^o+^o  come  punto  iniziale;  adesso  corrisponderà  un  intervallo 
(cz'o-f^o — Al  ,a7o-fAo-f  Al)  nel  quale  la/*=0  definisce  una  y{x) 
che  è  la  continuazione  della  precedente.  All'estremo  a?©-!- Ao-f  A^ 
corrisponderà  un  intervallo  (xq  +  Ao  -f  Ai  —  A, ,  Xo  +  K + Aj  -f  A,) 
nel  quale  ecc.  I  numeri 

iPo-f-  Ao  1  ^0  +  Ao  -h  Aj ,  0^0  +  Ao  -f  Aj  -h  Aj , . . . . 

potranno  crescere  indefinitamente,  nel  qual  caso  la  fzzzO  defi- 
nisce la  y{x)  in  un  intervallo  infinito,  oppure  avranno  un  li- 
mite superiore  b^ 

Si  ripeta  lo  stesso  procedimento  partendoci  dall'estremo 
inferiore  x^ — A©  e  considerando  gli  estremi  inferiori  degli  in- 
tervalli che  cosi  successivamente  si  presentano,  e  se  questi 
estremi  hanno  un  punto-limite  inferiore,  chiamiamolo  a.  Avre- 
mo cosi  un  intervallo 

(ayb)  oppure  (— oo  ,6)  oppure  (a,-f  oo)  oppure  (— oo  ,-foo) 

nel  quale  la  /*=0  definisce  la  funzione  uni  valente  continua 
y{x),  che  per  x=^Xq  diviene  y©* 

E  potrà  anche  darsi  che  vi  siano  più  intervalli  distinti  nei 
quali  la  /"rziO  definisce  completamente  la  funzione  y. 

Esempi 
I)  Funzioni  algebriche.  Sia  (n.  7n  intori  e  positivi) 
fx,y)  =  [Ooo -f  a^oT 4  a-iox'^  + . . . -f  «„o^") 
4-  («01  +  a,i.r  4  o^x^-^  ...  4-  a,,^x'')y 

4-  («03  •+ ^12  f"  -i    ^^M^'^  +  •  •  •  +  «n2^")// 

4- 

-4-  (fl^o^  4  a,,^x  4  «2,^07-  4- ...  4  flr„m^")y*" 
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ovvero 


r=n  r^n  r=rt  r=;/t 

f(X  .  y)—  ^  a^*'' + y  ^«r i»*"  +  y* ^^.r'»''  +•.•  +  «/'"  ^arm-t' 

r=o  rrrO  r=o  r=o 

e  perciò  /'{x,ì/)=:0  una  equazione  di  grado  n  in  x,  di  grado 
m  in  y.  La  f(x,y)  è  continua  per  tutti  i  valori  finiti  di  fl;,y 
poiché  tali  sono  le  fnnzioni  a^i^fy*,  del  cui  aggregato  essa  si 
compone.  Inoltre  abbiamo 


rzzn    $=  m 


af=ZZ''^"^^-'^* 


V_ 


r=:l    a=0 


e  quindi  queste  derivate  sono  anche  esse  funzioni  continue 
per  tutti  i  valori  di  x,y. 

Prendendo  a  considerare  un  valore  oro  di  x  a  questo  valore 
corrispondono  m  valori  di  y  tali  che  f[WQ,y)z=zQ.  Supponiamo 
che  uno  almeno  di  questi  sia  ideale,  e  partiamoci  da  esso,  o 
da  uno  di  questi  valori  reali,  se  ve  ne  è  più  di  uno,  e  chia- 
miamolo yo=y(^o)»  Supponiamo  inoltre  ^'''       diversa 

oy 

da  zero,  il  che  equivale  a  supporre  che  y^  sia  radice  semplice 
della  equazione  f(xo,y)  =  0.  In  questo  modo,  essendo  soddi- 
sfatte tutte  le  condizioni  sufficienti  per  applicare  i  teoremi  ai 
n.*  92,  93  avremo: 


rznn  «=ni 


^  ^rar^t'~'!/o' 
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G  quindi  ancora  se  x  indica  un  valore  qualunque  della  varia- 
bile X,  e  y  uno  dei  corrispondenti  valori  reali  di  y^  essendo 
f/  radice  semplice  della  equazione  f{x,t/)  =  0,  la  derivata  di 
quella  funzione  y((c),  definita  dalla  f(x  ,y)=zO,  e  che  per  quel 
valore  di  x  assume  questo  valore  y,  è  data  dalla  formola 

2  ^ror.x'-y 


^___fe      ,=0 

dx 


2  ^^sa^x'y-' 

2)  Si  voglia  determinare  la  tangente   in  un   punto  {x  ,  y) 
delia  ellisse 


TT  +  TT  — 


"F 


1. 


Basterà  calcolare  la  —-  .  Qui  la  ^  è  funzione  algebrica  di 

£c,  e  siamo  nel  caso  studiato  precedentemente  ;  posto  f{x ,  y)  z— 
X*         y* 
^*    "*■    hi 


1  avremo 

a/- 

1x 

du  _ 

ÒX 

a» 

Vx 

dx~ 

n~ 

2y- 

a*y 

ay 

** 

per  tutti  i  punti  della  ellisse,  eccettuati  i  punti  (a  fi)  e  (-  a  fi) 
pei  quali  -~-  =  0. 

3)  Sia/'(a:,y)  =  l4-:ry  — log(e*^  -he-'^'')=:0,  che  per  a?=i  1 
è  soddisfatta  da  y  =  —  log|/^  —  1. 

La  f{x,y)  ammette,  per  tutti  i  valori  finiti  dì  x^y  le  de- 
rivate 


dx        -^       -^    ^^"4.^,-^^    —    ^e*y^g-^y 
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"^^X-^  X  —-: rr-  =  2^*  


dy  e^y-he-"^^  ~       e^'^-^-e'- 


che  sono  continue  per  ogni  valore  finito  di  a?  e  di  y,  e  la  se- 
conda è  sempre  diversa   da  zero  se  x  non  e   zero,  perchè  il 

termine   — — — --  non  è  mai  zero  per  alcun  valore  finito  di 

X  e  y. 

La  derivata  della  funzione  y  di  a?  definita  dalla /'(a:,f/)  =  0, 
è  quindi,  per  tutti  i  valori  finiti  di  a?,  eccetto  a?  =  0, 

2i/       ' 


dx  ~      .,         (?-*^  a 


Risolvendo  poi  la  f[x,y)zizQ  si  troverebbe 


y>__lOg|/g-l 

u? 

che  è  la  nostra  funzione  y  in  forma  esplicita. 

4)  La  funzione  precedente  è  caso  particolare  di   quella  de 
finita  da  una  equazione  della  forma  f{xy)  =  0. 

Supposto  che  /"(a; y)  soddisfaccia  alle  solite  condizioni  si  ha 

(ly  _      i)r  _     //r('^y)  _      y 


dx  of         ^f\^y)  ^ 

dy 

96.  Siano   ora   le   variabili    aC|,.r2,....iJ^„  ,c    legale   da    un;\ 
equazione 

A^M-^e Xn.Z)^-^ 

per  modo  che,  dato  un  sistema  di  valori  «»  .r;^,....^,,  delle  ìTi  , 
X8,....x„,  i  corrispondenti  valori  di  z  siano  quelli  che  soddi- 
sfanno alla  equazione  /'(ai,ao,  ....a,j,;s)=:iO.  Avendosi,  in   gè- 


nerale,  più  valori  reali  di  z,  che  soddisfanno  a  questa  equa- 
zione, al  precedente  sistema  di  valori  per  le  Xi,a?2,....Xn  cor- 
risponderanno per  z  più  valori,  e  lo  stesso  avverrà  per  gli 
altri  sistemi  di  valori  che  si  dovranno  considerare. 

Prendiamo  ora  a  considerare  i  valori  di  a?» ,  ìt^  , .,.,  x^  appar- 
tenenti ad  un  certo  campo.  Quando  è  che  dalla  moltiplicità 
dei  valori  che  z  possiede  in  ogni  punto  di  esso  potremo,  pren- 
dendo uno  solo  di  questi  valori  in  ogni  punto  del  campo,  stac- 
care  una  successione  di  valori  per  z,  in  modo  da  poterla  con- 
siderare come  una  funzione  univalente  z  di  Xi^OTe,....^^  defi- 
nita dalla  /'(^i,a?j,....ar^,^)  =  0,  e  che  sia  continua  in  quel 
campo?  A  questa  domanda  risponde  il  teorema  seguente: 

Considerando  x, ,Xj,...x,^,z  come  variabili  indipefìdenli 
iiia  f(Xi  ,X8,,...x^,,z)  funzione  univalente  di  esse  in  un  certo 
campo  ad  n  4- 1  dimensioni. 

Sia  (xi®,Xj° x^°,Zo)  un  punto  P  inlemo  a  questo  campo 

e  sia  f(x,®,x,^,....x^%Zo)  =  0. 

Esista  un  intorno  e  del  punto  P  per  tutti  i  punti  del 
quale  la  f(xi,Xg,....x„,z)  amynetta  le  derivate  parziali  fi- 

■/     Of         ^f  ^f         Of        „  *„.  ,  »  ,.      . 

nite -- — ,  - — , - —  ,  -— —  ,   l  ultima    delle  quali    sta 

JXi       Oxj  Ox„        Oz  ^ 

inoltre  diversa  da  zero  nel  punto  P  e  continua  in  P. 

Dico   che  allora  esiste,  per  le  variabili  x^.Xj,.... x,^,  un 

campo   [ (x,^ -  hi%  x.'^ -f  h,o) ,  (x,°  -  h,« ,  x,^  +  h.«) , ...  (x,°  -  h„« , 

x,j"  +  h^®}  }    per    tutti   i  punti   del   quale    possiamo    colla 

f(x, ,  Xj , ....  x„ , z)^=:  0  definire  una  funzione  univalente  z  di  Xj, 

X2,...x,j,  che  è  eguale  a  Zq  per  Xi=:xi**,X2  =  X2®,,..x„=:X;,®, 

e  che  è  continua  in  quel  campo. 

Of         df  Of 


Infatti   poiché   le 


ì)CCi  Ox^  OJCn 


sono  finite  nell'intor- 


no e  esisteranno  dei  numeri  positivi  Ai,A2,...An  tali  che  pei 
punti  di  e  sia 


<A., 


V 


oxo 


<A2 


^r 


Ox^ 


<A„ 


e  poiché 


Oz 


è  diversa   da  zero  e  continua  in  P  esisterà  un 
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intorno  di  P  pei  punti  del  quale 


^r 


è    maggiore   di    una 


certa  quantità  positiva  B.  Potremo  poi  scegliere  i  numeri  po- 
sitivi ViV»  .-A^i^.Ao  in  modo  che  nell'intorno 

(7o  — Ao^^o-f-Ao)] 
siano  verificate  le  disuguaglianze 


Oa?, 

<A,. 

<A„... 

3/- 

<A„, 

>B 


e  VA,  +  ht'At  + . . .  +  A^«A„  <  k^B. 

Prendendo  poi    |A,|<V  ,  |Aj|<A,»,"-|A„|<A„« ,  |A|<*o.  e 

partendoci  dalla 
(1)  /•(ir,«  +  A,,V  +  A,,. ..<,  +  /»„, 5o  +  A)= 

=  /'(a;,»+  A, ,  «»"  +  A„.  .aj,."  +  A„  ,  2»  +  *)— Aa^i"  •  »t°.-  *»*,«o) 

=:f{ùOi''+hi  ,  Xi'  +  h a!„«  +  A„  ,  -o  +  A) 

— /(a?i" ,  a;."  +  A, , . . . a^^»  4- A„ .  ^,  +  *) 
+  /"(«i" ,  a?»"  +  A x„»+ A„ ,  5o+  &) 

+ 

+  /•(j-,* ,  a?»» , . . .  a:„*+  A„ .  «,+ A)  —  Ax.' ,  x,\ . .  .a?„» ,  ««+  A) 
+  Aa^i' ,  a;,» , . . .  4r„« ,  2„  +  k)—f{x<> ,  0^» , . . .  a?„« ,  ^o) 
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la  dimostrazione  si  prosegue   in   modo  analogo  a  quello  del 
teorema  al  n.  92. 

97.  Rimanendo  ferme  le  condizioni  contenute  nell'enun- 
ciato del  precedente  teorema,  se  si  suppone  inoltre  che  le 

r—  ,  -r —  ,....  -T —  siano  continue  nel  punto  (Xi^.x^^ ,.... 

^njh)fla  fui9zione  z,  di  cui  abbiamo  ora  dimostrato  l'esi- 
stenza, ammette  in  quel  punto  le  derivate  parziali  finite 

^Z  dZ  dz       .         .         .      ,  '        jj' 

T—  ,  -T —  ,  ....- —  t  cut  valori  sono  rispettivamente 

f  jCjCXi    ,X2,..X,^   ,Zq)    ^  xj^i   I  X|  ,..X^  ,Zq) 

I  ^(X|  ,X2f.«X^  ,Zo)  *■  m\^\  I  ^«  i»«Xn  »^o) 

Se,  infatti,  z^-^-k  è  il  valore  di  z  corrispondente  al  punto 
(J^i^  +  ^i,  J?i®-f  ^8,....  a?,j^+ A^)  la  formola  (1)  del  n.  precedente 
ci  dà 

A,/*«,(ar,'-f  5,A| , ^^^-f  A, , . ..x,,'+h^ , z^^ k) 

+  hj'^^i' ,  a-,^+  ^^e ,  a?3'+  A3,. . .^^•+ Ah  .  -3^0+  A) 
4- 

dove  le  5,  e  X  sono  i  soliti  numeri  compresi  tra  0  ed  i. 

Ora  se  nella  formola  precedente  si  suppongono  zero  tutte 
le  A  fuori  che  la  A,  essa  assumerà  la  forma 
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e  qui  h  ci  indica  T  aumento  che  subisce  z  quando,  lasciando 
invariati  a^t  yX^^.^.x^^  dal  valore  x^^  di  ce  si  passa  al  valore 
Xi^-^hi.  Facendo  convergere  hi  a  zero,  e   ricordando  che  la 

r —  e  la  -; —  sono  continue  nel  punto  P,  si  ha 
^z  Oxi  ^ 

r z\p\  '  •'^2  »  •  •  •  ^»  »  -^o) 


avendo  indicato  con  ^'a:,(^i°i^«^>  — ^n°)  la  derivata  rapporto  ad 
Xi  della  z  =  z{Xx,Xi,...Xn)  nel  punto  P. 

Allo  stesso  modo  si  dimostra  l'esistenza  e  si  trova  il  valore 
delle  altre  derivate  parziali  rapporto  ad  x^,x^,,..Xn* 

Se  poi  supponiamo  che  le  -~—  ,  —- , ...  -r-^—  ,  -~—  sia- 

dXi  dXj  ^Xf^  DZ 

no  continue  per  tutti   i   valori  di  Xi  ,  (Ct,,.,x^  ,  z   tali    che 

il  punto  (-Ti, a;,, x^)  appartenga  al    campo    nel    quale    la 

f(Xi  j  X2 Xn  ,  z)  =^  0    definisce   la   funzione  univalente 

zzzizUi  ,a?2, .  .a:J,  e  z  sia  il  valore  di  questa  funzione  nel  punto 
(ri,rj....a?^j),  si  vede,  senz'altro,  come  la  funzione  z  ammetta 
in  ogni  punto  di  quel  campo  lo  derivate  parziali  finite 

t  z[^i  »  ^2  •  •  •  ^rt  >  -2^) 


3/-  0/ 


z 
ovvei 

0 

,.T,. 

^z 

Or, 

=  - 

-  df  ' 

ùz 

dz 

dXi  OZ  t)X,j 


a/-'-   ex,  ùf 


Oz  ùz 


nelle  quali  formole  6  contenuta  la  regola  di  derivazione  dello 
funzioni  implicite  z  delle  variabili  indipendenti  aTj  ,a?j,...a;^  de- 
finite da  equazioni  della  forma  /'(a?i,a?8,,..a?,>  ,;j)zziO. 
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98.  Stabilita  cosi  l' esistenza  di  una  funzione  ,  univalente 
j?(a;i,d?2,..,a;J  definita  dalla 

per  calcolarne  le  derivate  - —  ,  dopo  averne  dimostrato  l' e- 

sistenza,  possiamo  anche  procedere  nel  modo  seguente,  anale* 
gamente  a  quanto  si  fece  al  n.  94. 

Possiamo  considerare  /(xi,a-,,...a?;j,^)  come  funzione  com- 
posta delle  X,  essendo  z  appunto  quella  funzione  di  esse,  che 
vien  definita  dalla  (1),  ed  applicando,  ciò  che  si  può,  la  regola 
di  derivazione  delle  funzioni  composte,  si  ottiene 


OXy        '           dz 

3x, 

da  cui  si  trae 

»/ 

Oz 

0^.    . 

ùtCì 

dz 

• 

analogamente  otterremo 

ar 

¥ 

dz              9x, 

dx,  —      df  "■ 

dz 

dz 

"  dx„~ 

dz 

Valgono  poi  qui  considerazioni  analoghe  a  quelle  del  n.  95. 

Esempi 
1)  Sia  la  equazione 
(a)  f{x  ,ii  ,z)z=iz^—'i{ax^hy)  z^'l&—^. 

13 
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A  qualunque  sistema  di  valori  per  a?  e  y  corrisponde  almeno 
un  valor  reale  per  z;  inoltre  le  derivate 


K=:-iaz,^  =  -3bz,^  =  3iz^-ax-à!,) 


sono  continue  per  qualunque  sistema  di  valori  finiti  àìcct/^Zt 

e  la  — ^  è  diversa  da  zero,  quando  non  sia  %-=.  \/ax-^by, 
oz 

ossia  pei  valori  di  a;  e  2^  che  non  soddisfanno  alla 


[ax-^-by)^  —  ^{ax 4- by) [/ax -f  *y  4  2c«=0 


I  ossia  alla 


aoo-\-by  =  c*. 

Per  cui  le  derivate  della  z  definita  dalla  (a)  sono 

9z az  dz bz 

Ox        z^  —  ax  —  by   '  Sy"       z^^-ax  —  òy 

per  tutti  i  valori  finiti  di  x  ,y,  eccetto  quelli  pei  quali 
ax-^-byzizc?. 

2)  Sia  la  equazione 

(/3)  x^'y^z^znc'' 

e  si  considerino  sistemi  di  valori  delle  variabili,  pei  quali  nes- 
suna di  esse  sia  zero,  per  non  introdurre  1*  espressione  0^  non 
bene  determinata.  Facendo  a?z=l,j/  =  l  abbiamo  z=:c\  inol- 
tre posto 

f(x,y,z)  =  x^yyz*  —  c, 
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le  derivate  parziali 


-%  =  a;'t,yz'iì+ìogz) 

SODO  continue  per  qualunque  sistema  di  valori  delle  variabili, 
e  la  -r —  è  diversa  da  zero,  escluso  il  caso  in  cui  1  +logjaf=iO, 

cioè  in  cui  z'=. ,  la  qual  cosa  avviene  pei  valori  di  a?,y 

che  soddisfanno  alla  x'^y^  (  — y  zn  c^. 

Esclusi  dunque  questi  valori,  porgli  altri  di  x^y,  le  deri- 
vate della  funzione  z  definita  dalla  (p)  sono 

dz  1  +  loga;     dz  1-hlogy 

dx  1  -h  log  ^  '  Oy  1  -f  log  ^ 


3)  Sia 

Facendo  Xi'=zXir=:x^z=i..,:=:x,^=:0,  abbiamo  ^  +  e*=l,che 
è  soddisfatta  da  ^=0.  Inoltre  posto 

nx,,x,,...x^,z)=ze''^'^''''^-'^^^+e^-l 

le  derivate 
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sono  continue  per  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle  variabili, 

e  la  —'~r  è  sempre  positiva  per  questi  valori. 

Quindi  la  (/)  definisce  per  ogni  sistema  di  valori  finiti  delle 
X  una  funzione  uni  valevi  te  z  che  per  XiZ=:x^=:  .,.:=zXn^=^Q  è 
uguale  a  zero  ed  ammette  le  derivate  finite 


^z  zé 


«l+^«+"+«n 


le  quali  possiamo  anche  scrivere,  valendoci  della  (/), 

dz  _  zie'^—l) 
dxr       l  —  e'-hze^' 

99.  Siano  ora  le  variabili  ac,  {/,  z  legate  dalle  due  equazioni 

i  r(x,y,z)=0 

(1) 

(  (t{x,y,z)z=:0 

delle  quali  una  non  sia  conseguenza  dell'  altra  ;  si  scelga  x  come 
variabile  indipendente  e  i  valori  di  y,  z  corrispondenti  ad  un 
valore  xz=:a  di  x  siano  quelli  che  soddisfanno  alle  due  equa- 
zioni 

f{a,y  ,z)=0 

(p(a,y,^)  =  (). 

Ai  valori  di  x  che  si  considerano  potranno  corrispondere  più 
valori  reali  di  y  e  J5.  Per  vedere  quando  da  questa  moltiplicità 
di  valori  per  y  e  z  si  possano  staccare  due  successioni  di  va- 
lori, in  modo  da  poterle  considerare  come  due  funzioni  uni- 
valenti  ;/  e  z  ài  x  definite  dalle  (1),  e  che  siano    continue  e 

che  ammettano  le  derivate  --r^  ,    -7^  ,  abbiamo  il  teorema: 

dx        dx 
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Le  f(x,y,z),  'pCXjy  ,z)  siano  /unzioni  uni  vaf enti  di  x,y  ,  z 
in  un  cerio  campo,  cui  appartenga  il  punto  (Xo,yu,Zo),  che 
chiameremo  P.  come  punto  interno,  essendo 

f(XoiyoiZo)=0 

?(Xo,yo,Zo)  =  0. 

Esista  un  intorno  del  punto  P  per  tutti  i  punti  del 
quale  le  funzioni  f  e  9  ammettano  le  derivate  parziali 
continue 

ìL    ^     —    ÌL    —     h. 
d\  '  dy   '  dz  '  ax    '  ay   '  az  • 

e  sia  diverso  da  zero  nel  punto  P  il  determinante 


af 

3z 

39 

az 

Allora  esiste  un  intervallo  cui  appartiene  il  punto  x©  (sulla 
retta  che  rappresenta  i  valori  della  variabile  indipendente  x) 
per  tutti  i  punti  del  quale  le  equazioni 

f(x,y,z)  =  0 
c(x,y,z)  =  0 

definiscono  due  funzioni  univalenti  finite 

y  =  y(x)  ,  z  =  z(x) 

che  per  x=:Xo  hanno  i  valori  yoZ=:y{xo)  ,  Zo  =  z(Xo),  che  sono 
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continue  ed  ammettono  te  derivate 


af 

af 

af 

df 

dx 

az 

3y 

Ox 

9<f 

!D? 

Off 

0? 

i9\   .==     - 

ùx 

ùz 

dz 

Oy 

ax 

^^'   dx 

Si 

af 

-  •  dx  ~'       ~ 

af 

a/- 

òy 

az 

i>y 

az 

05 

Oo) 

Oqp 

df 

ay 

az 

^y 

dz 

Infatti,  il  determinante  A  (che  si  chiama  il  determinante 
funzionale  o  lacobiano,  dal  nome  di  lacobi,  delle  funzioni  feo 
rapporto  alle  variabili  y  e  z)  essendo  diverso  da  zero  nel 
punto  P,  due  almeno  delle 

a/^    a/^     a£    ^ 

dy    '  dz    '  dy    '  :)z 


devono  essere  diverse  da  zero  in  questo  punto. 

a/* 
Mettiamo  sia  -r^  diversa  da  zero  in  P. 

iZ 

Allora,  per  le  condizioni  dell'enunciato  del  teorema,  e  per 
quanto  abbiamo  dimostrato  al  n.  98,  la  equazione  f{x ,y  ,z)'=iQ 
definisce  una  funzione  univalente  ;s:=z:'^(a:,y)  in  un  certo  cam- 
po cui  appartiene  il  punto  (Xo,yo).  la  quale  per  a?  =  a7o>y=yo 
divieùe  ^o  =  'l(^o»yo)»  che  è  continua  ed  ammette  le  derivate 


(3) 


Sz 

ax 

dz 

3V 

Sx~' 

a/" 

Sz 

'  oy- 

Oz 

che  saranno  pure  continue,  tali  essendo  le  derivate   parziali 
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della  /•,  ed  essendo  —r^  diversa  da  zero  nel  punto  P  e  con- 
seguentemente in  un  certo  intorno  del  punto  P,  cui  appar- 
tengono  i  valori  delle  x^y.z  che  consideriamo. 

Supponiamo  ora  che  la  z  che  comparisce  nella  (^{x  ,y  ,z)^=iQ 
sia  questa  funzione  zz=.'^{x,y)  che  ora  abbiamo  trovato.  La 
?(^  »  y  *  ^)  si  ridurrà  allora  ad  una  funzione  di  a;  e  y, 
f[x,y,'^(x,y)]:z:F(x,y)  le  cui  derivate  parziali 


dJF  _  3?.      d^  a^ 
^x      3a?      3'|   dx 


dx     dj  a^ 


DF df      d:^  a|  a^p      3^    a^: 

3^/  ~  ^y      ^  3y  ~  ^i/      0;?  5y" 


sono  continue  pei  valori  delle  variabili  che  consideriamo.  Sosti- 


tuiti poi  per 


Dz 
Ox 


r^  i  valori  (3)  esse  diventano 


dz 


i/     0/; 

dx         dz 


II 

ùx 


Oz 


ÙF 


dz 


e  quindi 


3F 
dy 


è  diversa  da  zero  nel  punto  P. 


Inoltre  la  FniO  è  soddisfatta  da  x  =  Xq,  y^=!/o  perchè 

F(a?o  ,yo) = H^o ,  yo .  '1(^0 1  yo)  ) = ?  (^o ,  yo .  -^o)  =  o. 

Dalle  quali  cose  risulta,  in  virtù  dei  teoremi  ai  n.  92,  93, 
che  la  F  =  0  definisce  in  un  certo  intorno  del  punto  Xq  una  fun- 
zione univalente  y  =  y{x),  che  per  x^=Xq  diviene  yo  =  y(^o) 


^ 
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3F 

dy  

dx 

dx 

3F  -   . 

1 

^y 

d<f 
Oz 

e  che  ammette  in  ogni  punto  di  quest'intorno  la  derivata 


(4) 


Rimane  cosi  dimostrata  una  parte  del  teorema. 

Supponiamo  ora  che  la  //  che  comparisce  nella  z  =  l{x,y) 
sia  appunto  questa  funzione  y  =  y{x).  La  z  si  ridurrà  cosi  fun- 
zione della  sola  x,  z='^(w,y{x))=zz(x),  che  per  x  =  Xq  di- 
viene 'M^o)J/(^o))  =  'M^o»yo)  =  V  Applicando  poi  alla  z  la 
regola  di  derivazione  delle  funzioni  composte,  il  che  può  farsi, 
si  ha 


dz ^.^  ^ Ì£4-Ì£  ^ 

dx       dx      dy   dx       dx       Oy  dx 


e  sostituendo  per 


JZ 


(3) ,  (4)  abbiamo  infine 


dz 
dx 


dz 

dy 


A 


e  per 


dy 
dx 


i  valori   dati  dalle 


il 

^y 


K 

dx 

dx 


Rimane  così  dimostrato  completamente  il  teorema. 
100.  Quando  poi  si  sappia  che  le  equazioni 

/  f(x,y,z)  =  Q 
definiscono  completamente  Io  due  funzioni  univalenti   y,z  Ai 


(1) 
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X  in   un  certo  intervallo  e  che  ammettono    le   derivate,    per 
calcolare  queste   ultime  possiamo   procedere  anche    nel   modo 
seguente. 

Si  derivino  le  (1)  rapporto  ad  x,  considerando  in  esse  le 
ìj,z  come  quelle  funzioni  di  x  che  sono  appunto  definite 
da  esse. 

Allora  dalle 

1  t)x      3//    dx       Oz    (Ix 

(  Ox      òij   dx      òz  dx         ' 

che  cosi  si  ottengono,  risolute  rapporto  a  — ^  ,  -y—  si  ca- 
vano i  valori  di  queste  derivate  e  si  ritrovano  cosi  le  formolo 
(l)  del  n.  99. 

Si  osservi  anche  come,  scrivendo  che  i  differenziali  totali 
df,  d'f  delle  /*, cp  sono  zero  pei  valori  di  x,y,z  che  noi  con- 
j^ideriarao,  si  ha 

df=^dx^^d!/'\'^dz  =  0 

'         dx  ut/     ^       OZ 

d^i^zzr- dx -^  rr- df/ -h ^  dzzizO, 
^     Ox  ^y   ^     ^2 

dalle  quali,  dividendo  per  dx,  si  ottengono  le  (2). 

Esempi 
1)  Siano  le  equazioni 

x*-\-y'^  -\'  z^zizr^ 
Ax  +  Hy  +  C^-f  D  =  0 
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e  siano  A,  R,  C,  D  tali  che  per  un  qualche  valore  di  x  esse 
siano  soddisfatto  da  un  valore  reale  di  y  e   da  un  valore  reale 
di  z. 
Posto 

z{x  ,  ;/  ,  z)  ZZI  Aa:  +  By  4  C^  +  D 

abbiamo   A  =  Cy— B;?,  che  supporremo  diverso  da  zero  per 
quei  valori  di  y  e  z. 

Sono   allora  soddisfatte  tutte  le  condizioni  sufficienti   per 
poter  applicare  le  regole  date,  e  le  equazioni  (2)  essendo  ora 

tisi/  U/U/ 

a'+bI^  +  aJì^o. 

dx  dx 


ricaviamo  da  esse 

df/  Az  —  Cx     dz Bx  —  A.V 

dx       Cp  —  B;;  '  dx       Cy  —  Bz 

e  queste  sono   le  derivate  delle  funzioni  y  e  ;r  di  x  in  certo 
intervallo,  definite  dalle  (a). 
2)  Siano  le  equazioni 

(  sena;-hseny-f-sen;;:i=  1 

(i5) 

(  cosa?-f  cosy-f  cos;?=i:l, 

le  quali,  per  o^zzO,  sono  verificate  da 


•^-•^"^T'^-T-ir- 
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L'Jacobiano  A  e 


cosy 
—  seny 


cosz 
—  sen  z 


:rrsen(//  —  z) 


che  e  uguale  a  sen  -tj— =  ^-^—  per  quei  valori  ni  y  e  ^. 

Sono  inoltre,  come  si  vede  imrae^liatameiite,  soddisfatte  le 
altre  condizioni  sufficienti  per  applicare  le  formolo  (2)  che  di- 
vengono ora 

du  dz       .. 

cosa: -f  cos y  -~-  -f  cos .?  -r-  =  0 
^  dx  dx 


du  dz       ^ 

•  sen  X  -  sen  V  -7 sen  ^  -r-  =  0, 

^  dx  dx 


dalle  quali  ricaviamo 

(y) 


dy sen  {z  —  ^/)      dz  8en(Jg — y) 

dx        sen(y — z)   *  dx         sen(y  —  z)  * 


e  queste  sono  le  derivate  di  quelle  funzioni  y  e  jz:  di  ^  in  un 
certo  intorno  del   punto  zero,  che   per  a;  =  0  sono   uguali  a 

-^  -f  -Tj-  e  a  -tJ ^  e  che  sono  definite  dalle  equazioni  (,S). 

Lasciamo  poi  allo  studioso  il  verificare  come  le  y  e  z  pos- 
sano ottenersi  in  forma  esplicita,  ricavandosi  dalle  (j3) 


y — j3:=r:arccos 


|-9 (sen  X  -f  cos  -r)| 


yH-;2;=i:2arctg 


1  —  sen  (c 
1  —  cos  0? 


e  da  queste 

^    1  — sena:  .    1 

y  =  are  tg  r h  -75-  are  cos 

•^  °  1  —  cos  X       2 


Y^ (sena;-f  cosic)l 

^    1  —  sen  r        1  fi         .  .1 

;;  r=  are  te  -; r-  are  cos  I  — (sen  x  +  cos  x\\ 

^  1 — cosd?        2  I  2        '  '\ 
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-^T (sen  X  -f  cos  x) 

4/ 


<1 


che  sono  reali  pei  valori  di  x  pei  quali 

cioè  pei  valori  di  x  appartenenti  agli    intervalli 

/                 _l  4-1/7     ^,                    _i_|/7  ,  ^,   \ 
I  — arccos -f  2Ì7r  ,  arccos —^ h  2fc7r  j 

dove  k  è  zero  o  un  intero  qualunque. 

Negli  estremi  degli  intervalli,  il  A  è  zero.  Le  equazioni  (|ì) 
definiscono  le  funzioni  y  e  z,  le  cui  derivale  sono  le  (7),  in  tutti 
questi  intervalli.  Nei  rimanenti  intervalli  le  y  e  2  non  sono 
reali. 

101.  Dimostriamo  ora  il  teorema  generale: 

Considerando  le  Xi ,  Xg ,. .  .x^  ,  ji ,  y. , . .  .y^  come  vartabih 
indipendenti  siano  le 


(1)  < 


f,(x,,x,...x„,yi,y y„) 

fe(x,,x,...x„,y,,y8,...y») 

f„(x,  ,xg...x„  ,y,  ,y,,...ym) 

funzioni  univalenti  di  esse  in  un  certo  campo  ad  n  +  m  di- 
mensioni  cui  appartenga  il  punto  (x,*,  x," ,...  x»" ,  y,*,  yt,...yn)^ 
che  chiameremo  P,  e  sia 

f.(x,»,x.»,...x„«,y,»,y,»,..y„'')=0 


f4x,».x,«,...x„«,y.»,y,»,..y„»)=0. 

Esista  un  intomo  e  del  punto  P  per  tutti  i  punti  del 
quale  le  funzioni  Fr(xi ,  x, . . .  x„ ,  y,  ,  y, . . .  ym)  ammettano  le 
derivate  parziali  continue 

Str  K  K  Ofr  Ofr  K 

Ox.    '    Ox,  "ax^  '  ay,    '    3yt""0y„ 
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e  sia  diverso  da  zero  nel  punto  P  rjacobtano  delle  ir  rap» 
porto  alle  y 


à= 


of. 

9f, 

Of. 

a.v. 

ay»  * 

*'  i)ym 

Df, 

af. 

K 

3y. 

')y«  ■ 

■■  3y,„ 

of« 

3f„ 

3f„ 

ay. 

3y.  " 

■  ay« 

Dico  cAe  alloy^a  esiste  relativamente  alle  variabili  X|,X8..x„ 
un  certo  campo,  cui  appartiene  il  punto  (xi°,X2°,..x^°), per 
tutti  i  punti  del  quale  le  equazioni 


(2) 


f,(xi,x,...x^,y,,yj...yji=:0 
fj(X|,x,...x^,yi,y2,..yJzi:0 

fm(Xi,Xj,..x^,  yi,y8,..yj  =  0 


definiscono  m  funzioni  univalenti  continue 


(3) 


yi=yi(xi,x,  ...x„) 
y.=:yt(xi.x,...x„) 

ym=y«(ii.x,...x„) 


cAe  ammettono   le   derivate  parziali   finite   rapporto   alle 
X, ,  ij . . .  x„  e  che  per  x,  =:x," ,  X8=:x/ , . . .  x„  =:  x,,"  sono  uguali 


a  y,».y.",...ym''. 


'^^  ^.^Mnmi^mimJ     ■  ■l'i'-- 
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La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  analoga  a  quella  del 
precedente  al  n.  100. 

Infatti,  cominciamo  dall'osservare  che  il  teorema  è  stato  già 
dimostrato  pel  caso  di  mml  ai  nn.  96,  97,  perchè  nel  caso  di 
una   sola  equazione  /I(a;,  ,  Xj-.-ar^  ,  yi)  =  0  il  A  si  riduce  a 

■zr^  ecc. 

Per  dimostrare  quindi  la  nostra  proposizione  basterà  far 
vedere  che  se  essa  si  suppone  vera  quando  le  equazioni  (2)  sono 
in  numero  di  m — 1,  è  vera  anche  quando  sono  m. 

Ora  poiché  A  è  diverso  da  zero  nel  punto  P,  uno  almeno 
degli  elementi  di  una  linea  o  di  una  colonna  qualunque    sarà 

diverso  da  zero.  Mettiamo  sia  diverso  da  zero  4^- 

Allora  la 

/m(^i,^'2-.^niyi.y2...ym)  =  0 

definisce  in  un  certo  intorno  Ci  del  punto 

#  (Xi  ,  X2  1 . . .  J?H  »  y  1  ì  Vi  1  •  •  •  t/m-i) 

una  funzione  univalente 

y«i=?K ,  ^8. .  .0?^ ,  yi  ,^2,.  ..y«i-,) 
che  per 

a?!  m  .Ti  , , . .  j?,^  zir  x,^  ,  yj  nz  y  1  , . . .  y ,»— i  -^  t/m-i 
diviene 

e  che  ammette  le  derivate  parziali  continue 

Oyjn_        ^     ^     ^         ^Um 

Oti  '  •  '  •  dx^  '  Ot/i  '  ayj  "  "  ay,^-i 
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date  dalle  forinole 


Oa,       df     Oar,        Ox,       Oi/„    dx,    .      '^ 


(^^  D^  +  ^  -^-^^1^  — _0,(,_l,2....,m-l) 

SostitaoDdo  per  y^  questa  funzione  9  nelle  prime  m  —  1 
delle  funzioni  (1),  queste  diventano  w—  1  funzioni  Fj ,  F,,...F^_, 
delle  a-i ,  X,, . .  .a?^  ,  yi ,  y, . .  .ym-i 


F,(a?i  X,.. .a?^  , yi ,  y, . ..yn»-i)= 
che  ammettono  nell'  intorno  Ci  le  derivate  continue 


Inoltre  nel  punto  (a?,*  ,»«*,..  x„" ,  y," ,  y," . . .  yl^i),  il  loro  la- 
cobiano  rispetto  alle  y 


\  = 


3yi     ayt  ■  ■  *  iJym-i 

DF,       aF,  JF, 


1)4— I       *^*  IH— I 


3yi      3y,  "  •  ay„ 


9F«_,    OF 


aFm-, 

Oyi       Oy,    "  '  ay„_, 


■"  "-.VT^ 
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3Fi    : 


è  diverso  da  zero,  perchè,  sostituendo  per  r— ^  i  valori  (5)  e  rara- 
montando  una  nota  proprietà  dei  determinanti,  possiamo  scrivere 


0/;     ^    OA       3.V, 


a/;    ^  a/;     a^m 


3/; 


3A-1     ,    £/Vm       3.y„  9/^m-»     ,    3^m-l        3.'/m  3/"«-L 


0 


0 


^y« 


ovvero,  avuto  riguardo  alle  (4) 


Ai  = 


1 


Vi      ^      V, 


^//n 


^yi 


V      ^      Vi  ^Vf^  V^ 


^Vm-i  ^ym      <^ym^\ 


3ym     3i^i   '  '  '  ay»i-i      ^i/m   3yto-i      %« 


Vm 


Vm 


^yl       ^ym     ^z/i  "  ^ym-i      ^Vm   ^y^^i      ^y« 


^ym 


Segue  da  tutto  ciò  che  le  m — 1  equazioni 

definiscono,  in  un  certo  intorno  e  del  punto  {x^^ 'X^^,„.x,^),m — 1 


209 


funzioni  i/i^y^,... y,^^!  uuivalenti  di  a?,  ,  r^ ,,.x^ 

//j  — J/,(X,  ,Xj x„) 


che  ammettono  le  derivate  parziali  continue,  e  che  per  Xi  =  x^^^ 
•^g^V^.-.-Pn^-rn^  divengono  !/i\f/i\..  y%^i.  giacché  le  equa- 
zioni F^zrO  sono  soddisfatte  da  a?i",.r,'*,,..x^°,yi",i^2'*,  ..y^_, 
essendo 

Supponendo  poi  che  nella  /A^  =  ?  (^m  ^^2  -  •  ^z* ,  i/i ,  2/« , .  •  y,>i-i) 
'^  >  1  » //2 f  •  • //m-i  siano  queste  funzioni  ora  determinate,  la  ^r^^ 
diviene 

che  per  iri  =  x/\  ^oi?u  =  ^/  è  uguale  a  y,/,  e  che  ammette 
le  derivate  parziali  continue  nell'intorno  e. 

Dunque  in  un  certo  campo  e  cui  appartiene  il  punto 
Wi^tj"^n)  1^  equazioni  {'2)  definiscono  m  fun;5Ìoni  (3)  uuiva- 
lenti etc. 

102.  Nel  fare  la  precedente  dimostrazione  si  sarebbero  po- 
tute ricavare  le  derivate  delle  y  rapporto  alle  x.  Ma  possiamo 
più  speditamente  determinarle  nel  modo  seguente. 

Ammesse  le  condizioni  dell'enunciato  del  precedente  teo- 
rema, derivando  rispetto  ad  a?,  le  (2)  del  n.  precedente,  avendo 

14 


•■'^<'-—f^l*-^ 
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riguardo  che  le  y  sono  quelle  funzioni  delle  z  che  osse  defi- 
niscono, si  ottiene 


(1) 


ao?!       a.Vi   Oa^i      Oy,  Oa-j     "*     ay^  axi 


dalle  quali,  poiché  A  è  diverso  da  zero,  si  possono  ricavare  i 
valori  di 

*  3yi       ayg  ^y^L 

OaPi    '    Oar,    '"  *    dXi  * 

Allo  stesso  modo  le  derivate  delle  y  rapporto  ad  Xt  si  ot- 
terrebbero derivando  le  (2)  n.  101  rapporto  ad  ir,  etc. 

Osserviamo  in  fine  che  valgono  anche  qui  considerazioni 
analoghe  a  quelle  fatte  nel  n.  95. 


Esempi 

1)  Siano  le  equazioni 

Ìx  +  y-^z+u^za 

(caso  7nrz2,  n=i2  del  caso  generale). 
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Ad  a; 3:0,  yz=0  corrispondono  per  z,u  i  valori 


che  sono  reali  e  diversi  da  zero  se,  come  supponiamo,  è  2d*>a*. 
Posto 

le  derivato  parziali  delle  ^,/*,  sono  continue  per  tutti  i  valori 
delle  variabili.  Inoltre  il  A  è  uguale  a  2(u  —  z),  che  è  diverso 
da  zero  nel  punto  (0,0). 

Dunquf ,  poiché  le  -^  =  1 ,  -^  =  1  sono  sempre  diverse 

da  zero,  1q  equazioni  (a)  definiscono  in  qualunque  intorno  del 
punto  (0 , 0)  (nel  piano  delle  x  ,  y),  cui  non  appartenga  al- 
cun punto  in  cui  A  è  zero,  due  funzioni  univalenti  ^  ed  u  di 

x^y  che  per  a?  =  0,  yi=:0  hanno  i  valori  ^ , 

a  |/xs^— g  Q  ^^Q  ammettono  le  derivate  parziali,  che  rica- 
veremo dalle  equazioni  ottenute  derivando  le  (ji)  rapporto  ad 
X  e  ad  1/ 


dx     ìx  \  dy      dy 

,         9Z     '  du  A       ]  .  «^^     .         ^^  A 
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le  quali  ci  danno 


0(V 


'U 


u —  z 


U' 


dz 

!/- 

-  u 

3y 

U" 

—   /w- 

dU 

-y 

3y 

u- 

-  z 

f  3y  ~ 


2)  Le  equazioni 


(f^) 


X  +y  -f^  -}-w  rizG 
^'  +  J/*-f  2--f  ***=  14 
x'+i/^-f-s'-f  w^  =  36 


(caso  7W  =  3,  n  =  l    del   caso   generale)  sono  soddisfatte   per 
x-=zQ  da  i/==l,  z  =  2,  m:zz3. 

Le  derivate   parziali  dei   primi  membri  sono   continue  j^er 
tutti  i  valori  finiti  delle  variabili  e  il 


\  =  Q 


l       1       1 
ij      z      u 


y^     z^     u^ 


—  Q(z  —  y){u  - y){u  —  z) 


è  diverso  da  zero  nel  punto  x  =  Q, 

Dunque  in  un  certo  intorno  del  punto  zero  (sulla  retta  che 
rappresenta  i  valori  x)  che  non  contenga  punti  pei  quali  A  è 
zero,  cioè  pei  quali  due  almeno  delle  y,  z,  u  siano  uguali,  le 
equazioni  (fj)  definiscono  tre  funzioni  y,  z,  u  univalenti  di  x 
che  per  x  =  0  prendono  i  valori  1,  2,  3  e  che  ammettono  le 
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«lerivate  che  sì  ricavano  dalle 


cioè    le 


dx     dx      dx 


dy        dz        du      ^ 
•  dx       dx       dx 


di/  (z  —  x)  (il  —  x) 


dx  U  — ,V)  (w  — i5^) 

(Iz {^'  —!/)  (u  —  j) 

(•X  ~  i^  —  y)  0«  — >s) 

du  (x  —  ?/)  (x  —  z) 


dx  (u  —  y)  (u^^z) 

3)  Essendo  r, ,a?i,...a^,t  variabili  indipendenti  sì  abbiano  lo 
equazioni 

SÙÌÌf/l  C0S//2=r2 

sen  y  1  sen  j/^  cos  ^3  =  ^3  \  (/) 


sen  ^1  sen  //a ....  sen  f/n-i  cos  y,»  =  x,^ 
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!e  quali  per  a:i=:irt  =  ..  =  a?^=iO  sono  soddisfatte  da 


yi=y«=..=yn=-5- 


L' Jacobiano 

-sen^i  0  0 0 

cosyi  cosyg,       — senyi  senyj ,  0 0 

cos  y  1  sen  y,  cos  y^ ,  sen  y^  cos  y^ cos  y 3,  —  sen  y i  sen  y^  sen  y, .  .  0 
•        •        •        «'t        •        •        •        •        •        •        • 

cosyi  seny,...cosy^, —  sen y,  sen yj... sen yn 

=  (—  1  )**  sen**yi  sen*^*  y^  sen**^y8 . . .  sen*  y^i  sen  y^ 

è  uguale  a  ( — 1)'^  per  quei  valori  delle  y;  le  altre  condizioni 
relativamente  alle  derivate  sono  evidentemente  soddisfatte. 

Ksiste  dunque  un  intorno  del  punto  (0,0,0,...0)  per  tutti 
i  punti  del  quale  le  (7)  defluiscono  le  funzioni  univalenti  con- 
tinue delle  u;,  le  quali  ammettono  le  derivate  parziali. 

Per  calcolare  le  derivate  rapporto  alla  oc,  deriviamo  le  (y) 
rapporto  ad  a?i;  avremo  cosi 


-seny,- 


^Vx  ^1 


COS  y^  cos  yt  jfr  —  sen  y  1  sen  y,  —  =0 

cosy  1  seny,  cosyj  ^  -f  senyi  cosy  j  cosy,,  ^  -  senyi  senyj  seny,  ^  =  0 
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dalle  quali,  sostituendo  in  ciascuna  equazione  i  valori  delie 
incognite  determinati  dalle  precedenti  equazioni,  otteniamo 

0^1 1       0(^2 cosyicos/zg  0^3 cos  y^  cos  y.^ 

Or,  sen  t/»  '  òx^  sen^i  sen //g  '  dx^  sen*yi  sen'y, senyg'"* 

Oyr cosyi  COSj/y. 

dxi  sen*  yi  sen*//^ sen*y^„,  sen  y^. 

Analogamente,  derivando  le  (7)  rapporto  ad  j?^  otteniamo  delle 
equazioni,  dalle  quali  ricaviamo 

^_Q  ^fh_  '  1  Dy3_  cosygcosyg 

^x^        '  dXi         sen  y  1  sen  ye  '  Oa?2  seny,  sen'y,  sen  y3  ' 

0^4  cosygCosy4 


Or^  sen  yi  sen'  y,  sen*  ya  sen  y^  ' 

^yr  cosyecosy^ 


Oo;,  sen  yi  sen*  y,  sen*  yg . . .  sen*  y,...,  sen  y ^ 

Ed  analogamente 


^x^        ^^z         3^3  senyi  senyg  senys 

0y4_ cosy3Cosy4 

Da?3  senyiseny8sen*y3seny4  '"' 

Oyr cosyacosy,. 

Oa^z  sen  y i  sen  y^  sen* ya  sen*  y4 . . .  sen*  y^.i  sen  y^. 


e  cosi  di  seguito. 
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Cosi  che  possiamo  scrivere  le  formole  generali 


/?^^  =  0         se         r<; 


Ì^Jr_ L 


dXr  sei)  //,  sen  yg . . .  sen  y^ 


\  dXg  sent/i  sen  i/^ ...  sen  i/s^i  sen*y^  senVs+i  •••  sen'y^_i  seny^ 

se  r  >  s. 

Esercizi. 

Si  trovi  un  valore  di  x  in  un  intorno  del   quale   le  equa- 
zioni seguenti  definiscano  la  funzione   univalente  ecc.  y  di  a> 

e  si  calcoli  da  3^: 
dx 

1 .  '  y  =  l  -f  4?e^ 

2.  ylogx-f  .T^*'— 1=0 


3.  «^znacos-^ 

•^  X 


4.  are  sen  x  +  are  sen  y:=za 


5.  x|/T— y«-hyl/l— a?«z=& 

6.  ^  x  —  y\oQy 

7.  a?  sen  y  —  cos  y  -f  cos  2y  =:0 

8.  y  sen  r  —  cos(.r  —  y)  =  0 


21? 

9.  e^-^ax^e'^  —  SbxzizO  (*«>a) 

10.  cos X cosy - sen x sen i/[/ì  -  &*8en'j.=co8 /(/ costante,  | A|<1  ). 

Si  trovi  un  sistema  di  valori  per  rc,y  (o  per  a?i,a',...fl?J 
in  un  intorno  del  quale  le  equazioni  seguenti  definiscano  la 
funzione  uni  valente  ecc.  z  di  a?,.y  (o  di  ap,,x,,...a;J  e  si  cal- 
colino le  derivate  parziali: 

11.  aa^-hby^-^cz^-^'òexyz-hg^zO 

12.  {x'-hp^-^zy=2(aw^'h  by^  4-  cz*) 

14.  .ng«i+*2+  •.+'n  ^  ^.n-l  _ 2g«l+*.+ •  +*«. 


Si  trovi  un  valore  di  x  in  un  intorno  del  quale  i  seguenti 
sistemi  di  equazioni  definiscano  lo  funzioni  univalenti  ecc.  y 
e  i?  di  a?  e  si  calcolino  le  derivate: 

!2  sen  X  —  cos  y  sen  z  zz:l/2 
2cos^  —  sen  y  cos  zz=[/z 

16.  (  ax-\-by-^cz=:7n 

\  (2n>7n*) 


17.  Si  trovi  un  sistema  dì  valori  per  r^,.v^,,.Xn  in  un  in- 
torno del  quale  il  seguente  sistoiua  di  equazioni  definisca  le 
funzioni  univalenti  ecc.  //i,y3,....Vn  di  a7,,a72... j?h  ^  si  calco- 
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lino  le  derivate  parziali  delle  y  rapporto  alle  x  : 

aj,=logy, 
a;,  =  6*' log  y, 
*,  =  c'"-^Mogy, 


ar„=e'"+^«+--^-logy„. 

18.  Si  dimostri  che,  '  noli' intorno  di  un   punto   nel  quale  le 
equazioni 

^_[y'- 9(^)1'  ^,  ,,_y— ?W 

* —  #.    .  ,  Cc7-t-  e* .  77— r — 

?»  9» 

definiscono  2:  e  u  come  funzioni  di  rr,2/)ha  luogo  la  relazione 
dz    dz 

(Mediante  la  seconda  equazione  si  elimini  ^\u)  dalla  prima, 
e  poi  si  derivi  rapporto  ad  o;  e  ad  y  tenendo  presente  che 
la  u  è  funzione  di  x ^y\ 

19.  Dimostrare  che,  se  si  hanno  le  equazioni 

[z—o{u)]rf\u)  —  UX\ 

ha  luogo  la  rela;2;ione  ---  r—  =  ocy. 

^  dx  dy         '' 


1.  Ad  ìtzzO  corrisponde  y=.\ ,{x-=:^ ^y'=.\\  e  la  -^     non 
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è  zero  per  questi  valori  di  x  e  y.  Le  r^  ,  r—  sono  continue 
per  tutti  i  valori  finiti  di  ^  ,y  ;  e  i  valori  ài  a,tf  soddisfacenti  la 
equazione  proposta  e  che  ananllano  la  j^  sono  solo  x=z-j-, 
>/=2.  Quindi  la  equazione  definisce  la  y  in  un  intervallo 
(-00, a) ,  a<-^,  e  la  derivata  è  -^=  g_    . 


2  (j,-i  „_o)     rfv_    y(logg-l)-l 


3      /^-^i  „-±\  ^__wi/?EZ_ 


.  <,=0,,=«na)*=-^ 


.  (.  =  0..  =  »,,|=-^. 


La  fanzione  j<=:9^i(^)  definita  dalla  equaeione  dell' esercizio 
precedente  e  la  yzzi^J^x)  definita  da  quella  di  questo  esercizio 
hanno  la  stessa  derivata  in  un  intorno  nel  punto  zero.  Ne 
segue  che  in  queir  intorno  f/:r)=9i(a;)  +  C;  si  determini  la  co- 
stante G. 

6.  (a?z=:0,y=l);  intervallo  ( ,ooì,  gli  estremi  esclusi; 

dy  _        1 

dx       1  4-  log  y' 
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7.  Per  a^  qualunque,  la  equa//ione  è  soddisfatta  da  y=:0.  OU  ( 

tre  a  questa  funzione  abbiamo  quella  che  per  a?=iO  è*  uguale 

a  r^  e  la  cui  derivata  è 

dy  _^  3en*.v 

dx       sen  y  sen  2y  +  eoa  ?/  —  l  '  ! 


8.    ({x:zzQ,y-±^^  , 


dy  1  —  2//  sen  y  -f  y^ 

dx         1  —  cos  //  —  y  sen  y 


9.   (x=:\ ,  yzz:log(Jit:l/6*  —  a)\  ,  ;/- =  —  ;  ^^  ne  deduce 
che  yz=:\og}^x{b±\/b^  —  a)\.  ^ 

lA    /        n  ^    */  [/i—k^seu^y 

Per  arrivare  a  questa  f or  mola  da  quella  che  primieramente 
si  ottiene  si  osservi  che 

(sen  X  cos  y  +  qos  x  seny\/l  —  A*  sen*  uf 
+(cos  X  cos  j/-sen  XBeny\/\  -F  sen*  af  =  cos*  ?/  4-  (  1  -i*  sen*  a)  sen*  y 

(cos rr sen y -f  sen x cos .y J/l  -A* sen* a)* 
4- (cos  ^  cos  y -sen  a:  sen  y[/l  -A:*  sen*  a)*  =r  cos*  ^-f  (l  -ft*  sen*  u)sen'  x. 


11,   I  (.r  =  0,y=:0;  2  =  1/ =^  ),  r— = 5 


dz by^-i-exz 

dy  cz^-^-eory 
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13.   (Xi  =  0,  x^z=zO,.,.a;^=:0;z=l), 

H..  Al   punto   pel   quale   :ri-f  Xg +  ....  + oc^rrlog  C,   peres. 
(x,  =  log C , (Tj rr 0 , x,^z=zO),  corrisponde  z=:l; 


dz    _  ùz 


_  Oz  _  z{2  -z'') 


15. 


(^X  =  ^;i/  =  0,z  =  0^ 
dt/ 21/2  cos  {t/-\-z)-\-  son  2z  cos 2// 


\dx 


cos  2t/  4-  cos  2 


'  rf£_ 2J/2cO'5(y  4-^)-f  sen2ycos2x 

rfx  cos  2//  -f  cos  2>s 


Le   funzioni  y  e  z  ai  possono  ottenere  in  Sforma  esplicita; 

[2l/2|cos(.--|-)-l|] 

h  —  are  sen  U[/2  cos  f  .r  +  "t-  )| 
1 


/  1 

f/ziz-^  are  sen 


are  sen 


[•i^/2Ìcos(.-f)--lj] 
—  are  sen  l2l/?cos  (^^-^  )| 


16. 


(a?=0,y  = 


»t±:|/2n  — w*      _m^\/2n—m' 


2b 


,x= 


IT 


-) 


dy a((ix — cz)      dz a{by — ax) 

da)  ~  b{cz  —  by)    '  dx  ~  c(cz  —  by) 

17.        (a?,=x,  =  ..,=a;^=0;y,=:y,=:.,.=i:y^=l) 


^=-y.yrlogy,^l-y,logy,){l-y,logy,)...(l-y^,  logyr-i).  »*>  2 


tfX,  OXf 

I  ig.  =  —  y.y^'i+'^K  ♦"«-Il  logy,(l  -yrt-.  log  yn-.)- 


(1— yr_,logy,_,),  s>l  ,  r>s+l 
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ir.  DeriTate  e  ìiffermizialì  lì  orline  sipm  al  pruno 


Derivate  e  dlfferenslall  di  ordine  taperlore    delle    fan- 
Blonl  esplicite  di  ana  variabile  indipendente. 

103.  Supponiamo  che  per  tutti  i  punti  d'un  intorno  e  del 
punto  a?  la  funzione  y=zf{x)  ammetta  derivata  finita  y*'=if(x). 
Questa  sarà  cosi  una  funzione  univalente  finita  in  questo 
intorno.  Si  consideri  il  limite,  per  ^x  connergente  a  zero,  del 
rapporto 

.,.  nx^^x)-r{x) 

^^^  1^       • 

dove  a  Aj;  si  danno  valori  positivi  e  negativi,  ma  tali  che  i 
punto  X'\'^x  appartenga  all'intorno  e.  Questo  limite,  quando 
esiste,  è  la  derivata  di  f{T)  nel  punto  x^  Chiamando  derivata 
prima  o  di  primo  ordine  delia  f\x)  la  /*(x),  la  derivata  di 
/^(o;),  che  ora  abbiamo  definita,  la  si  chiama  derivata  seconda 
0  di  secondo  ordine  della  primitiva  f{x)  e  la  si  indica  coi 
simboli 

Intanto  vediamo  subito  come,  per  la  esistenza  della  derivata 
seconda  della  f{a>)  in  un  punto  x  occorre  che  la  /*(a7)  am- 
metta derivata  prima  in  un  intorno  di  x,  e  che  la  espres- 
sione (1)  abbia  un  limite  determinato,  comunque  converga  a 
zero  A.r. 

Sia  ora  la  f{x)  data  in  un  intervallo  (a,  b).  Se  a?  è  un 
punto  interno  all'intervallo,  per  la  esistenza  della  derivata 
seconda  in  quel  punto  occorre  la  /*(x)  ammetta  derivata  prima 


• 
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in  un  intorno  di  x  ecc.  Se  ^  è  uno  degli  estremi  dell'inter- 
vallo, poniamo  sia  l'estremo  inferiore  a,  allora  intanto  l'intorno 
del  punto  a  sarà  un  intorno  alla  destra  di  esso;  inoltre  sup* 
posta  la  esistenza  della  derivata  prima  pei  punti  di  questo 
intorno,  con  f(a)^  derivata  di  f{x)  nel  punto  a,  non  possia- 
mo intendere  altro  che  la  derivata  alla  destra  ;  cosichè  saremo 
condotti  a  chiamare  derivata  seconda  nel  punto  a  della  f{x) 
il  limite,  per  Aa  convergente  a  zero,  del  rapporto 

f{a•^^a)-f(a) 
Aa 

dove  Aa  è  sempre  positivo,  ed  /'(a-f  Aa)  è  la  derivata,  pro- 
priamente detta,  di  /(x)  nel  punto  a4  Aa  ed  f(a)  è  la  deri- 
vata a  destra  nel  punto  a  della  f{x).  Considerazioni  analoghe 
valgono  per  V  estremo  superiore  b,  E  vediamo  cosi  che  per  la 
esistenza  della  derivata  seconda  in  un  estremo  dell'  interyallo, 
in  cui  è  data  la  f{x)y  è  necessario  siano  verificate  le  stesse 
condizioni  come  pei  punti  interni.  Ricordando  adunque  che 
l'intorno  di  un  estremo  è  da  una  sola  parte  di  esso  e  quindi 
il  Ao?  del  rapporto  (1)  potrà  solo  essere  positivo  nell'estremo 
inferiore,  solo  negativo  nel  superiore,  e  che  la  derivata  in  un 
estremo  è  solo  derivata  a  destra  o  a  sinistra,  passiamo  dire 
che:  st  la  f(x)  è  data  in  un  intervallo,  per  la  esistenza 
della  derivata  seconda  in  un  punto  qualunque  di  esso  oc- 
corre che  esista  un  intorno  di  questo  punto,  per  tulli  i 
punti  del  quale  la  f(x)  ammetta  derivata  prima  finiia,  e 
che  esista  il  limite  del  rapporto  (1)  per  àx  convergente 
comunque  a  zero. 

La  derivata  della  derivata  seconda  sì  chiama  derivata  ter- 
za o  di  terzo  ordine  della  primitiva  f\x),  e  si  intende,  sen- 
z'altro, quali  condizioni  occorrano  per  la  sua  esistenza  in  un 
punto  X,  e  come  valgano  considerazioni  analoghe  alle  precedenti. 
La  derivata  terza  si  indica  coi  simboli 


225 
E  cosi  seguitando  si   vede  come  abbiano  origine  le  derivate 
degli  ordini  superiori  o  derivate  successive  di  f{x). 

La   derivata  d'ordine  n  o  derivata  n***^™*  di  y=zf(07)  si 
indica  coi  simboli 


2''"'  •  ^"'(^>  •  0  '  ^  '  ^"y  •  ^"^(^•>' 


e  per  la  sua  esistenza  nel  punto  a  occorre  che  in  un  intor- 
no del  punto  x  la  f(x)  ammetta  derivata  (n  —  i  )«**«»  finita 
e  che  esista  il  limite,  per  Ax  convergente  comunque  a 
zero,  del  rapporto 

f(n^i}(x4.Ax)  — f^^-»>(x) 
àx 

E  si  intende  pure  come  per  calcolare  le  derivate  succes- 
sive d'una  funzione  esplicita  y=zf{x)  bastano  le  regole  di 
derivazione  già  date  per  calcolare  la  derivata  prima. 

104.  11  differenziale  del  differenziale  (primo  o  di  primo  or- 
dine) dy^=:.f(x)dx  cioè 

d{dy)-=.d{f{x)  dx\ 

che  si  indica  con  dhj  o  d^f{x)  chiamasi  differenziale  se- 
condo o  di  secondo  ordine;  il  differenziale  del  differenziale 
secondo  cioè  d{d^  y)  che  si  indica  con  d^y  o  d^f{x)  chiamasi 
differenziale  terzo  o  di  terzo  ordine  e  cosi  hanno  origino 
i  differenziali  di  ordine  superiore  o  differenziali  successivi 

d'y,d^y,...dy,... 

Vediamo  anzitutto  quali  siano  i  differenziali  successivi  della 
variabile  indipendente  x.  \ì  dx  è  un  aumento  arbitrario  àx 
che  noi  attribuiamo  alla  x.  Ora  si  può  e  giova  supporre  que- 
sto aumento  lo  stesso  per  tutti  i  valori  di  x  che  dovremo  con- 

15 
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si  derare,  in  guisa  clie  ove  occorra  far  convergere  a  zero  il 
àx  o  farlo  comunque"  variare,  esso  nei  suoi  diversi  stati  di 
grandezza  sìa  lo  stesso  por  tutti  i  nostri  valori  di  x,  e  pos^ 
quindi  considerarsi  conio  costante  rispetto  a  .r,  e  perciò  come 
costante  nella  derivazione  o  differenziazione  rapporto  alla  a^. 
Avremo  perciò  rfV=:rf{c?.r)rr:t),  e  quindi  ancora  d^x=^0, 
rf*x  =  0, .  ..f/",r —(),,._;  co.sìchò  i  differenziali  di  ordine  su- 
periore delia  variabile  indipendente  sono  tutti  nulli. 

Ciò  posto  avremo  subito,  applicando  le  regole  di  differen- 
ziazione conosciute  e  supposto  che  la  f{x)  ammetta  derivala 
seconda  finita  e  diversa  da  zero  nel  punto  x, 

iPfj  —  dif(T)  dx]  ~  dx  df{w)  =  f\x)dw\ 

avendo  indicato  con  dw^  il  quadrato  [dxY  di  dx,  E  cosi  pure, 
ammessa  resistenza  della  derivata  terza  nel  punto  x,  avremo 

d^y=d{(^y)—dx''dr{x)=f"{x)  dx^. 

e  cosi  dì  seguito,  ed  iu  generale»  ammessa  la  esistenza  della 
derivata  n**'™*  nel  punto  x^ 

d*'fj=f'*\x]  d:jc'\ 

intendendo  con  rfa^"  la  potenza  n^^^^^  {dx)*^  di  dj:. 
Dalla  quale  formola  si  ricava 

la  quale  dice  che,  la  derivata  w**^"'^  di  f/  o  f{x)  è  il  rap- 
porto  del    differenziale    n^-*^"i*   di    y    alla   potenza    n**'^*    del 

rf?\  cosichè  la  notazione  — ^  potrà  considerarsi,  non  solo  co- 

me  un  simbolo  che  ì:ì  rappresenti  la  derivata  n**^^"'^*,  tna  altre- 
sì come  un  vero  e  proprio  quoziente  di  differenziali. 
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105.  Vedemmo  al  n.  b7  che  il  differenziale  primo  dy  della 
y  =f{x)  ha  la  stessa  forma  quando  la  a;  è  variabile  iijdipeadente 
e  quando  la  a?  ó  funzione  di  un'altra  variabile  t,  x  =  oo(t).  Ciò 
non  ha  luogo  pei  differenziali  degli  ordini  superiori.  Difatti, 
supponendo  w  non  più  variabile  indipendente,  i  suoi  differen- 
ziali successivi  non  saranno,  generalmente,  più  nulli  e  per  con- 
seguenza dalla 

dyz=zf\x)  dx 
avremo,  differenziando, 

(Py:=zdf(x) .  dx-{'f{x)  d}x 
=r{x)  dx^-\^f{x)  d^x 

e  da  questa 

d^y—f'\x)  doi?^2f\x)  dx  d^x^f\x)dxd^x-\-f(x)d?x 
—f"[x)  dx^-\-Zf\x)  dx(Px^/'(x)d'x 

dove  i  dXjCPXfd^x  sono  da  ricavarsi  poi  d2LX  =  x{();  e  cosi 
di  seguito,  e  si  scorge  che  questi  differenziali  sono  diversi  dai 
differenziali  d'y=  f%x)  dx\  d^y  r=zf'"(x)  rte^...  che  si 
ottennero  nella  ipotesi  che  x  fosse  la  variabile  indipendente,  e 
solo  potrebbero  avere  la  stessa  forma  nel  caso  speciale  in  cui  pel 
valore  di  x  che  si  considera  fossero  nulli  i  differenziali  cPa?, 
d^x,...  della  funzione  x,  come  avverrebbe  per  tutti  i  valori 
di  X  se  fosse  xz=zai  +  b,  perchè  allora  dx  =  adi,  e  quindi 
^x  =  0,  d^x=0,.... 

106.  Diamo  ora  le  derivate  successive  (e  con  ciò  verranno  ad 
essere  conosciuti  anche  i  differenziali  successivi)  di  alcune 
funzioni. 


1)  Se  y^zas"^  abbiamo  subito 


dy 


<V 


m-.    ^-, 


—  mw'^' ,  ^  —  m(7n  -  1  )x^-' ,  ;^  =  m{m-\  )  {m-2)w^^ 


dic       '  '  dx*'         ^"^       ''^       'dj^- 


dai" 


^ m(??z  —  ì},..{m  —  n+1)  x"*"". 


Se  m  è  numero  intero  positivo  avremo  una  derivata  m^ 


che  è  tina  costante,  e  quindi  le  derivate  {^+1)^"^'°%  {7n+2)^'^\, 
saranno  tutte  nulle. 


2)  Per 

ì^  =  a* 

otteniamo 

dx 

Mogo, 

a*(loga)* 

'  (ÌJ? 

rfx" 

—  o'(log  ( 

2)\ 

:  alloga)*,. 


Se  a:=e  cioè  se  yr=e*  allora 


e*. 


3)  Se  y:=loga;  abbiamo 


dx        «  '  dx* 


I 


229 
^=_2.ar-'=-ijl.,...0=(-lr'2.3....(«-l>r- 

2,3...(n— 1) 


4)  Se  y:=zsenv  abbiamo 


dy  (Fu  cPy  d*y 

-j^  zi:  cos  a? ,  3~  = —  sen  a; ,  -7^^  =  —  cos  a? ,  -r^.  =  sen  a? 

dx  dof  dx^  'flte* 


e  cosi  di  seguito.  Avremo  quiudi  in  generale,  pernnr  1,2,3,. 


d**^'^  sen  X  rf***"*  sen  x 

d**»""*  sentì?  d*'*senx 

,  .^  , —  z=z  —  cos  a?  ,  — j-j- —  =  sen  x. 
dx*"-^  dx*** 


Od  anche,  osservando  che 
J:  =  cosa;==sen(x4--J-),^,  =  cos(x4--|-)  =  sen(a?-h2^), 

g  =  cos(..4-2f)=sen(a:-f3-^) 


e  cosi  di  seguito,  avremo 

d'^  sen  X 
dx*" 


:sen 


(«  +  n|-) 


p 
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5)  In  modo  analogo  otteniamo,  per  nzzzì,2^3,,,^ 

^^..-.     =~^^-^^    a^..-.    -COS.,  --^-^_j_=seTi^, 


f?"  eoa  X 


ed  anche 


d^cosu^ 


Per  le  altre  funzioni  semplici  tgx,  àrcspn^r,  are  tga:  sa- 
rfìbln^!  faci  Iti  fleterminare  successi  v  amento  le  derivato,  ma  aon 
si  ot terrebbe  coài  sfìmpliceinento  una  forniola  generale  f^e^  U 
derivata  n*^^''"\ 

^6)  Sia  F{x)^:^fj(x)±f^i{x)±,,±fJ^T) 

dove  le  ^^  ,  j^  .--^'m  -^ono  rn  funzioni  (m  finito)   cìie  ammet- 
tono derivata  n'^*^'*'^  pel  valore  di  m  che  si  considera. 
Si  ottiene  subito 


cioè  la  derirnia  w""^^^^  d'ima  somma  v  uguale  alla  somma 
delle  derivale  n*"^^"*"  dei  sommandi. 


ì 
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7)  Sia  y  =  u.r  dove  le  w  =  m(ì-),  vz:zv(x)  sono  funzioni  che 
ammettono  derivata  n***'"*  pel  valore  di  x  che  si  considera. 
Avremo  successivamente 

=iuv''  -\'2xi'v*  -^-u'w 


La  legge  di   formazione  dei  secondi   membri  è  manifesta, 
cosichè  potremo  scrivere  la  formola  generale 

/  n{n  —  ì)..{n  —  k  +  ì)\ 

V"'^ — rfcfcfc — > 

la  quale,  per  quanto  precede,  sarà  dimostrata  vera  in  generalo, 
se,  ammessala  vera  per  nzrm  —  1,  la  dimostreremo  per  n  =  m. 
Ora  appunto  derivando  la 

abbiamo 


l 
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ed  osservando  che 

l-f(m— 1)1=1:  mi 
(m— l)i-h(m— l)2=ma 
(m  —  l),+(m— 1)3=^3 

si  ottiene 

Questa  formola,  che  dà  la  derivata  7?^®**"**  del   prodotto  di 
due  funzioni,  è  dovuta  a  Leibniz. 

107.  Mediante  la  precedente  forinola  di  Leibniz  %ì  possono 
trovare  delle  formole  ricorrenti  per  la  determinazione  delle 
derivate  successive  di  igx,  cota;,  are  sena;,  arctgx,  delle  for- 
mole, cioè,  che  ci  permettono  di  calcolare  la  derivata  n®'**°^ 
di  quelle  funzioni  mediante  le  derivate  degli  ordini  inferiori 
ad  n. 
1)  Sia  i,=  tgx,  dalla  quale  ycosa;=zsena?. 

Prendendo  la  derivata  n*^»""^  dei  due  membri  di  questa 
ultima  uguaglianza,  ed  applicando  al  primo  membro  la  for- 
mola di  Leibniz,  abbiamo 

j/<'*>cosa;  +  n,y*~^^cos  (^  +  -|" )  "^  ^ty^"*^^  cos  (cc-h2  ^\  -h  . . . 

+  ycosf  ^'-f-n-^  j=sen  (^  +  ^"J')' 
dalla  quale  abbiamo  y^**^  mediante  y^'*"*^   y***"%..y- 
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In  modo  analogo,  se  yzrcot  a?  abbiamo 

y**  sena?+ n,j/^'*-^>  sen  (x  -h  —-)  +  nj/^*^^  sen  (x  -f  2  -^  j 

...-fysen(a;-f  n  -5-ì  =  cos  (x-hn-^  V 
2)  Sia  y= are  seno;;  da  essa  abbiamo 

y'=-7==  ossia  y'\/ì  —  x^  —  \, 


e  derivando  rapporto  ad  a? 

j,"i/r=^- 


.y  a? 


l/l-a;' 


ovvero 

2/"(l-a;«)  — 2^'a;=0. 

dalla  quale,  prendendone  la  derivata  (n  —  2)'^'™*  ed  applican- 
do ai  due  termini  del  primo  membro  la  forraola  di  Leibniz, 

.V"*)(l  —a?)-2{n  - 2) y'»-" X — 2 ^^ ~ ^^'^ ~ ''^^  y"-" 

_  y(»-i)  a;  _  (n  _  2)  y'"-"  =  0 
ossia 

yn  l  —  a^)  —  (2n  —  3)  ;/'  »-"a:  —  («  —  2f  y"-"  =r  0, 
che  vale  per  «  =  2,3,4,.... 
3)  Se  ynrarctga?,  allora 

y'=j-j-^j  ossia  y'(l  +  a;«)=l, 


r 
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dalla  quale,  prendendo  la  derivata  («  — l)^^*"*» 

y"»(Hx*)-f2(w  -  l}y'»-''.r  +  (n—  1)(«  ^  2}^'^*-*'=0, 

forinola  ricorrente  che  vale  per  n^l,2,3... 

108,  Oltre  a  queste  formole  ricorrenti  ve  ne  sono  altre 
die  per  U>  precedenti  funzioni  danno  direttamente  la  rieri- 
vata  n^^^^^.  Senza  entrare  in  particolari  ci  limiteremo  a  darf? 
un  esempio,  determinando  una  formola  che  dia  direttamenle 
la  derivata  n'esima  f]|  r^j^^ig^^ 

Posto  y=arctgf3r,  e  quindi  xz^i^i/  abbiamo 

2/'  = , ^  =  1 "s^  =  cos'  y  zircos  w  sen  ( .v  +  ^ ) 

1  +  ic*       1  +  tg*  y  ^  *^        V         2  / 

Derivando  rapporto  ad  w  otteniamo 
y"  =  I  — sen  rj  son  f  y  +  -^J  +cos  ycos  f  y  +  7r  )l  ^f' 

:=  3^^  cos  r^i/  +  -|-  ì  =cos'^  cos(^2y  H-  -^  J=cos'^sen  sf  y+  ^  j, 

della  quale,  derivando  rapporto  ad  x, 

V^**-  I ^—2 cos  y  sen  y  sen  2(  f/  -f  ~  )  +  2  cos*  y  cos  2f  y  +  -^  \  1^' 

=  2y'cosycosr3i^H-2^ì  — 2/cosysen3fy  +  ^  j 
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e  cosi  proseguendo  otterremo 

y"»>z=:2.3...(n  — l)cos'*ysennf ì/-f  -|-) 


ovvero 


— =  1.2.3...(n~l) ^senn(arctp^-h  — ) 

(1  -f  x'yi  ^  ^  ^ 


Esercizi 

Si  trovi  la  formola  che  dà  la  derivata  n"*™*  delle  seguenti 
funzioni  : 


1. 

y  =  cosaa: 

2. 

y=senaa? 

3. 

y=COS*ir 

4. 

1  — oc 

5. 

j^_^xcoaecos(a:sen5) 

6. 

Ìf  =  ^^'^***^sen(a7sen5) 

7. 

y  =  ep*c«»^cos(|oxsen5) 

8. 

j^  =  e«»cos  Jap 

9. 

y  =  (a  — Ja?)*' 

10. 

y  =  sen  x  —  a?  cos  a? 

\ 


là 


y  =  m'       dove        u  =^  u{x) 


Si  trovi  uiiM   forinola  ricorrente  p^r  determinare   la  deri- 
vata n'^'^^  delle  seguenti  funzioni: 

si  calcoli  inoltre  la  derivata  »**^**  per  x^O, 
16»  y  ^  cos  (  p  are  sen  ar)  ; 

si  ealcoli  inoltre  la  derivata  n^^°^^  por  x^O. 


le. 


y^—  (are  sen  j-)*^ 


ai  ciklcolì  inoltre  la  derivata  n^^^^  per  a;  =  0. 


1^  y  ^^^  ^  a"  cos  f  £1*1?  +  K  —  j 

2.  y*^  =  a"senfa55-f  n  -^) 

3.  y ''^  —  2'*-*  cos  Air  +  n  ^j 
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^-  2/     —  ^-    (i^x)*^' 

5.  y»'*)  =  e^"^ ^  cos (ì;  sen  !/  -f  nJ) 

6.  yt**^  =  e*  '''**^  sen  (a?  sen  ^  +  n^) 

7.  t/t*»)  =  p'*^P*«^®»^  cos  (px  sen  5  +  nO) 

8.  y^"^  =  (a*  -f  ft*)  «  e**^  cos  (Jx  4-  n  are  tg  —I 

9.  y'»).=  (-ir&'»p(p— l)(p-2)...(p  — n  +  l)(a-ix)'^'» 

10.  //^"J  =  (1— n)sen(a?4- y-j  —  .27Cos^a;+  n  -^j 

11.  y«'*»  =  (l  —  n)cos^a:4-n^j  +  a?sen^a?4-n  -^j 

2 

per  n  pari  e 

y^*'^^2\u^''^u-hn,u^'^'^u+n,u^''-'W  4-...+  nn-^i  w^"*"^  lA"»"^! 

per  n  dispari. 
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1     2      (r  —  ì) 


1     2      /n  — '^l 


14.  y""(l  +x*)+  (2»  —  3)  iFifC-"  +  (n  -  l)(n  —  3)  y'—"  =  0; 

per  n  pari;  e  f  j-r»)      ^^  ^  P^^  ^^  disparu 

15.  (1  —  iC*;  y<»' = {2n  -  3)  xy^"-'  *+[(«  —  2)'  -  u']  y"^)  ; 

per  «  pan,  e  (  7~sJ      ^^  ^  P*^""  **  uispan, 

16.  (1— a;')y'"={2«,  — 3)2!^"-"  +  («— 2)'y"*-*J; 

(S")  _^^  -=  2'  •  4' .  (j^ . .  («  -  3j'  per  «  pari. 
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Derivate  parziali  e  differenziali  di  ordine  saperlore  delle 
fanzlonl  esplicite  di  più  yariabill  indipendenti. 

109.  Siano  x^y  variabili  indipendenti.  Consideriamo  un  punto 
(/,  ;/)  e  supponiamo  che  sulla  retta  parallela  all'asse  delle  x 
e  che  passa  per  esso  esista  un  intorno  e  del  punto  (x,  y)  per 
tutti  i  punti  del  quale  la  funzione  te  =  w(a?,  y)  ammetta  la  deri- 
vata parziale  fluita  — ~=w'aj(^»  y\  che  sarà  cosi  una  funzio- 
</x 

06  univalente  finita  di  ^   in   questo   intorno.   Si  consideri   il 
limite,  per  ^x  convergente  a  zero,  del  rapporto 

...  uyrg-f  Ax  ,  y)  —  u'J^x  ,  y) 

^^  Ax 


dove  a  A^  si  danno  valori  positivi  e  negativi,  ma  tali  che  il 
punto  (a;-f  Ax,y)  appartenga  all'intorno  e.  Questo  limite,  quan- 
do esiste,  è  la  derivata  parziale  rispetto  ad  x  di  u'Jx,y)  nel 

punto  {x,  y)  cioè  la  -r — .  Chiamando  derivata  parziale  prima 

vX 

odi  primo  ordine  rappoy^to  ad  x  della  u{T,y)  la  uJ^^^V)  J^ 
derivata  parziale  della  u' J^x,  y),  che  ora  abbiamo  definita,  si 
chiama  deHvata  parziale  seconda  o  di  secondo  ordine  rappor- 
to ad  X  due  volte  della  u{x,y)  e  la  si  indica  coi  simboli 

'/         //    /       N     3*w      o^u{x,y)  -.,         ...      ,       . 

Sia  ora  la  %i[x,  y)  data  in  un  campo  C.  Il  punto  [x,  t/),  che 
chiameremo  M,  sia  interno  al  campo.  Allora  per  la  esistenza 
della  derivata  parziale  seconda  rapporto  ad  x  due  volte  nel 
punto  M  occorre  che  la  m(x,  y)  ammetta  la  derivata  parziale 
rapporto  ad  x  per  tutti  i  punti  d'un  intorno  e,  del  punto  M, 


i 


240 

sulla  retta  MN   parallela  alTasso  della  x  e  clie  passa  per  M, 
e  che  esista  U  limite  del  rapporto  (1), 

Supponiamo  ora  che  il  punto  M  appartenga  al  contorno 
del  campo  C.  Condotta  la  retta  MN  parallela  all'asse  delle  x, 
iramaginiamo  un  punto  mobile  che  la  percorra  muovendosi  in 
modo  che  la  sua  ascissa  vada  sempre  aunientantlo,  cioo,  man- 
tenendo le  solite  convenzioni,  da  stniìiìtra  verso  destra  di  chi 
guarda  il  piano.  Allora  se  il  punto  mobile  quando  passa  pei 
punto  M  entra  nel  campo  C,  i*  intorno  e  potrà  solo  essere  un 
intorno  alla  destra  di  M,  affinchè  questo  intorno  appartenga 
a  C,  e  con  u'^{x,y)  non  potremo  intendere  altroché  la  deri- 
vata parziale  rapporto  ad  a?  alla  destra,  mentre  la  u''^(r +  ^a?,j/) 
sarà  la  derivata  parziale,  propriamonle  detta,  rapporto  ad 
X  nel  punto  (x-^  àx,t/).  So  il  punto  mobile  passando  pel  punto 
M  esce  dal  campo  C,  l'intorno  e  sarà  un  intorno  alla  sinistra 
e  u'^(.T.^)  la  derivata  parziale  rapporto  ad  x.  alla  sinistra  nel 
punto  M.  Se  il  punto  mobile  passando  pel  punto  M  £Ì  mantiene 
dentro  il  campo  C,  come  può  avvenire  se  la  MN  e  tangente 
in  M  al  contorno,  allora  il  punto  M  si  comporta  rispetto  a  v 
ed  alla  derivata  ?e'^(r,  ?/)  come  se  fosse  punto  interno.  Se  il 
punto  mobile  passando  per  M  si  mantiene  sempre  fuori  del 
campo,  come  può  avvenire  ancora  S6  la  MN  è  in  M  tangente 
al  contorno  di  C,  allora  non  esiste  sulla  MN  nessun  intorno 
e  che  ajjpartenga  anche  al  campo,  e  non  si  potrà  parlare  di 
derivata  u'ai^ft/)  nel  punto  M.  Con  queste  considerazioni  e 
mantenendo  in  ogni  caso  la  stessa  definizione  per  la  derivata 
parziale  di  secondo  ordine  rapporto  ad  x  due  volte,  possiamo 
dire  che:  se  ti  punto  M  di  coordinale  {x,  y)  è  un  punto  qua- 
lunque  del  campo  C,  per  la  esistenza  delia  derivata  par- 
ziale di  secondo  ordÌ7ìe  rappo7^to  ad  x  d\ie  volte  in  M  occorre 
che  sulla  refta  MN  parallela  all'asse  delle  x  esista  un  in 
torno  0  del  punto  M  per  tutti  i  pimti  del  quale  la  u(x,  \\ 

ammetta  la  ^r»  ^  ^^^^  esista  il  limite  del  rapporto  (1)  per 

As  convergente  comunque  a  ze?v* 
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HO.  Supponiamo  ora  che  esista  un  intorno  C|  del  punto  M, 
di  coordinate  (a;,^),  sulla  retta  MNi  parallela  all'asse  delle  y 
e  che  passa  per  M,  per  tutti  i  punti  del  quale  la  v{xyy)  am- 

metta  la  derivata  parziale  finita  r—  =  w'a(i*^,y),  che  sarà  cosi 

dX 

una  funzione  univalente  finita  di  y  in  questo  intorno.  Si  con- 
sideri il  limite,  per  Ay  convergente  a  zero,  del  rapporto 

(jv  '^'Jx,y-^•^y)  —  u'J,x,y) 

ùiy 

dove  a  Ay  si  danno   valori  positivi  e   negativi  ma  tali  che  il 
punto  {Xjy-^^y)  appartenga  air  intorno  Cj.  Questo  limite  è  la 
derivata  parziale  rispetto  ad  y  di  u^x{^  »  V)  nel  punto  (a? ,  y)  cioè 
du 

la  -- —  e  si  chiama  derivata  parziale  seconda  o  di  secondo 

ordine  rapporto  ad  x  e  ad  y  della  u(a? ,  y)  e  la  si  indica  coi 
simboli 

Sia  ora  la  u{x ,  y)  data  in  un  campo  G. 

Se  il  punto  M  è  interno  al  campo  non  abbiamo  da  fare  al- 
cuna nuova  considerazione.  Se  il  punto  M  è  sul  contorno,  la 
u'Jx.y)  in  quel  punto,  sarà,  come  abbiamo  visto,  o  la  deri- 
vata a  destra  o  quella  a  sinistra,  o  la  derivata  propriamente 
detta  oppure  non  si  potrà  parlare  di  derivata  parziale  rapporto 
ad  a;  in  quel  punto.  Si  intende  poi,  senz'altro,  ragionando  co- 
me nel  numero  precedente,  che  T  intorno  Ci  potrà  essere  se- 
condo i  casi,  0  un  intorno  alla  destra  (di  chi  situato  suir  ori- 
gine delle  coordinate  guarda  la  parte  positiva  dell'asse  delle  x) 
0  un  intorno  alla  sola  sinistra  o  un  intorno  dalle  due  parti 
oppure  potrà  non  esistere  afiatto.  E  allora  ritenendo  in  ogni 
caso  la  stessa  definizione  per  la  derivata  seconda  rispetto  ad 

16 


l 


^^KS4  i    t    ■ 
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X  B  B^d  y,  possiamo  diro  che,  qualunque  sta  ti  punto  M  del 
campo  C,  per  la  esistenza  della  derivata  seconda  rispetto 
ad  X  e  ad  y  nel  punto  M  occorre  che  esista  un  intoì^o  e» 
Slilla  retta  MN,  parallela  aitasse  delle  y   ed  appartenente 

a  C,  per  tutti  i  punii  del  quale  esista  la  derivata  j~eche 

esista  il  limite  del  rapporto  (l)per  ày  convergente  cmnun* 
que  a  zero^ 

Si  intende  poi,  senz"  altro,  come,  analogamente,  dalla  deri* 
Tata  u\(x,t/)  abbiano  origine  la  derivata  parziale  di  secondo 
ordine  rapporto  ad  y  e  ad  x  che  si  indica  coi  simboli 


E 


u 


v^ 


iU'\^{X,t/), 


iD*(,a:«.i>Vw(^iy)^ 


6  la  derivata  parziale  di  secondo  ordine  rapporto  ad  y  due 
volle,  che  si  indica  eoa 


Ut.  Trattando  ora  ciascuna  di  queste  derivate  di  secondo      i 
ordine  come  abbiamo  fatto  collo  derivate  parziali  di  primo  or- 
dine —  t  —I   hanno   origine^  le    derivate   parziali    di    terzo 
ordine 


ru_ 


5^M 


dX  dt/  ÙX 


dxìy^ 


Oi/  ^cc  dy 


d'u 

ottenute  rispettivamente  dalla  — r,  dalla 


■  -r-,  dalla   -— ". 


À 
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dalla  — -j-;  e  cosi  di  seguito  otterremo  le  derivate  parziali  de- 
gli ordini  superiori  o  successive  della  funzione  u{x,y), 

112.  In  modo  analogo  vengono  definite  le  derivate  parziali 
degli  ordini  superiori  per  le  funzioni  wzz:u(xi,X8...a?J  di  più 
variabili  indipendenti  ed  avremo  cosi,  oltre  alle  derivate  di  pri- 
mo ordine  già  considerate 

dx,    '    aa?j  '  '  '  *  3x7  * 
quelle  di  secondo  ordine 

0*t«  3*w  d^u 


Ox^dx,    '      aa^«     ^Xf^co^' 


d^u  D'w  0«M 


fi  cosi  di  seguito. 

E  si  intende  che  pel  calcolo  di  queste  derivate  bastano  le 
regole  già  date  pel  calcolo  delle  derivate  di  primo  ordine. 

113.  Ritornando  alle  funzioni  u(x,y)  di  due  variabili  indi- 
pendenti, ammessa  la  necessaria  esistenza  delle  derivate  par- 
ziali di  primo  ordine,  noi  abbiamo 

3'u     _ j.^  u'^{x,y-^àt/)  —  u'a,{x,y) 

u{x-h^X ,  y+Ay)-M(a?,y-fAy)            u{:c  -f  Arr ,  y)-w(a? ,  y  ) 
lim  r— iim 

zzlim t;; 


r 


Aw=0  lAa:=o  Aie  ày  Y 


6  analogamente 

^Hm  J  lìrn 


àx  Ay 


cioè  z — T—  è  il  limite  della  espressione 

^^  A:e?  Ay 

quando  in  essa  sì  faccia  convergere  a   zero   prima  àw  e  poi 

A^,  e  —"j     è  il  limite  della  stessa  espressione  quando  in  ossa 

si  faccia  convergere  a  zero  prima  Ay  e  poi  Ait,  ed  esisteranno 

entrambe  le  -r- ,  — -—  oppure  una  sola  oppure   nessuna 

secondochè  esisterà  o  no  il  corrispondente  limite  della  espres- 
sione (1),  preso  come  abbiamo  indicato,  ed  esistendo  entrambe 
queste  derivate  nel  punto  {x,y)  asse  saranno  uguali  tra  loro 
oppure  no,  secondochè  il  limite  della  (1)  rimane  Io  stesso 
quando  si  faccia  convergere  a  zero  prima  Aa?  e  poi  Ay  e  quau-  i 
do  si  faccia  convergere  a  zero  prima  Ay  e  poi  Ax  oppure  no  'J*       | 

Ora  relativamente  a  questi  limiti  ed  alle  corrispondeiiti  de* 
ri  vate  abbiamo  il  seguente  teorema: 

Se  pei  punti  d'un  iniorfio  e  del  punto  (x,y)  la  funzione       i 

nix.-j)  ammette  derivate  parziali  di  primo  ordine  finite  —,  — 

1)  Ricordiamo  che  abbiamo  supposta  resistenza  dì  ^ —  .  ^—  nei 

Yalori  {Va>jy  che  si  considerano,  percbò  p^>trebbem  esisterei  lìmiti 
ridia  (1)  senza  che  esistessero  queste  derivate,  nel    qual  caso    le 

- — T-  ♦  - — r-  non  csistei'ebbei'o*  I 


i 
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una  delle  quali  —  sta  in  e  contintm  rispetto  alla  varia- 
bile  y  {oppure  —  continua  rispetto  alla  x),   ammette  la 

derivata  (oppure  la  j  la  quale  sta  continua 

nel  punto   (x ,  y),  allora  nel  punto  (x ,  y)  esiste  anche    la 

.   ^     I  oppure  la  -r—r-  ì  e  si  ha  -r— r-  =  ^    ^    . 

Oyùx   V  OxDj  /  Dx^y  dydx 

Infatti,   supposti  àx,  Ay   tali   che  i  punti    (x -f  Aa?,  y  +  Ay) 
appartengano  all'intorno  e,  partiamoci  dalla  funzione 

(f{x  ,y)=u(x  ,y  +  ^y)  —  u(x  ,y), 

la  quale,  per  le  ipotesi  fatte,  ammette  pei  punti  di  e  derivata 
parziale  rapporto  ad  x 

9y^.y)  =  w'^(^,y  +  A?/)  — w'^(a;,y), 

e  possiamo  ad  essa  applicare  la  formola  al  n.  72.  Abbiamo  cosi 

(^{X-{^^x,y)  —  (^(x,1J)  =  ^Wf^{x  +  0^x,y),  o<(/<l, 

ovvero 

w(a7-f  Aa:,y  +  Aj/)  — w(a;-f  Aa?,t/)  — w(a?,y-f  Ay)  +  w(x,?/) 
(2) 

=  àx  [ua,{x-\- 0 ^a) ,  1/ -\' ^y)~u'a:(co -^ 0 ^x yy)^ 

Inoltre  possiamo  ancora,  per  le  ipotesi  fatte,  applicare  la  for- 
inola al  N.  72  alla  quantità  tra  parentesi  nel  secondo  membro 
della  formola  precedente  ottenendo  cosi 

u\{x-^  'jbiX.y  -f  Ay)  -  w'^(x-f  ^Aii? ,  y)^!^yu'\^{x^  ^Arr ,  y-h  cAy) 
dove  o<e<l. 
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La  forinola  {2)  diventa  cosi 

òkX  ày 


(3) 


w"„,(:c-f  5Ax,ì^  +  £Ìy). 


Ora,  poiché  la 


è,  per  ipotest,    continua  nel   punto 


(x.y),  il  limite  Al  u''^(x-h  Oàx.y^^^y)^  comunque  si  fac- 
ciano convergere  a  zero  àx  e  A;/,  è  u'\^{Xty),  la  quale  quan- 
tità è  perciò  anche  il  limite  del  primo  membro  della  (:J) 
ossia  della  espressione  (1),  comunque  convergano  a  zero  Aj- 
e  Ay,  Ma  se  si  fa  convergere  a  zero  prima  A^  e  poi  Ax  il 
limite  della  (1)  e  tt''y^(x,^);  dunque  questa  derivata  esiste  <i 
si  ha  u"^^{j^^y)  =  u'\^{jJ,y),  ossia 


3^K 


nel  punto  (^,y). 

Rimane  cosi  dimostrata  il  teorema,  il  quale,  poiché  per 
esso  è  lecito  invertire  T  ordine  delle  derivazioni  rapporto  ad  j  e 
ad  ^,sL  chiama  il  teorema  suUa  inveriibiliìà  delle  derivazioni^ 

114.  Quando  le  condizioni  contenute  nell' enunciato  del  pre- 
cedente teorema  siano  soddisfatte  in  un  punto  {x,y]  da  una 
funzione  u{x,y),  ciò  basta  per  poter  asserirò  che  le  derivazioni 
rapporto  ad  ^  e  ad  y  sono  invertibili»  e  che  in  conseguenza  nel 
punto  (^,j/)  la  u{x,y)  ha  solo  tre  derivate  parziali  di  secondo  or- 
3'«        Zhi        d^u 


dine 


:}xdy  '   dfj-  ' 

Ammesso  poi  che  le  derivate  che  occorre  considerar©  sod- 
disfacciano allo  condizioni  delTenunciato  del  precedente  teoro- 
ma,  cui  soddisfa  la  u(x  ,y)f  è  facile  vedere  che  se  si  deve  de* 
ri  vare  la  ui^^y)  m  volte  rapporto  ad  a;  ed  n  volte  rapporto 


^ 
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ad  y,  il  risultato  è  indipendente  dair  ordine   col  quale  queste 
derivazioni  vengono  eseguite,  così  che 


Basterà  applicare  successivamente  il  teorema  sull'invertibilità 

delle  derivazioni  in  modo  analogo  a  questo   che  terremo  ora 
per  dimostrare,  ad  esempio,  che 

a>w  ìPu  Vu 


dy^  dx         dx  Oy*  dy  dx  dij  ' 

Basta  osservare  che 

o'm    _  2_  (  yt*  \  _  ^  /  Vu  \  _     a»M 

dx  Oy*       dy  \dx  dy  )      dy  \dy  dx  }      dy  ù^ùy 

a:r  Dy  \Dy  )  ~  dyòx  \ìy  )  ~  dy^rt 

Allo  stesso  modo  si  dimostra,  ammesso  che  siano  soddisfatte 
le  solite  condizioni,  la  invertibilità  dell'ordine  delle  derivazioni 
per  le  funzioni  di  un  numero  qualunque  di  variabili  indipen- 
denti. Cosi  ad  es:  se  u^=zu[x,y ^z)  abbiamo 

d^U  yu  d^u 


da^dydz  ~  dy  Ox  dz       dy  dz  dx  ' 
basta  osservare  che 

dxdydz         dz  \dxdy  }         dz  \ìy  dx)  ~  dy  dx  dz 

_     y      /ìu\  _     D'     /dyr\  _       d^u 
dx  dz  \dy  )         dzdxKdy)  ~  dydz. 


dx  ' 
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Esempi 

1)  Sia  la  funzione  ii[Xjì/)  che  per  f/  =  0  e  x  r|ualunque, 
anche  37  =  0»  è  uguale  a  zero  cioè 


e  per  i/  diverso  da  zoro  e 


Abbiamo 
Dw(x ,  y) 


=:ycos 


X         MO.y} 


ex 


=  y^ 


— ^i: i=lira— ^ 7^ ^^ ^  =  lim  — r — ^=0, 


Dx 


4a=f> 


Ao? 


Aa; 


aì*^O,0)      ,.     wO  +  Air,0  — 1*0,0)       ,0  —  0      ^ 
?x  4ar=|j  Aì:e?  a» 


^.   '^'  r^gysoD a?cos  —     ,      _LJjii  =  0, 


a? 


l^wU^__j.    M(a: ,  0  +  ^j^)  —  u(;g ,  0)  _  . 


im 


ày 


=0, 


5w(0,0)       ,,    «(0,0  +  A?;)  — tt{0,0)      ,0—0       ^ 

^y        hv-^  V  ^y 


per  Xyi/  entrambi  diversi  da  zero  abbiamo 
(1)  r— r—  =  -z — r—  =  cos sen . 

^  ^x^      ìydx  y      y        y 

Per  xz=.Q  e  y  diverso  da  zero  vale  ancora  il  teorema  sulla 

invertibilità,  cioè      ^     '^    =     ^  \  ^   ,  perche   le  condizioni 

sufficienti  a  che  questo  teorema  possa  applicarsi  sono  soddisfatte, 
come  si  scorge  facilmente;  possiamo  verificarlo  direttamente 
osservando  che 

dODdy         Ay=o  Ay  ^y 

0MO,y)  ^  1  j  j^  u\{0-h^x,y)-u\(0,y) 
3y  ^x       £^«=0  Ax 

Ax                   Ax       ^ 
2y  sen Ao;  cos 0 

=  H„i — y     y — 

àx 

sen  — 

=  21im-—^  —  lim  cos— =  2—1  =  1  ; 
A£  y 

y 

e  si  pnò  notare,  del  resto,  che  i  punti  (0 ,  y)  non  presentano 
nessuna  singolarità  relativamente  alla  nostra  funzione. 

Nei  punti  (a?,0),  e  nel  punto  (0,0),  qualunque  valore   ab- 
biano  la    ^    ^     e  la  r— ;— »  ^sse  non  sono  certamente  fun- 
ìx  dy  dy  dx 

zioni  continue,  perchè  quando  la  variabile  x  converge  verso 
il  valore  a;  e  la  y  verso  il  valore  zero,  l' ultimo  membro  della 
(1)  non  ha  limite  determinato,  e  non  lo  ha  ancora  quando  x 
e  y  convergono  entrambe  a  zero.  Per  questi  punti  adunque  non 
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è  soddisfatta  una  delle  condizioni   sufficienti  perchè   possano 

invertirsi  le  derivazioni,  e  perciò  per  vedere  se  le  derivazioni 

siano  0  no  invertibili  occorre  calcolare  le  derivate  stesse.  Ora 

abbiamo 

^  \\m  COS  ■; —  : 
^y 

/p 

ma  la  quantità  cos  — -  non  avendo  limite  deterniìaato   quando 
^y 

Ay  convergo  a  zero,  non  esiste  la  — - — ~ — .  Invece 

— -— — ^z=lim  — *^^ rr — ^=::Iim  — r —  ^0* 

Abbiamo  inoUre 

ùx  ày        Av^o  ày  Ay 

—    -'-— lim  —^ -^ ^       -^  — lim  — — =:0; 

^ìì  ^^        Ax==tt  Ax  A.r 

cosichè  la  nostra  funzione  per  x  diverso  da  zero  e  j/  =  0  non 

ehi  l*t* 

ammette   la  t— r —  ed  ha  la  >  uguale  sempre  a  zero;  per 

a:=iO,y  =  0  esìstono   entrambe  queste   derivate,  ma  la  prima 
è  uguale  alla  unita,  la  seconda  uguale  allo  zero. 

2)  Sia  la  funzione  u{x,y)  che  per  a?:^0  e  y  qualunque, 
anche  zero,  è  uguale  a  zero  .». 


I 

i 


6  per  w  diverso  da  zaro  è 

t4{a.\y):=j:sen  Marctg— J 
Abbiamo 
?!fi^=se«Aarctg-^V4^,cos(4arctgi^), 


Ajcsen 
|3«(0.y)^^,^^»((>+^x.y)  — titoli/)  _^.^^ 

3a;       40:^0  ^3-  Ajt 


(4-rctg£) 


i^  lina  sen  (4  are  tg  ^  I  z^  0 , 


Jì<(0,Q)  _         t^(O+Aj;,0)— tt(0,0)_,.     0--0_ 
r  — l' JiiU  ^  — —  Hill      .         -^ —  "1 


I  Ju(0,f/)  _  ,.  „  «(0..v  +  Av^-w(0  -y)  _ ,:„  0 -  0  _      Ok(O.O)  » 
~-     ■    —  __^  jiin ' Hill  — 7 — "~  —  w  É  "   ^^     — -^v* 


Per  X  diverso  da  zero  abbiamo 


d'u 


^x  òy 


-f  2xsen  (4  are  tg  ^)L 


n  1  f  -  I 


Per  x^O  e  y  diverso  da  zero  abbiamo 

4   ^  .,.  cos  M  are  tg  -^  |  —  0 

=  lim ^^^ ^-r =(>. 

Aa? 

Nel  punto  (0,0)  le        -  .   -— r—  non  sono  contìnue,  qualunque 

valore  esse  abbiano  in  questo  punto;  e  di  più  Ja  —  ,  corno 
risulta  dalle  formolo  precedenti,  è  discontinua  rispetto  ad  z 
nel  punto  {0,0);  la  — ^'i      ^^'^  esiste  essendo 

D=w(0,0)       ,.    «' (0  +  Aic,0)  — u' (0,0)      ,.     4  —  0 
— ^—l^  :^  hm  —^ -r- ^ =  Iim  — r — 


e  questo  limite  è  -h  oo  o  ^ — 03  secondocbè  Aa;  converge  a  zero 

per  valori  positivi  o  per  valori  negati  vi. 

T.  '  .     ■  1     3'«{0,0)  ,    , 

Esiste  invece  Ja  —=-^4; —  ,  avendosi 
éx  éy 

aMQ,Q)_^,^uyO,Q  +  Ay)-uVQ.0)_j.^^Q-O_^ 
OU'  ^f/         ^  v=ù  A v  A^ 

115.  Dai  differenziali  parziali  (di  primo  ordine)  di  una  fun- 
;sioni  u  di  due  o  più  variabili  indipendenti  hanno  origine  i 
difTerenziali  parziali  degli  ordini  superiori,  prendendo  i  diffe^ 
renzialì  pari^iali  del  differenziali  che  mano  a  mano  si  ottengono. 


li 


É. 


J 
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Se  u^=u{x,y)\  abbiamo 


ora  si  può  e  giova  prendere  i  cte  gli  stessi  per  tutti  i  valori 
di  X  e  i  dy  gli  stessi  per  tutti  i  valori  di  y  che  si  devono 
considerare,  cosichè  dx  e  di/  siano  costanti  rispetto  alle  varia- 
bili x,y.  Prendendo  quindi  i  differenziali  parziali  di  ciascuno 
dei  differenziali  precedenti,  avremo 

da;{da,u)  —  dx  d^  (J^)  =  —^  dx\ 
d,{d^u)=dx  dy  (^)  =  ^dx  du. 
dAd,u)  =  dy  d^  (g.)  =^^  dx  dy^ 

dy{dyu)  -  dy  dy  (^)  =  ^  dy\ 

e  ponendo  d^(da;W)  =  cP^«w,  d^{dyU)=^d^^yU,,.,,  ed  ammetten- 
do verificato  il  teorema  sulla  invertibilità  delle  derivazioni, 
avremo  cosi  i  tre  differenziali  parziali  di  2^  ordine 

'^^'^à?         '  ^^^  ~     ''^^  ~  ÓxHy        ^  '  ^"^  ""  ÌT"    '^  ' 
e  da  questi  i  quattro  di  terzo  ordine 


^u  .  ,     «         _   ^^u 


(Pxxx'^=  573  ^^'  ^^«y^  =  ^^:;j^.  ^^'  ^y^ 


Vu  D'w 

^'vvo^w  =  j^  dx  dy\  d?yyyu  =  —3  dy^ 
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6  cosi  di  segufto.  —  Si  procede  analogamente  per  le  funzioni 
di  più  variabili  indipendenti. 

Dalle  formoìe  precedenti  risulta  che  qualunque  derivata  par- 
ziale è  quoziente  di  differenziali  ;  cosi  abbiamo 


^hi  _  d^^^u         O^w     _  (Px^y^ 


Jx'         rfa?*     '  Bx'ìt/      dxUly  '^ 


•  Cosi  che  la  notazione    ,  ^  ^  ,,  possiamo  considerarla,  oltre 

che  coma  un  simbolo  rappresentanteci  la  derivata  parziale 
(m  +  wj^di  u  rapporto  ad  x  m  volte  e  rapporto  ad  y  n  volte, 
anche  come  un  vero  e  proprio  quoziente,  ritenendo  il  5"'"^"tó 
come  il  diiferenzial^  parziale  (mH-w)"'"*"  di  it  preso  rapporto 
alla  ^  ed  alla  p  tante  volte  quante  sono  le  unità  degli  espo- 
nenti dei  ùx  e  ^i/  del  denominatore,  il  quale  verrà  consido* 
rato  come  il  prodotto  delle  potenze  m°**°^  ed  n''^^"^*  dei  diffe- 
renziali dx  e  dy. 

Analogamente  per  le  funzioni  di  più  variabili  indipendenti. 

116.  Del  differenziale  totale  (di  primo  ordine) 

te  dy 

della   u^=:u{x,p)  prendiamo  il   differenzialo  totale  d(du)  che 
indicheremo  con  dru. 
Avremo 


,   /}'«  ,         3'w    ^  \  ,    ,    /  3'm      .     ,  Ohi  ,  \ 
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ossia,  ammessa  la  iavertibilità  delle  derivazioni, 


(Pm  =  — I  da?*  -h2  - — r-  da?  dy  -f  T-ì  dt/. 
dc^  dx  iy         ^      Oy*    ^ 


Da  questo,  dififerenziato  totalmente,  otteniamo  il  diffey^enziale 
totale  di  terzo  ordine 


ossia,  ammessa  sempre  la  invertibilità  delle  derivazioni. 


e  da  questa 
d%=J^d.H4^4Ji^d.^d,4-6  3^ 

4-  -r-i  dy\ 

La  legge  di  formazione  dei  secondi  membri  è  manifesta  e 
potremo  scrivere 


d'*u zi:  r—r da;** 4  n.,  ^,  ^     da;*»-'  dy -f  w*  ^  ,^^  ,  da;**-* dy'-f  ... 

^x"*  'ax*'-*ay  ^      *aa?*'-*ay*  ^ 

la  quai  formola  rimane  dimostrata,  se,  ammessala  vera  per 
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n=::m  — l,la  dimostriamo  per  n^^m^  la  qual  cosa  potrebbe 

farsi  senza  difficoltà. 

Sì  scorge  poi  subito  clie  potremo  scrivere  simbolicamente 


—  fto  +  —  %  1  che  dobbiamo  ose* 
guire  la  potenza  n**""*  del  binomio  —  dx+  —  £?y,  e  dopo 
nel  risultato  sostituire  ^_^     ^        in    luogo  dei  prodotti 

—  1        li")    ^^®  compariranno  nei  diversi  termini  dello 

sviluppo. 

Sia  ora  w  =  w(a?j,a:^^  »*.df„)  una   funzione  di  più  variabili 
indipendenti, 

Differenziando  totalmente  il  differenziale  totale  (di  primo 

ordine) 

j        ^w    ,         3m    j      ^  'ali    , 


ed  atDmcttcndo  la  invertibilità  delle  derivazioni,  si  ha 


e  cosi  di  seguito* 


J 
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E  si  potrebbe  facilmente   verificare  che  si   può  porre  sira- 
bolicamente 


(Dm  Ou        \*"** 

r —  rfa?i  -f  ...  -f  r —  dr^  ì     che  debbia- 

mo  eseguire  la  potenza  m'''*'"*(lel  polinomio- —  diTi+.-.-f  r — dx^ 

e  dopo,  nel  risultato,  sostituire  ; — =-7—7; — :; — tt  ìQ   luogo  dei 

prodotti  I  - —  I    f  -- —  I    (  - — I     die  compariscono   nei 

diversi  termini  dello  sviluppo. 


Esercizi. 

1.  Si  calcolino  le  derivate  parziali  di  secondo  e  terzo  or- 
dine della  funzione 


wzziarclg  -^ 

Jb 


(X  diverso  da  zero). 

2.  Si  calcoli  il   differenziale  totale  di   quinto  ordine   della 

3.  il  differenziale  totale  d'ordine  n  della 

4.  Se  u  =  [/  x^-{-f/-^z^ 

17 
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si  provi  che 


D*u        0*«        D'u 


"*"    .T»«     "*"     3**     "~ 


iJic*        i)r/*        3^*  u  ' 


5^u        0^/t        3%      ^     3^11  ^     5*t*         .^     dhi     


5.  Se  tt^re^^  ,  v^ze^ì^^^^i 
calcolare 

OX  Ù^  ÙZ    '    JdTj  Jjg  9Xj  Ox/ 

6.  S©  ?4  =  e^i-^^s^a-'^« 


provare  che 


3^w 


+ air'^  x^-'  xr'  •  -  ■  ^r* + ^-r'  <"'  -  •  ■  ^t'ì  « . 

dove  alJ'^GEJJ^.  .alj'*~"*^  sono  coefficienti  munericj. 

Sì  trovino  le  relazioni  tra   questi  e  aSJLj  ,«!'ii.*  .rtl,^^*,  co- 

efficienti  corrispondenti  della  - — ;- — -  dove  v=e'^ì  ^  .»^*i-i 

e  mediante  queste  relazioni  si  calcolino 
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7.  Sia  la  funzione  u{x,y)  che   per  x  =  0  e  y   qualunque, 
anche  zero,  è  zero,  e   per  //:=(>  e  x  qualunque,   anche   zero, 
è  pure  zero,  cioè 

e  per  gli  altri  valori  di  x,y  è 


w(a7,y)=y'arc  tg  —  —a?' are  tg  ^. 
y  '*' 


Si  verifichi  se  ha  luogo  il  teorema  sulla  invertibilità  delle 
derivazioni  per  tutti  i  valori  di  x^y. 

8.  Sia  la  funzione  u{x,y)  che  per  x=::0,yz=:0  è  zero 

w(0,0)  =  0 

e  per  gli  altri  valori  di  x,y  è 

,        ,  (c'^  —  y^ 

\  ic*  -h  y* 


Si  verifichi  ecc. 

9.  Sia  data  la   funzione  u{r ,y)  pei    punti   d'un    quadrato 
i  cui  vertici  sono  nei  punti 

(0,0)  ,  (0,71)  ,  (Tr,7r)  ,  (71,0), 
e  sia 

W(0,0)=1,  u{fi,Ti)—\,  w(7r,7r)=z:l,  w(/r,0)=l, 

e  per  gli  altri  punti  del  campo 

u(x,y)  =  (sen  a:)'®"*'. 


ma 

Si  calcolino  \e  -— ,   -- ,   r-x- ^  :,—^    ^^   ^^  P"^^^  Q"^^^' 

iunque  {a^.y)  del  campo,  si  notino  i  punti  nei  quali  esse  pre^ 
sentano  qualche  particolaritA  e  se  ne  calcolino  i  valori  in  que- 
sti  punti. 


3.  t?**  1/  :=:  u{dx  +  rfy  +  rf^)**. 


J:r  rf^  tÌM 


T|4.,i      * 


5Xj  3x^  Jr^j  i)j"4 
§.  aii'  =  2a!:i.  +  1  ,  «ir' =(/■+!)  a':L  +  «ir-."  : 


,,,      4"-'  —  3  .  3"-'  +  3  ,  2"-'  —  1 

4V    É    iJ 


+...+(- ir-' r,_,  2"-' +(—irJ 
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-r,(r-2r-'- 


dove 


7.  Per  tutti  i  punti  (.r,y)  si  ha 

dx  Of/         df/  dx  x'  4-  2/'  ' 

fuori  che  nel  punto  (0,0),  nel  quale 


d'u(0  ,  0)  _  d'u     _  _ 


Ox  dy 


Of/  Ox 


8.  Per  x,y  diversi  entrambi  da  zero  è 


dhi  dhi  x^  —  !/^ 


dx  df/      Of/  Ox        X'  -f  y 


+  %x^y 


2    ^'  — .V' 


2  _1-  ii2  .3    » 


(x'  +  2/V 


0«i^(0 ,  0)  _  _       dhi(0  .  0)  _ 


òx  dy 


'     D//  Oa? 


1  Oli 
- —  =  cos  X  sen  vf seii  a:  i'*"  "-', 


Ou(0.t,')_  ,  .M0.0)_„    J»(0,r)_„     M^^jJ 


K'''^) 


J.r     -     *•     Jì;     -"•     da;    ""'        OÒ         ~      " 


^  ^   -rrO, =-«), ^"7^ :=-f  00, 


d?J 


M 


^y 


^==*^»  ->;.  --^-QOi  — —. —  =  +  co. 


-0, 


3^  D^         3^  Dx 


0. 


Pei  punti  (0,^)  e  (n,jf)  non  si  può  parlare  rlì 


per- 


chè non  esiste  alcun  intorno   di   essi,    sul   Iato   del    quadrato. 


ùu 


nel  qnalfi  intorno  la  - —   sia   finita;   e   per   la  stessa    ragione 


^j- 


non  si  potrà  par!nr<^   dì 


ùf/ÙX 


2C3 


Derivate  aacoesslve  delle  funsloni  Implicite 
117.  Supponiamo  che  la  equazione 

definisca,  per  tutti  i  punti  d*un  certo  intorno  del  punto  a*, 
una  funzione  y  univalente  finita  di  co  che  ammetta  deriva- 
ta. Supponiamo  che  oltre  le  derivate  prime  r-^,  -^,  la  f[j^^y) 
ammetta  le   derivate    parziali   seconde,  che   sia  applicabile  il 

teorema  sulla  invertibilità  delle   derivazioni,  e  che   alle  zr-  » 

dx 

—  si  possa  applicare  la  regola  di   derivazione  delle  funzioni 

composte,  quando  si  derivi  rapporto  alla  x  riguardando    la   y 
come  quella  funzione  di  x  definita  dalla  (1). 
Derivando  allora  la 


3/ 

d!,_ 

Ox 

clx~ 

0/ 

Oi/ 

(2) 


rapporto  ad  x,  e  ponendo  mente  a  quanto  abbiamo  preceden» 
temente  detto,  si  ottiene 

<Pp 3y    dx   \dx/       ùx   dx    \  O/y  / 

3.V    L>)x'      ^xòy   dx\       dx    \dt/ùx       iy*    dx\ 


( 


^y  } 
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la  quale,  sostituendo  per  -y-  il  valore  dato  dalla  (2),  diviene 


(^0" 


In   modo  analogo,   da  questa,  derivandola   rapporto  ad  x, 

{pi/ 
otterremmo  la  derivala  terza  *-t-V  ^  cosi  di  seguito. 

Alla  formola  (3)  si  può  ancora  pervenire  partendoci   dalla 

e  calcolando  poi  il  differenziale  totale  di  secondo  ordine  cFf, 
che  è  pure  zero  pei  nostri  valori  Ai  x  &  y\  osservando,  nel  .diffe- 
renziare, che  a:  è  la  variabile  indipendente  e  y  funzione,  si 
trova  cosi 


dalla  quale 


d^y  D.X*     '"Oxùy  dx      ùy^   \dx  / 


e  sostituendo  in   questa   per  -~-  il  valore  (2)  si  ottiene  la  (3). 

Calcolando   poi   il   rfy=:0,  d^f:=zO,,..  si   otterrebbero   le 
,    .     .     d^y      d^y 


118.  Il  metodo  precedeate  per  cai  co  Li  re  le  derivate  succes* 
sLve  delle  TuazionL  implìcite  è  appltcabile  in  qualunque  altro 
caso, 

CùA  se  le  equai^ionì 


0) 


fi^  ,y  ,  ir)  —  0 


df^finiscono  in  un  certo  intorno  del  punto  x  duo  funzioni  utu- 

valenti  fluite  fj  tZ  dìx.  per  avere  le  derivate  seconde  -r^,  ,  -r-* 
^  air     ilx* 

basta  derivare  rapporto  ad  ar  le  formolo  (2)  del  n.  00  che  ci 

danno  le  derivale  prime,  osservando  che  y  e  z  sono  quello  fun- 
zioni dì  X  che  vengono  definite  dalle  (1),  oppure  dalle 


df=^dx+^dy^^dz 
'        Jjf  Of/  ùz 


'       'i^  Off  ■'- 


DJC 


Ù3 


ricavare 


Jj;'  J/y'  J;'  ùx  uff 


JjC  33  C)J/  ^Z  Di/  ÙZ 


rf»"^=gf/^'+ 


.=0 


(imn 


M 
^ 

ÙJ 


dX  dz    llx      "  3//  Zz  dx  dx       òif   f/jr'       3;  rfjT*  ' 


^+'^('IlU      -0 


e  da  queste,  dopo  sostituiti  per  --—-  ,  -f-   i    valoi-i   dati    dalle 
(2)  n.  93,  ricavare  ^  ,  ^,-  E  per  avere  le  —,  .  ^.  s.  de- 

veranrio  le  -r-h  i  ^j  oppure  si  ricaveranno  da  dYznO,tiPj,z=0. 

e  COSI  di  seguito. 
Se 

definisce  tina  funzione  ^  delle  variabili  XMJ?(t.*--2^t„  derivando 
parzialmente  le 


:if 

3/- 

ar 

dz 

3,r. 

32 

3*, 

33 

a.r,. 

0,r.^ 

;)/■ 

c)^',- 

a/-- 

■  .X.  " 

a/" 

.35 

ùs 

53 

otterremo  le  derivate  parziali  di  secondo  ordine  di  z  rapporto 
alle  variabili  x.  E  cosi  di  seguito  si  otterranno  le  derivai© 
successive  parziali*  Si  può  ancliG  dal 


ricavare 


3xi  ùSi 


3-* 


rfj:i  (/.r.+  . . ,  +  ^^  f/c'  4  ^~(l*Z  =.0 


33 


2c? 
é  sostituire  per  dz  e  d^z  i  valori 

Allora  dalla  d?f:=z(y,  che  è  una  identità  essendo  le  x  va- 
riabili indipendenti,  uguagliando  a  zero  i  coefficienti  dei  ter- 
mini simili  in  dX|,  dx^,...  dx^.^ì  hanno  delle  equazioni,  dalle 

quali,  sostituendo  per  -r —  ,  -r —  ..•.  i  valori  (2),  si  cavano   i 

àXi         DX% 

valori  delle  derivate  seconde  -— r  ,  - — r—  , . . .  E   cosi   poi  da 

aj-,*      dxiOx^  '^ 

d?fz=zQ  si  hanno  le  derivate  parziali  di  terzo  ordine  e  cosi  di 
seguito. 

Gli  stessi  procedimenti  valgono  pel  caso  di  m  funzioni  im- 
plicite, di  n  variabili  indipendenti,  definite  da  m  equazioni. 


FSEMPI 

1)  Sia  l'equazione 

la  quale  definisce  una  funzione  univalente  ecc.  nell'intorno  di 
un  punto  qualunque,  tale  che  in  esso  la  equazione  proposta 
non  abbia  le  radici  tutte  e  tre  uguali  tra  loro. 

Osservando  che,  posto  f{x^tj)z==x^"^òcxy^ì/,  abbiamo: 
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]a  furinola  (i)  n.  Il7  diviene 

(£U_  __  _  6.9.  i/jx"  -  cyY-h(S .  9 .  c(i/  -  ex)  (x^  -  e v)-f  6 . 9 .  x  (y^  -  e xf 

_  _  23T.y(x^  -f  y^  —  3c.r//  -f  c^)  __    2dai/ 
~  (V^  —  cxf  ~     {y^—cxf 

2)  Sia  l'equazione 

-^  log  {a?  H-  y*)  —  are  tg  -~-  =  '^g  ^- 

Ad  x=:c  corrisponde  y==0,  e  la   -^=— = r- è  diversa 

da  zero  per  questi  valori  dì  J7,y.  Esiste  perciò  un  intorno  del 
punto  x  =  c  nel  quale  ecc. 

Essendo  ~- 1=  -; — ^  ,   abbiamo 
dx      a?*-^y* 

nv  rfy  _a?-fy 

'  '  rfa:        X  —  y 

d}u 
Per  calcolare  la  -y-~  qui,  ed  in  casi  analoghi,  non    è  op- 

portone  servirsi  della  (3)  n.  1 17,  ma  la  si  ottiene  più  brevemente 
nel  suo  aspetto  più  semplice  calcolandola  direttamente  dalla 
(3),  derivando  la  quale  rapporto  ad  x  otteniamo  appunto 


-^)('-'è)-(-''('-'-^) 


crìf 


,« 


clx:^  {X  —  y) 

{x  —  yf 
ì^ulondo  la  derivata  terza  calcoleremo  la  derivata  di  questi 
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formola  rapporto  ad  x  ed  avremo 


rfv    ^  v^'  dxr-^   '-"   "'^  ^'"v 

dx/ 

d^                                 [c-yf 

(X  —  yf 

.1)  Sia  l'equazione  (n.  98,  2)) 

x^'yH'  =  e'. 

Uerivaixiti  parzialmeute  le 

0= 1  +  Iogx      ^z  _     1  +  log// 

ix           1  +  log  z  '  3^  ~      1  +  log  z 

abbiamo 


Vz 

(l+log.)l-_(l+log^)i-  § 

Oj* 

-                        (1+logs)' 

_      a;(l  +  logx)«+3(l4log0)* 

272(1  + log  Zf 

3'^ 

(l+log^)  ^    -     (l+logj/)  ^     g^^ 

V 

(l  +  log^)' 

_      .y{l+Iog.v)»  +  ^(l  +  Iog3)' 

;r;?(l  -\-\o^zf 
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0'; 

ixùtj 

(l4-lop^)(l+lop//) 
-                 5(1  + log -f 

4)  Siano  le  equazioni  (u.   lO'i,  esempi   IJ) 


a;  +  i/+jr4-n=^a 


-t''4i^'  +  ;s*H^ie-  =  6' 


Derivando  rapporto  ad  a?  e  ad  3/  le 


!  ùu 


X  —  U 


z  —  w 
u — -  z 


0^ 
Ùìc 

37 


If  —  u 

H — Z 


—  ZZZl 


otteniamo 


^H 


(,  _^ji)  („_.,_(.-,.,  (^-^-ii) 


3a;- 


(tt— -/ 


(u  —  :;  —  -  +  .t)  (((  —  2)  —  {x  —  u){z  — x  —X-i-  u) 

_  (;„,,-)*  + („^.r)*  4  fW  —  g)' 

-  iu-zf 


i 


yii:J. 
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ed  analogameote 

3*u  __  {z  —  xY-hiu—xf+ju  —  z)^ 
ìx^  ~  {u  —  zf  • 

dh  _  (z  -  ;/)'  4-  (m  —  //)'  +  (u  —  zY  _  _  ^ 
Oy*  —  (u  —  zf  ~        dy*  ' 

D*3f    _  (z—x){z  —  i/)-^'{u  —  x)(U'-y)  __    O^ii 
Da?Oy  {u  —  zf  Ot/ dx' 


Esercizi 


Si  calcolino  le  derivate  seconde  delle   funzioni   ij  definite 
dalle  seguenti  equazioni 

1.  y=zl  +  xe^  (n.  102,  Esercizi,   1) 

2.  a7l/r=^H  '/\/T^'  =  b  (Id.  5) 

3.  X—y\ogy  (Id.  6) 

4.  ij  :=z  a  cos-^  (Id.  3). 

Si  calcolino  le  derivate  parziali   di   secondo   ordine   delle 
funzioni  z  definite  dalle  seguenti  equazioni 

5.  ax'''\-by^-\'CZ^-hSexyz+(;  =  0  (Id.  11). 

6.  {x'-hy*+z*)*=2{ax^+by'-^cz*)  (Id.  12). 

7.  ;3**e^i+*»+-+«n-f;2»^'=2e^i+*2++*n    (Id.    13). 


l 
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Si  calcolino  le  derivate  seconde  delle  funzioni  y  ,z  di  x  de- 
finite dalle  equazioni 


8.  (  ax  -^-bìj  -{-cz^zzin 


(Id.  16) 


1.        -A 


(Pi/  _  b 


3. 


1 


4. 


^^V  _  Kv'  — 2a7l/a«^/— 2a«) 


rf^« 


ir(a7-f|/a*  — j^')^ 


0«2       2xz\acg  -f  (afe  4-  e^)'/^] 


du' 


(cz^-^exf/f 


f     O^z    2{abc  -f  e^)xV^  -f  egjcxt/ —  c>s') 
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6.  Posto  uzzzx^-hy^-^z^  abbiamo 


0*z    _     (u— g)  ju—c)  [  {u—a)x^ -f  {u—c)z^]  -f  2[a—cyxh 


2 


_0^  _      a;y [(u  —  g)  [u  —  1)){u  —  c)^' 2(a  —  e) (;^  ^ c)^»] 


^       d*z    _^  z(2—z'')  [— ;sg^-j-  2(n(n— 1  )  -h  2);s^  4-  2(2n-2)] 

g    cPy  _a\3n—m*) 
dj?  ~  b[cz  —  byf 

é^z  —  a^(3n  — m') 

d7f  c{oz — hyf 


Cambiamento  di  yariabili. 

119.  Se  nella  funzione  yz=zf{x)  supponiamo  che  alla  x  si 
sostituisca  una  nuova  variabile  indipendente  (per  esempio  la  t 
per  mezzo  della  formola  a;  =  (f(0),  la  y  diventa  funzione  di 
questa  nuova  variabile  indipendente;  ci  proponiamo  di  espri- 
mere le  derivate  di  y  rapporto  ad  x  quando  a?  è  variabile  in- 
dipendente, derivate  che  indicheremo  con  y\  y*\  y"\...  ed  i 
relativi  differenziali,  che  indicheremo  con  cJa,y,  dr^y,  da;V»-— » 
per  mezzo  delle  derivate  e  i  differenziali  di  t/,  x  considerati 
come  funzioni  della  nuova  variabile  indipendente. 

18 


V 


ma 

I  Osserviamo  perciò  che,  qualunque  sia  la  variabile  indipeu- 

.  dente,  abbiamo 

(1)  dff=y'dx,  dij'^u"(l^,  dif"=t/"dx,.... 

\ 

'  Dalla  prima  ti!  queste  forinola  ricaviamo 

dn 


(Sr  y'= 


dw 


Diflferenziando   questa   eguaglianza,  nelT  ipotesi   che   la   va* 
riabile  indipendente  non  sìa  x  ma  la  nuova  variabile  iadìpen- 
dente  ed  osservando  che  allora  t^x^  (pjCy,,  sono  diversi  da  zero, 
otteniamo 
I* 

,  ,     drd^ì/  —  dììà^x 

^-     ite'     ' 

che,  in  virtù  della  seconda  delle  (l)j  diviene 


w  y ^ . 


dalla  quale,  differenziata  come  precedentemente,  si  ottiene 

,  , ,  _  dx{djciFy  —  dr/d^x)  —  Zd^x{dxd^{f  —  dytfx) 

"^^  -  w ~~ 

che  in  virtù  della  terza  delle  (1)  diviene 


i^y**     //.  „  dx{dxd^t/  —  dy^^)^3d^MdrePf/  —  dpiPx) 

u    y    —  ^ 

e  cosi  di  seguito. 


i 
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Le   forinole  (2)',  (2)",   (2)'" risolvono   il   problema  di 

esprimere  le  derivate  y',  ìj" ,  y'". ..  della  y  rispetto  alla  x 
mediante  i  differenziali  delle  x  e  y  presi  quando  la  variabile 
iadipendente  sia  una  qualunque. 

Osservando  poi  che 


dalle  (2>',  (2)",  (2)'"...  ricaviamo 


(3) 


f  d^^—dy 


,. dx(Cy~dy  d^x 


j  _^  dx[dssd^ij  —  dti  (P.v)  —  'òjffajdxd^y  —  dy<^x) 


djy^ 


dx* 


le  quali  ci  danno  i  differenziali  successivi  d^i,  djy^...  della  y, 
quando  la  variabile  [indijiendente  è  la  x,  tnediatite  ì  differen- 
ziali successivi  dx,  d^x,.,.  dy,  d*y,....  delle  ar,  y  rapporto  alla 
nuova  variabile  ìudipendente. 

Nelle  forraole  (2)',  (2)",  (2)'"...  e  nelle  (3)  non  è  Bssata 
la  variabile  indipendente,  e  valgono  qualunque  essa  sia.  Se  qiie- 
sta  nuova  variabile  indipendente  è  la  (  legata  alla  x  dalla 
(i=i'^{t),  le  formole  (2)'  (2)",  (2)'",...  possono  scriversi  cosi: 


dt 
^=d^ 


dt 
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„  _   dt  di*       (U    d/*  _  T  ^'^  di'      ^  ^'  di 

dx  /djr  d%-         di/     d^x\        cPx  Mx  ePif      di/  d'x\ 
„,  _~iU   \d{   W        (ir  Hf  )~     ~dc\in  (W~'di  d^} 


y    — 


m 


v»)[-/<o^->-(o4^]-vvi[>-(4^r.o'|] 

Supponiamo,  in  particolare,  la  fun;5iono  9(^)  talo  che  y^=f{T) 
z^f[^{t)\  diventi  i^  cioè  f[i^[i)\^zi^  y^zt.  Ciò  torna  a  pren- 
dere y  come  variabile  indipendente  e  la  ar^=a'(/):^  j(y)  è  la 
funzione  inversa  della  y^^f(x).  Le  formole  precedenti,  esser- 

Fvando  che  adesso  -j-- ^1,-^^0,  -,,^^0,.,,  diventano 

(Px  dm    d^x        /rf*xy 


dy  \dy }  \dy  / 

che  ci  danno  le  derivate  successive  di  y  rapporto  alla  x  me-^ 
diante  le  derivate  della  of  rapporto  alla  y,  quando  questa  ul- 
tima st  assuma  come  variabile  indi  pendente. 


Esempi 
1)  Sia  y  tal  funzione  di  x  che  soddisfaccia  alia  equazione 


m 

Qqì  Itì  i/\  y**  indicano  le  derivate  della  y  rapporto  alla  x. 
Usanflo  le  forinole  (2/,  (2)"  abbiamo 

,-i         dxdri/~dtf  tPx       _2^T_     d^      __y 

^  ^  dx^  ^  1  +a:*    d,v'  "^    (1  +x*)*  ^    * 

cosìchè  ora  qui  la  variabile  indipenderjte  è  indeterminata.  Pren- 
diamo per  variabile  indipendente  la  /  data  dalla  x=:lg/^  allora 

e  la  (5)  diviene 

i\^ì^U)UPt/  —  2i^fdfdf/)       2  tg  t  df/  y         _ 

(1  +  tg*  0'  f/^'  (  1  +  tg^  //f//  "^  (  l  +  tg'  (f  ~ 

ossia  _^  +  ^  — 0, 

che  è  appunto  l'equazione  cui  st  riduce  3 a  equazione  proposta 
e  cui  soddisfa  la  funzione  y,  quando  si  assuma  come  variabilo 
indipendente  la  t.  Si  vede  cosi  come  il  canibiameoto  di  va- 
riabile indipendente  possa  utilmente  servire  a  rendere  più  seni^ 
plici  date  equazioni  cui  debba  soddisfare  la  y  considerata  come 
funzione  di  x. 

2)  Alcune  volte  il  cambiamento  di  variabile  può  anche  ser- 
vire a  trovare  delle  proprietà  delle  funzioni  che  soddisfanno 
a  certe  equazioni.  Sia  la  y  cìie  soddisfa  alla  equazione 

1^1  {X  —  je)  y^'  -h(l  -  3^^)  y'  —  xy^Q. 

Servendoci  delle  (2)',  {2)"  abbiamo 

a,  (x-x»/-'^-'-"''"'%,.-3..,-g-»,=o. 


2?8 


Poniamo  ar— (/ì  — (',  cosi  che 
tdi 


dx  =  — 


1/1  — e 


,  d*x^- 


d^ 


e  la  (7),  dopo  facili  riduzioni,  diventa 
0 


('-''>^-^''-^''^4r-'^=*^- 


Ora  se  y  =  /*(jr)  suppoaiamo  soddisfaccia  bMv^  {&),  f/ -  f(]/ i^t'} 
soddisfarà  alla  (8).  Ma  quest'ultima  equazioDG  è  la  stossa  equa- 
zione proposta  (6)  dove  in  luogo  di  oc  è  scritto  t*  Riconoscia- 
mo COSI»  mediante  questo  cambiamento  di  variabile,  questa  pro- 
prietà delle  funzioni  cho  soddisfanno  alla  (6),  che,  se  f/  =  f(r) 
è  tal  funzione  che  soddisfa  alla  (6)Ja  soddisfa  anche  tf=f{[/l-^i^j, 
3)  Cambiamo  nella  equazione 

la   variabile   indipendente   da   x   in  t/-  Usando   lo   forniole  (4) 
aabiamo 


.  — :ì 


Viy)  \dy  )         dy 


dj^   d^x 

dy     dy^        \  dy^ 


\dy') 


(f) 


=  0 


ossja 


cPx 


rf/ 


2  =  0. 


120.  Essendo  y  =  f(x),  anziché  cambiare  )a   i^ola  variabile 
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indipendente  x,  supponiarao  ora  di  cambiare  anche  la  y  intro- 
ducendo due  nuove  variabili  t,  u  per  mezzo  delle  formolo 

(1)  x=x{t,u),     y=:y(t,u) 

(come  quando  da  un  sistema  di  coordinate  nel  piano  si  vuol 
passare  ad  un  altro  sistema  di  coordinate).  In  virtù  delle  for- 
molo precedenti,  la  y=/*(x)  si  trasforma  in  una  equazione  della 
forma  F(^  ,  w)  =  0;  e  potremo  poi  prendere  come  variabile  in- 
dipendente la  ^  0  la  u,  od  anche  lasciare  ancora  indeterminata 
la  variabile  indipendente.  Ci  proponiamo  ora  di  esprimere  le 
derivate  di  y  rapporto  alla  x  cioè  le  y\  y'\  y''\...  e  i  diffe- 
renziali di  y,  quando  x  si  considera  come]  la  variabile  indi- 
pendente, per  mezzo  dei  differenziali  di  u  e  di  t.  Per  questo 
scopo  basterà  sostituire  nelle  formolo  (2)',  (2)'',  (2)''\...,  (3), 
del  numero  precedente,  che  valgono  qualunque  sia  la  variabile 
indipendente,  i  valori  dei  differenziali  di  x  e  t/  ricavati  dalle 
formolo  (I),  cioè 

/  dx  z=z  "—-  di  -f-  -T —  du, 
drx=  —-r-dl^  +  2-J:-  di  .:u  ^-  -—f  du^  -\-  --rrCPi-ì-^ —  (Pu 


'      dt     ^  du 


Or  Ot  Ou  Ou^  ot  Ou 


avendo  riguardo  poi  di  porre  in  queste  formole  f/V  =  d^/— *..^0 
quando  si  scelga  t  per  variatile  indipendente  e  d*w=i£p«-=.,.i^O 
quando  invece  ai  scelga  u  per  variabile  indipendente. 

Come  esempio  proponiamoci  di  trasformare  respressioné 


^_(1+^* 


quando^  essendo  1/  ^z/'{x)^  in  luogo  d\  x  ed  y  si  iatroducaao 
due  nuove  variabili  />,  C  per  mezzo  de] le  formole 

(2)  a:i=fCos5  ,  jrrrjosenS 

quando  cioè  dal  sistema  di  coordinate  cartesiane  ortogonali 
x,  y  si  passi  al  sistema  di  coordinate  polari  p,  5  col  polo  nel  - 
r  origine  e  coll'asse  delle  x  per  as&e  polare. 

La   R    in   virtù   delle    (2)',   (2)"'    del    numero    precedente 
diviene 


dì,'\\ 


A  +  ^ì 

iixdHj-^dyd^x 

"^  dx  d^ìj  —  dy  d}x 
Le  (2)  ci  danno 
dx  ^£f^cos5  — /S5en5rf5 
dy  ^dffsen  '}-\~pQ0s9d^ 

cPx^ifpcosO  —  2sen  CdpdO  —  f^cosOd^  —  psùnC(P7 
d^y^cp^smO-^2cos(/dpd'j  —  pBmOd^^-\'pcoBO(PO 


1 
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dalle  quali 

dx  cPi/  —  dy  d^x  =2dc}dO  —  (.d^(A'j  +  i^'d?  -f  ul;.  d}j 
e  quindi 


dove  la  variabile  indipendeate  è  ancora  indeterminata.  Se  si 
sceglie  5  come  variabile  indipendente,  allora,  poiché  d*5rrO, 
abbiamo 


R: 


((/o*+  .i^'rf;*)^ 


e  se  si  sceglie  fj  come  variabile  indipendente 


3 


{di^+(,»d?)^ 
2di,'dO  +  (,*d?  +  [.df.d^'j 

_Mfy]-L 


121.  Con  metodo   completamente  analogo  si  risolverebbe  il 
seguente  problema  generale. 


Se 
sono  n  funzioni  di  a?  o  si  pone 


yn—yn{t ,  w, .  ie8,...wj 


avremo  in  tutto  2n-fl  equazioni  tra  le  2n+2  quantità 
^^yi^V^^Vw  ^,^1,^2...^»;  potremo  quindi  considerare  tutte 
queste  quantità  come  funzioni  di  una  di  esse  p.  e.  di  i.  Si  do- 
mandano allora  le  derivate  y,^yl'^. .,  jf/,i'8"...,y/ >!/»"»•••» 
e  i  relativi  differenziali  neir  ipotesi  di  a?  variabile  indipendente 
per  mezzo  dei  differenziali  nell'ipotesi  che  la  variabile  indi- 
pendente sia  t. 

Per  risolvere  questa  questione  si  procede  come  nel  numero 
precedente,  cioè:  si  ricavino  prima  le  formolo  analoghe  alla 
(2)',  (2)",  {2/'V..  del  numero  119  e  relative  alle  i'i, y^^ya-yn 
e  che  si  ottengono  da  quelle  ponendo  successivamente  yi,ytv-yn 
in  luogo  di  y.  Nelle  formolo  cosi  ottenute  in  luogo  dei  diffe- 
renziali successivi  di  x,  yi,y2,...y^  si  sostituiscano  i  loro  va- 
lori ricavati  dalle  (1)  quando  si  consideri  t  come  variabile  in- 
dipendente, ed  è  cosi  risoluto  il  problema. 

122.  Passiamo  ora  a  considerare  le  funzioni  di  due  o  più 
variabili  indipendenti. 

Sia 

z  =  f[x  ,y) 
una  funzione  continua  delle  variabili  indipendenti  jr,  y  in  un 


m 

Certo  campo  C  nel  piano  delle  variabili  ^r»  ^,  A  queste  varia* 
bili  se  ne  sostituiscano  due  altre  ii,  v  mediante  le  formole 

U) 

(  y—}j{u  ,  V) 

e  supponiamo  che  x^  ij  siano  funzioni  continue  di  «,  v  in  un 
certo  Ciirapo  Cj  nel  piano  dello  variabili  u,  v.  Le  funzioni 
x{u,v)i  y{u^v)  siano  tali  che  le  (I)  si  posf^ano  riguardare  come 
equazioni  che  definiscono  due  funzioni  u,  v  di  x,  y 

{  u:^n[x  ,  y) 
i  v=v{x  ,y) 

nel  campo  C  nel  piano  dello  variabili  x  ,  y  ed  in  modo  che 
i  punti  {u ,v)  nel  piano  dello  variabili  w,t?  corrispondenti  a 
tali  valori  di  i*,   u  appartengano  al  campo  Ci. 

Inoltre  si  suppongono  continue  per  tutte  queste  funzioni 
tutte  quelle  derivate  che  avremo  mano  a  mano  da  prendere 
in  considerazione* 

Ciò  posto,  ci  proponiamo  di  esprimerò  le  derivate  parziali 


ùz 

3-' 

2'z 

3'j 

0';: 

3.C 

'  in 

•  ix'  ' 

Sx  òij 

-a^" 

per  raezs^o  di  u,  I7,  e  delle   derivate  dì  z  rapporto  alle  nuove 
variabili  u,  v 

A  questo  scopo   osserviamo  che  in  virtù  delle  (1)  la   z  di- 
verrà una  eerta  funzione  di  t*,  v 

(■^)  Z=ZZ{il  tV), 
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Calcoliamo  ora  le  derivate  di  z  rapporto  alla  ce  ed  alla  ;/ 
considerando  la  z  come  una  funzione  composta  dt  x,  y  data 
per  mezzo  della  (3)  e  dello  (2),  Potremo,  per  le  ipotesi  fatte, 
applicare  la  regola  di  derivazione  delle  funzioni  composte  ed 
avremo 


¥ì 


i}z  __  5^  Ow       ^z    ùv 


^z Oz    ^li        dz    Ov 

i>t/      du    di/      dv   t>y* 


Queste  formole  risolverebbero  il  problema  per   le   derivato 
del  primo  ordine,  qualora  avessimo  effettivamente  le  formole (2), 

perchè  in  tal  caso  si  avrebbero  s ubilo  le  ^ —  *  t^  ►  ^ —  i  T' 
^  dx      di/      ;>x     èy 

espresse  per  ir,  y  e  quindi  anche  per  w»  v  mediante  le  for^ 
molo  (1),  talché  cosi  avremmo  le  -r—  ,  —^  espresse  per  u,  f^ 

e  per  -z—  ,  r— . 

Se  pero  non  si  vogliono  o  non  si  possono  ricavare  le  (2} 

A    11    f^\      M  .  .     du        5U         dì)        ^r 

dalle  (1),  allora  per  esprimere  le  -^^  »  r—  ,  -r-  ,  -^  per  mezzo 

ÙX         dy  Dx  ùtf 

di  w,  lì  ci  serviremo  delle  (i)i  i  secondi  membri  delle  quali 
considereremo  come  funzioni  composte  di  ar,  //  per  mes^xo  delle 
(2),  ed  allora  derivando  le  (1)  rapporto  ad  a?  e  ^  otteniamo 


i^) 


,  dx    dU         dx     do 

^ÌJW      ^X         dV     dx 


^ df/    du       DìJ    dv 

~'ùu   Jr       Ov    d^ 


m 


5u    Off  C!v    dy 


ÙU     di/  ÙD      ÒfJ 


Le  (d)  ci  determinano   ~  ,  —,    *^  ^^J   T^  *  3~  P^^  ^^ 

ZQ  ili  —  ^  ^ —     ^^     -±.  cioè  per  mezzo  di  w,  v  poiché  queste 
hi       Od      du       Oy 

ultime  derivate  si  ricavano  direttamente  dalle  (1). 

NcJ  risolvere  lo  (5),  (G)  si  suppoue  sia   diverso   da  zero  il 

dotermiDante  Jacobiano 


3x 

dx 

dw 

Dw 

3y 

3.V 

Ju 

2v 

la  qual  condizione  è  però  sompre  soddisfatta,  per  tutti  i  punti 
che  noi  abbiamo  da  co rvs iterare,  almeno  general lu ente,  cioè 
fatta  al  più  eccozione  per  un  aumt^ro  fitiito  di  punti,  percliè 
se  quei  determinante  fosse  zero,  dalle  equazioni 


driir  — —  ilu  +  -z —  dv 


èu 


dv 


a>j 


=1— ^  dn  -f  —f-  dv 
du  ìv 


un  ricaveremmo 


^y 

dv 


dx —  dy  =  0 
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Oppure 


le  quali  esprimerebbero  dei  legami  tra  il  rfa?  q  il  dì/  e  quindi 
le  funzioni  x{u,v}^ì/(u,v]  non  sarebbero  tra  loro  indipendenti. 

Eiaoluto  cosi  il  problema  per  le  derivate  ^  ^  j—   ^^    ^' 

spresse  queste  per  mezzo  di  «,  ^,  —  ,  —,   per    risolvere    H 

problema  relativamente  alle  derivate  seconde  basterà  derivare 
rapporto  ad  (c  e  vlA  tj  le  derivate  ora  ottenute  considerando  ì 
secondi  mombri  come  funzioni  di  x^p  composte  per  mezzo  dì 
u^  z?  ed  allora  non  si  avrà  altro  da  fare  che  ripetere  il  prò* 
cedimento  ora  tenuto. 

Analogamente  per  le  derivate  successive. 


Esempi 
IJ  Essendo 

siano  p,  0  le  nuovo  variabili   indipendenti  e  siano   legate  alle 
ar,  y  per  mezzo  delle  formolo 

(I)'  w:=zi^cosO  j  i/^f^BOiìO 

(x,  y  coordinate  cartesiane,  fj,  5  coordinate  polari),  Propotiia- 
naoci  di  esprimerò  le 

Zz        2z        :)^z  y'z         O^z 


dx    '    3^     '     Dr^    '   ^xOìj    '    t)p* 


m 


meiiianto  p,  0,  e  le  derivate  dì  z  rapporto  a  ^  e  ^\ 
Dalla  (L/  ricaviamo 


e  le  (4)  attualmeote  diventano 


(1/ 


dz   dz      Op         3s       dO 

:=z  — —  — *- — \ — — , 


Nel  aostro  caso  le  — ^^  ,  -^  ,  —  ,  ^--  le   possiamo    nca- 

Oo;  Dy      Or   '    df/         ^ 

cavare  o  direttamento  dalle  (2}'  oppure  per  mezzo  delle  equa* 

!;ionÌ 


(5)' 


m 


1  r    ^P  r    »^ 

1  ^rz  cos  0  ~ p  sen  0 

Ox        ^  Ox 


0  :=  sen  5  ~—  4-  a  cos  5  - — 
Ox       ^  Or 


0  ^^  COS  5  — i—  —  ù  Ben  0  -- — 
i  zz.  Bea  0  -—  4-  p  cos  7  -r — 


che  si    ricavano   dalle  (l)'  come    le   (5)^  (0)  vennero   ricavato 
dalle  (1). 


2S8 


la  entrambi  i  modi  ottejuamo 


m 


^  cos  5  ,    — ^  =  sen  5 

^y 

yj 

sen  5       35         eoa  5 

4)^ 


^y 


per  cui  le  (4)'  diventano 

(     dz  dz  ^        Bz  sen  0 

[  — —  ^  — —  cos  5 -—  ^— 

1      OCG  Op  ^9  ff 


m 


dz 


^y        op 


Oz  -       dz    cos  0 

aen  0  + 


J5 


Calcoliamo  ora  le  derivate  seconde 


Dlff  D^^ 


d^z 


3x'   '  ;)x  3//  '   ^i^' 


Le  formolo  (8)  derivate  rapporto  ad  x  e  ad  y  ci  danno 

ù*z  ,  35    0:j  ,/ù^z  dp         ^^z      35  \ 

3j;*  J*i:    3p  X^p'  3x        3o  35    3jc/ 

cps5   ÙO    i)z      sen  5   ^^  D^        sen  0/  ù^z     3p      3*ì;    dO\ 


3^  W  "*"  ^^^     ^^i^"  3y  ^  3p  35    >i^  / 


dx  Oy 


=  —  sen  V 


cos  5    35    3:;      sen^  3o    5^        sen  5    /  3*2      3;'j      O'j    ^5"\ 
~  Ti/  JO  "^  "7^  3^   3^         7^  \dOTp   dy^j9  ^ ) 


i 


289 


— -g-  =  cos  ^  — -  -—  +  sen  5  (  -— ^  -i-  + 

sen  5   yj    Oz       cosO   Dp    ùz      cosO  /  O^z      Do      d^z    00  \ 
V  ^  ^         7^  Óy  "dT "*■  "7"  \OplO   'ùy^J9  Oy  ) 

ed  in  virtù  delle  (7) 

/      d*z       sen*  9'  dz  «  ^  D'^^      2  sen  0  cos  ^      O^z 


p     ^p 


2  sen  $  cos  ^  èz      sen^  0    d^z 


3pa5 


oo 


07 


(9)     / 


dx  dy 


sen  ^  cos  5   Oz  .       .O^z 

-4-senvcosv-— r 

f  do  0  f»' 


4- 


cos'  5-  sen*  0    O^z      cos*  5-sen*  0  Oz     sen  5  cos  0  O^z 


f,  dùOO  p*  05  r.*       5^35 


0*2        cos*  0    dz  ^  ^  D*z      2  sen  0  cos  5      0*z 

■— r-  = ^r-  +  Sen*5— ;+ T-^TT" 

0^*  P      '^p  ^P"  P  OpOJ 

I  senO  cos  9    0;3       cos*  0     O^z 

^  ~^        ?         "05  "^""1?^'    OS*' 


formolo  che  risolvono  il  problema  per  le  derivate  seconde. 

Mediante  le  formole  (8),  (9)  possiamo   ora   trasformare   in 
coordinate  polari  le  due  espressioni  seguenti 


\  Ox  /  '^\  Oy  ) 


0*;^      _0^ 


3x*        Oy 
che  .si  chiamano  i  pay^ametri  differenziali  di  primo  e  di   se- 

19 
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condo  ordine  e  che  hanno   molta   importanza   nell' analisi.  In- 
fatti in  virtù  delle  (8)  abbiamo  immediatamente 

/dzV     /ùzY       /OzV       1     /Ozy 


ed  in  virtù  delle  (9) 


?!£     ^— JL  ii      ^1      J_   ^ 


2)  Come  seconda   applicazione   consideriamo   la  funzione  z 
che  soddisfa  alla  equazione  (colle  derivate  parziali) 

e  prendiamo  per  nuove  variabili  le  w,t?  legate  alle  x.y  dalle 
equazioni 

1 


V 


dalle  quali  ricaviamo  le  altre 


1 
V 


Queste  ultime  formolo  ci  danno  subito 


3w  1        Ow  0^        ^    Dv  1 


')  Ilcrmitc.  Cours  dWnalt/se  pag.  87. 
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quindi  le  (4)  diventano  nel  nostro  caso 


t>z dz     1        dz  _  dz  3j 

dx       Ou     V    '  0*/       Om  Ov 


e  dalla  prima  di  queste 

da^  I?*  Ox    Oli        v\Ou^    ùx      Oudv    Ox  /        y*  Oti*' 

In  conseguenza  la  (10)  diviene 

ovvero,  riduceudo, 

Pi  +  2iiv'  ^  f  2(i;  -  v")  ^  -\-  nV^  =  0, 
dur  Ou  Ov 

la  quale  equazione  non  differisce  dalla  (10).  Solamente  in  questa 
invece  della  a\y  vi  compariscono  le  w,t\  Quindi  possiamo 
concludere  che,  se  js:  =  F(^,j/)   è   una   funzione   che   soddisfa 

alla  equazione  (10).  anche  la  funzione  zzzzFlxy^  — ì  sod- 
disfa alla  medesima  equazione. 

Pel  caso  delle  funzioni  di  più  variabili  indipendenti,  quan- 
do a  queste  se  ne  vogliano  sostituire  altre,  si  procede  in  mo- 
do completamente  analogo. 
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Esercizi. 

1.  Ponendo  a?z=:cost,  la  equazione 

diviene 

2.  Ponendo  a;=  =,  la  equazione 

diviene 

<^y  V       __  fv 

3.  Ponendo  <=:log(a  +  a;),  la  equazione 

(a  +  a!)y"f-3(a  +  a;)y'+(a  +  x)?/'+fty  =  0 
diviene 

4.  Prendendo  y  come  variabile  indipendente,  la  equazione 
diviene 
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ìi.  Prendendo  y  per  variabile  indipendente  e  ponendo  x=:ye^ 
nella  equazione 


questa  diviene 


^y"-f  ì/'*+y'=o, 


cPz      clz 


6.  Se  si  pone  j:-4-t/  =  u,  x — y^=iv  l'equazione 


Dh      d^z  j.  .  d^z 

—-  =  ■—1  diviene   •— -— =  0. 

Ox^      Dy^  Oli  dv 


7.  Ponendo  e^-he^mx,  c'*  —  e^=y  l'equazione 
diviene 


8.  Sia  z  funzione  di  ìp  e  y  e  si  ponga 


Dz  Oz  Oh  Oh        ,        Oh 


Dar       ^  '  ay        ^  '    0^«  '    0/  ~     '  Do;  a?/ 

e  sia  u=zpx-hqf/ — z.  Si  prendano  p,q  come  variabili   indi- 
pendenti, immaginando  x,y  espressi  mediante  p,q  per  mezzo 

delle  r — z=:p, —-zufir.  Avremo  allora 
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du  du  O^u  t  0*u 


"  —  ^  »  T77  —  y  »    ^^i  —  177       ^  » 


d'u    _  s 

dp  ùq  ri — s** 

Teoremi  salle  fanzioni  omogenee. 

123.  Una  funzione  ^(a?,  j^r^ , ..,  a?J  di  più  variabili  Xi ,  ^«  »-.^n 
si  dice  omogenea  rispetto  a  queste  variabili  quando  sostituendo 
fcci.tx^f.^.ix^  in  luogo  di  :ri,x,,..  .o?^  la  funzione  che  cosi  si 
ottiene  è  uguale  alla  funzione  primitiva  moltiplicata  per  una 
potenza  di  t,  cioè  quando 

(1)  (]p(/a?i  ,  tx^,...tx„)  =  r(^{x,  ,^,,,..irj. 

L'esponente  m  (che  può  essere  un  numero  qualunque  po- 
sitivo, nullo,  o  negativo)  dicesi  il  grado  di  omogeneità  della 
funzione. 

Ad  es:  le  funzioni 

(3)  9(0: ,f/,z)  =  ax^y^-h ba^y  4  a.ry^* -f  js:^ , 

(4)  9(a?,y)=|/aa;«4-&/, 


(5)  <^{x ,  y)  =  J/  aa;* 4-  2èx//  -f  Cìf , 

(6)  9(a;,y,2)z=:a^+è-^  +  c|3-, 


(7)    ?(.^.//)  =  arctg^ 


295 
sono  funzioni  omogenee  delle  variabili  che  in  ciascuna  di  esse 
compariscono  e  rispettivamente  di  grado 

2 
m  ,  4  ,  1  ,  ^  ,  —  1  ,  0. 

Ponendo  /=  —  e 

— fi—  ^    ^^ 

la  equazione  (1)  diventa 

(8)  c(ar..x,....r„)=:r.'»/-(^  ,  f  .-■•t;) 

cioè  una  funzione  07nogenca  di  grado  m  e  nguale  alla  po- 
tenza m®^*"™*  di  una  qitalunqxie  delle  variabili,  Xi ,  mollipli' 
cafa  p(?r  una  funzione  dei  soli  rapporti  delle  altre  varia- 
bili a  questa. 

Se  poi  supponiamo  che  una  funzione  9  soddisfaccia  alla 
(S),  allora  è  anche  soddisfatta  la  (l)  cioè  la  funzione  è  omo- 
genea. Infatti  dalla  (8),  ponendo  tx^,  tx^^JXn  in  luogo  di 
^\y  ^% ,..  Xn  abbiamo 

Perciò  potrebbesi  prendere  la  equazione  (8)  come  quella  che 
definisce  una  funzione  omogenea  di  grado  m. 
Dimostriamo  ora  i  seguenti  teoremi. 
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Le  derivate  pay^ziali  di  primo  ordine  di  una  funzione 
omogenea  di  grado  ra  sono  funzioni  omogenee  di  grado 
m  — I. 

Infatti  poniamo 

e  deriviamo  le  (1)  rapporto  ad  x, .  Avremo 
ovvero,  per  la  (9), 

^{iXx  ,  /Xj  ,  . .  .  tXn)  i  =  ^"*  '^[Xi^iX'i , . . .  acn) 

cioè 

'|(/.ri  ,  /^j  , ,  .  .  tXn)  —  t"^"'  K^l  »  ^2  •  .  .  ^n\ 

Do 
la  qual  formola  dimostra  il  teorema  per  la  r-^.  —   In  modo 

identico  si   dimostra   per  tutte  le   altre  derivate   parziali    dì 
primo  ordine. 

Ad  es:  il  teorema  è  immediatamente  verificato  per  le  fun- 
zioni (2;,  (3);  per  la  (4)  che  è  di  grado  1  abbiamo 

drf  X  d(f  y 

che  sono  omogenee  di  grado  zero.  Per  la  (6),  che  è  omogenea 
di  grado  1,  abbiamo 

dx  z^        x^  y^ 
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3q>  a:^        -      X' 


De?  ,     x^f/ 

—  =  —  4a-    ■ 


che  sono  omogenee  di  grado  — 2. 

Per  la  {*!)  che  è  omogenea  di  grado  zero  abbiamo 

09  y  dip X 

dx        ""  ^*-hy'   *   Dy  '^  rr*  -f  y* 

che  sono  omogenee  di  grado  —  1. 

La  somma  delle  dernvaie  parziali  di  una  funzione  omo- 
genea moltiplicate  rispettivamente  per  la  variabile  corrispon- 
dente è  uguale  al  prodotto  del  grado  della  funzione  per 
la  funzione  stessa,  cioè 


3?  dZt  dZf 


Infatti  derivando  la  (1)  rapporto  a  /  otteniamo 


d%(fx,,tx^,...tx^)  mt.r,Jr,,,,Jx,,) 


e  ponendo  ^=r:  1  : 


D?  Do  D'j 

-r—  Xi  4-  -^j —  a;^  -f . . .  -f  -T —  X,,  1=  m- 
O.Vj  0x2  Ox,^  ^ 


Questo  importante  teorema  è  dovuto  ad  Eulero. 
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Come  applicazione  si  può   verificare  facilmente  questo  teo- 
rema per  je  funzioni  (2)  ,  (3)  ,  (4)  ,  (5)  ,  (6)  ,  (7)  . 


Esercizi 
1.  Applicando  il  teorema  d'Eulero  alla  funzione 
wi=:(x-fy-f  2^— (y-f;s— iP)^— (.r-h2  — yf  —  (ac-fy  — ^)^ 
si  trova 

2.  Sia  (^{jc,y,u,v)  funzione  di  a?,  y,w,tt  omogenea  di  secondo 
grado  rispetto  alle  variabili  UyV.  Posto 

si  supponga  che  queste  equazioni  definiscano  ii,v  come  fun- 
zioni di  cc,y,p,q,  cosichè  la  9  possa  considerarsi  come  una 
funzione  i{x,y ,p,q).  Si  dimostri  allora  che 

òp  '  3g  '  dx  òx    *  Oy  ^' 

3.  Si  dimostri  il  teorema  seguente,  del  quale  il  precedente   è 
caso  particolare: 

Sia  a(xi,a:2...^n>Wi  ,W2,...ie„)  funzione  delle  2n  quantità 
Xi,rr2, .  ..ap^,  1*1,^2,.  ..?«„  omogenea  di  secondo  grado  rapporto 
alle  variabili  W(,t^2,.  ..w,,.  Posto 

Do-  do  Oa> 


Ow,       -^*  '    Ou.,        ^''       Ore,. 
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81  supponga  che  queste  equazioni  definiscano  Ui^tti,.,  w,»  come 
funzioni  delle  J'i.a;^,...^,^. /)i,pj,..p,j,  cosichè  la  9  possa  consi- 
derarsi come  una  funzione  Kx^^Tg,..  £p,»,  Pi  .7>2.- -P/i)- 
Abbiamo  allora 


^="..^=-è-(^-='.^-«> 


y.  Sviluppi  te  serie. 


Generalità  —  Criteri  di  convergeiiza. 

124.  Sia  Un^==^u[n)  una  funzione  univalente  finita  della  va- 
riabile n  quando  a  questa  vengano  attribuiti  valori  interi,  a 
partire  da  un  certo  numero  r,  e  tutti  i  successivi  maggiori 
per  quanto  grandi.  L'aggregato  di  termini 

w(s)  +  w(s-f  1)  +  <s-f  2)  + . . . . 


che  si  ottiene  riunendo  col  segno  di  somma  i  termioi  che  si 
ottengono  da  t«rt  =  w(n)  attribuendo  alla  n  tutti  i  valori  interi 
crescenti  a  cominciare  dall'intero  s>r,  chiamasi  serie  infinita 
0  semplicemente  serie.  La  funzione,  di  n,  w,^r=:ti(M)  chiamasi 
il  termine  generale  della  serie. 

Osserviamo  che  i  termini  che  si  ottengono  da  M^  =  t/(n)  at- 
tribuendo ad  n  i  valori  s,  s-f-1,  s-f2, ...  si  possono  ottenere 
da  w(m4-.s  —  1)  attribuendo  ad  7n  i  valori  1,2,3,...,  cosichò, 
posto  t;^  =  i?(m)  =  u(m  4- s  —  1),  la  serie  (1)  diviene 

t?i  -f  l?2  +  t^s  + . . . . 

nella  quale  l'indice  del  primo  termine  è  l'unità.  E  cosi  ancora, 
cambiando  convenientemente  il  termine  generale  d'una  serio, 
possiamo  ridurre  l'indice  del  primo  termine  a  quel  numero 
intero  che  si  voglia. 

Ad  es.  la  serie,  il  cui  termine  generale  è   — -r — ^ e  rin- 

J  .  2 . 3 . . .  n 
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(lice  del  primo  termine  è  V  unità,  è 


quella,  il  cui  termine  generale  è  ( — 1)**  r— ^ e  l'indice  del 

primo  termine  è  l'unità,  è 

1  1 

quella,  il  cui  termine  generale  è    — e  V  indice  del  primo 

termine  è  s,  è 

1  1  1 

1.2...S"*"  l.-^..:{...s(s+l)      K:^.3...s(6^-hl)(s  +  2)'^"" 

che  è  pure  quella  il  cui  termine  generale  è  — :j j-— — ^y:  ® 

l'indice  del  primo  termine  è  l'unità. 
La  serie 


si  indica  anche  colla  notazione   /u^  o  semplicemente  /^^»>  Q 

n=l  I 

la  serie 

si  indica  anche  colla  notazione  /Un  o  semplicemente  /u,^. 
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125.  Sia  la  serie 

W|-hWj-hW3-f  ... 

Consideriamo  la  somma 

Srt  =  Wi  -f  W^-f  Wa-f  . . .  +  Wri. 

Quando  n  cresce  indefinitamente  potranno  presentarsi  questi 
tre  casi: 

1)  LiraS„=S,  S  quantità  finita.  In    questo  caso  la   serie 

n=<» 

dicesi  convergente  ed  S  il  valore  o  la  somma  della  serie  e 
si  scrive 

2)  LimSrt=±Qo.  La  serie  dicesi  divergente. 

3)  Il  limite  di  S,»  non  esiste.  La  serie  dicesi  indetenninaia, 
È  chiaro'  che  per  poter  introdurre  nei  calcoli  una  serie  oc- 
corre che  essa  rappresenti  una  quantità  determinata,  cioè  oc- 
corre che  sia  convergente. 


Esempi 


1)  Sia  la  serie 


111  1  1 


1.22.33.4     "       w(n-f  1)      (n-f  1)  {n-\-2) 

Abbiamo 

1  1        _1_  1 

^'*~1.2"^2.3"^3.4"^-""^n(n-hl)' 
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1  1  l  1  1  1  1 


=1    ' 


e  perciò  lira  S,»=  1. 

n=ao 

La  nostra  serie  è  quindi  convergente  e  il  suo  valore  è  l'u- 
nità, cioè 

2)  Sia  la  serie 

1-f  2-1-3-f  4  + ...4-n-h... 
Avendosi 

S,j=l  4- 24-3 -f.- .-fn  ,  11018^  =  00 

la  serie  è  divergente. 
3)  Sia  la  serie  il  cui  termine  generale  è 

n4- 1 


cioè  la  serie 


(__l)n-l   _ 

n 


2 _3^       4 ò_       6 

T       2  "^  3"      T  "^  "5" 


Facendo   la  somma  di  un  numero  pari  2n  di   termini   ab- 
biamo 
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_2 3_      4 5_  .    6 2n  2n-fl 


111  1 


1  . 2  "**  3  .  4  "^  5 .  (5  "^  ■  ■  ■  "^  (2n— l)2n 

~  2"^3  4'''5         6    "''•••"*' 2n-l       2n  " 

Osservando  che 

^..=('-T)-(i-T)--G-;ÌT-à) 

e  che  le  quantità  tra  parentesi  sono  positive,  si  vede  che  S,„ 
cresce  sempre  al  crescere  di  n;  ma  d'altra  parte 

per  quanto  grande  sia  n;  quindi,  in  virtù  del  teorema  al  n.  17, 
riconosciamo  che  S^^  al  crescere  di  n  ha  un  limite  finito  che 
indicheremo  con  A. 

Facendo  la  somma  di  un   numero  dispari  di  termini  della 
serie  proposta,  abbiamo 

S       _s    +2n  +  2__        ^-^'T 

n 

ed  in  conseguenza 

lim  82,1.1  =  A  +  1> 
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e  vediamo  cosi  che  S^  al  crescere  di  m  non  ha  un  limite  de- 
terminato, percbò  al  crescere  di  m  per  numeri  pari  il  limite 
e  A,  al  crescere  di  m  per  numeri  dispari  il  limite  è  A-f  1. 

La  serie  proposta  è  quindi  indeterminata. 
4)  Sia  la  serie  (progressione  o  serie  geometrica) 

1 +0?+ ir'-fa;^+ . . .  +  a;*^' +  iP'^-f . . . 

Abbiamo 

S^  =  l-fa?-f-a?*-f  ...-f«'*-\ 

1  x*" 


{l—x)S^  =  \^x-  ,  S,= 


I—co      1— x' 


lim  S^=  = lira  X**; 

n=w  .  1  —  X         1  — '  X  n=« 


per  cui,  se*  |^|<  1,  è  lim  S^  =  ^ e  la  serie  è  convergente. 

n=oo  1  —  X 

Se  |a?|>l,  ììma>**=:±:oo   e  la   serie  è   divergente.  Se  x  =  l, 
la  serie  proposta  si  riduce  alla 

l-fl  +  l  f  1-f  1  +  ... 

che  è  divergente.  Se  a;  =  —  1  la  serie  proposta  diventa 

1-1-fl  — 1  +  1-14-.. . 

che  è  indeterminata,  essendo  Sg^^rO,  Sj^j^i^l. 

Quindi  la  progressione  geometrica  è  convergente  solo  quando 

20 


;■ 


i' 
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|a7|<l  e  per  tali  valori  di  x  vale  la  forinola 


l—x 


se   |it?|  >  1    o  se  x  =  l   la   serie   è  divergente.   Se  a;zz:— 1 
la  serie  è  indeterminata. 

126.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la 
serie 

Wi4-t^-f  W3  +  •••^-Wn^-••• 
s^a  convergente  è  che,  per  ogni  numero  a,  arbitrariamente 
piccolo  e  positivo,  esista  un  corrispondente  numero  m  tale 
che  per  tutti  i  valori  dell'indice  n>m  siano  verificate  le 
disuguaglianze 


I 


cioè  per  n>m  sia 

qualunque  sia  l'intero  positivo  p. 

La  condizione  è  necessaria. 

Supponiamo    infatti     convergente    la    nostra     serie,    cioè 
limS^  =  S.  Allora,  pel  teorema  al  n.  20,  dato  a,  esiste  un  nu- 

n=oo 

mero  m  tale  che  per  n  ed  n^  non  inferiori  ad  m  è  |Sn — Sn^\  <  7, 
e  quindi  ancora  per  n>m  e  qualunque  sia  p 

|Sn+p  —  Sn|<<J, 
ovvero,  poiché  S,^.p  — Sn=Wn+i  +  Wn+»-f  ...-hWn+p» 

come  dovevasi  dimostrare. 
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La  condizione  é  sufficiente. 

Infatti  se,  dato  a,  esiste  un  numero  m  tale  che, pern>m 
e  qualunque  sia  p,  sia 

ovvero 

sarà  anche,  qualunque  sia  p^ 

la  quale,  in  virtù  del  teorema  al  n.  19,  ci  dice  che  S^  al  cre- 
scere di  n  ha  un  limite  finito,  cioè  che  la  serie  è  convergente. 

127.  La  precedente  condizione  necessaria  e  sufficiente  alla 
convergenza  d*una  serie  si  può  trasformare  in  un'altra. 

Chiamasi  resto  d'una  serie 

Wi  +  Wj  +  Ws-h 

troncata  al  termine  n*^*^™%  la  serie  che  si  ottiene  dalla  proposta 
togliendone  i  primi  n  termini,  cioè 

Indicandolo  con  R„  è 

R^=limK+i  +  M,^+...-hW«+p). 

Ora  abbiamo 

Sn4.  =S,»-f  Wn+i-f  w„^^-f  ...-4-w,j+p 
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Se  la  serie  è  convergente,  limS^».p  =  S,  e  quindi  anche 

lim(w„+, + u^t  + .  ■ .  +  Un+p)  =  S  —  S„ 

ossia 

R^znS  —  Snj 
dalla  quale  ancora 

limR^mS  — limS^zzS  — S  =  0. 

n=oo  n=oo 

Dunque,  se  la  serie  è  convergente,  segue  che  limR„i=:0. 
Inversamente,  se  lim  R^=:0,  la  serie  é  convergente.  Infatti, 

n=oo 

osserviamo  che  per  questa  ipotesi  esiste  ed  è  finito  il 

lim  (W«+i4-M„+«+  . .  •  + Wn+p) 
p=oo 

a  partire  da  un  certo  valore  di  n  in  poi.  Inoltre,  dato  <t,  esi- 
sterà un  numero  m  tale  che  per  n,  n'  non  inferiori  ad  m  sarà 

\Rn  —  R^.|  <a, 
e  quindi  ancora,  per  n>m  e  qualunque  sia  q, 


ma 


R^  =  lira  (W^^i  -h  IC^i  4-  ...  4-  lln+p)y 
P=co 
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•  Wn-H+l  —  ^n-H+l  —  •  '  •  —  ^n+p) 


:  lim  (w^+j  +  W^+g  +  . . .  4-  Mn+fl) 

P-=:qo 


quindi,  per  n>7n  e  qualunque  sia  q, 

e  la  serie,  pel  teorema  dimostrato  precedentemente,  è  conver- 
gente. 

Da  tutto  ciò  si  raccoglie  che: 

La  condizione  necessaria  e  succiente  affinchè  una  serie 
sia  convergente  è  che  il  suo  resto  R^  al  crescerle  di  n  abbia 
per  limite  zero. 

128.  Del  teorema  al  n.  126  risulta  che  è  condizione  neces- 

sarta  alla  conver^genza  d*una  serie  llxx^che  lim  w^  =  0,e  che 

questa  condizione  sola  non  è  sufficiente  per  la   convergenza 
della  serie  stessa. 

Come  esempi  si  può  verificare  che  per  le  serie  convergenti 
studiate  al  n.  125  il  limite  di  w„  al    crescere   di   n  è   zero,  e 

«  W  -4-  1 

per  la  serie  indeterminata  2]( — 1)""*  ,   considerata   pure 

al   n.  125,  il  limite   del   termine   generale  al   crescere  di  n  è 
Tanità. 

Per  la  serie 


2<-')"*'T  =  '-f+T-f+-- 
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si  ha  limwn=lim( — 1  )**"*•' — =:0;  essa  è  convergente  per- 
che  (n.  125) 

■)  =  A, 


limS8^=lim(l 

n=r«o               n=«  \ 

1  .  1 

~2   +  3  ■ 

—  , 

••- 

1 

2n 

r-           1 

IMS 7  = 

2n  +  l 

A. 

la  serie 

ti- 

r.^.± 

■  + 

1 
4 

+  .. 

è  divergente,  quantunque  lim«„=rlim  — rrO. 

Infatti,  indicando  con  X  la  più  alta  potenza  intera  positiva 
del  numero  2  contenuta  in  n,  abbiamo: 

,      111  1 

s»=^+2-+3-+T+--+ir 

/      1  1  1  \ 

+  •••+ V2>^-+ 1  ■•"  2x=q:2 '*'•••■'"  2r^ 
/_i 1  j_\ 

"*"  \2^-hl      2X  +  2"'"'-'"*'   n  J 

1        /l         1\/1         1         1         1\ 

/    1         1  1  \ 

"^•••"*"V2x-'+  1  "*'2v^T2  ■'"•••'^  »ry' 
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ma 


JL    -L    J_    J_\4_L  — J_ 


1  1  1    ^   2X  — 2^-»  1 


SÌX->+ l"*"2X-'+ 2  ■'■••■■'"  2\  ^        2X        ~    2  ' 
per  cui 

Ora  poiché  ).  cresce  con  w,  e  lim  (l  -f  -:j-)  zn  oo  ,   segue 

x=«  ^         ^  / 
che  anche  lim  8^  =  00,  cioè  la  serie  è  divergente. 

n=zm 

129.  Se  i  termini  d*una  serie  convergente,  il  cui  valore 
è  S,  si'  moltiplicano  per  una  quantità  a,  si  ottiene  una  nuova 
serie  convergente,  il  cui  valore  è  aS. 

Sia  la  serie  convergente 

Sr=:M,-fl«j-f  tlg-f.... 
essendo  S=limS^. 

Indicata  con  S'^  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie 
awi-f  aiig  +  awg-f .... 
abbiamo 

lim  S'n = lim(aMi  4  tìfWz  + . . .  +  au,^)  =  lini  aS,»  =  aS, 
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forinola  che  dimostra  il  teorema.  Dal  quale  risulta  che  per 
moltiplicare  una  serie  convergente  per  una  quantità  a  possia- 
mo moltiplicare  per  a  ciascun  termine  della  serie,  perchè  ab- 
biamo 

aS  =  a(ui  +  ^2  +  %  +  •••) = ^^1  +  ^^2  +  ^^3  -f . . . 

E  si  dimostra  in  modo  analogo  che  se  la  serie  aui-hau^-^ 

aw3+...  è  convergente  ed  ha  per  valore  S,  la  serie  i«,+u,+W3+... 

g 
è  pure  convergente  ed  ha  per  valore  — ,  ed  abbiamo 

au^  -f  aUi-\'  au^  +  ...=:  a{ui  4-  w,  -f  Wj-f  —  ) 

poiché 

g 
S  :=.  aui  -f  au2  -f . . .  =  a  —  =  a{Ui  4  ^2 + ^3  "^  •  •  •  )• 

130.  Se  le  serie  2Iw„,  St?^  sono  convergenti  e  i  loro  va- 
1         1 

lori  sono  S,  S',  la  serie  il  cui  termine  generale  è  u^rty^  è 

QO 

convergente  ed  ha  per  valore  SdrS',  cioè  &±S' z=.l!{u^:±:v^. 

1 

Posto 

Srt  =  Wl  +  M2-f  ...  +  t*,» 

abbiamo  subito 

limS"n=lim(S,,itSg  =  S:tS' 

n=ao  n=« 

che  dimostra  il  teorema.  Dal  quale  risulta  che  per  sommare  (o 


éi3 
sottrare)  due  serie  convergenti  possiamo  sommare  (o  sottrarre) 
i  termini  corrispondenti  agli  stessi  valori  dell'  indice  nelle  due 
serie,  poiché 

Ad  es.  se  |x|<l,  essendo 
1 


1— X 

1 

1  -f  ^ 


=  1  —  x-^x^  —  x^-h  a?*— . . . 


ricaviamo 


^      +-i— =  2  +  2x*  +  2a;*  +  2j:^4-. 


1  —  X     1  -hx 

ossia 

1  — a:* 

131.  Nel  maggior  numero  dei  casi  non  è  facile  calcolare  il 
limite,  per  n  crescente  indefinitamente,  della  somma  dei  primi 
n  termini  d'una  serie,  e  perciò,  per  riconoscere  se  una  serie 
sia  convergente,  giova  ricorrere  ad  altri  criteri,  dei  quali  an- 
diamo ora  ad  esporre  i  più  usati  e  fecondi  e  più  semplici,  con- 
tenuti nei  seguenti  teoremi: 

Una  serie  è  convergente  se  è  tale  la  serie  /ormata  coi 
ralorz  assoluti  dei  suoi  termini. 

Indicato  con  S„  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie 
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e  con  S^p,  la  somma  di  quelli  tra  essi  che  sono  positivi,  con 
S'\  la  somma  di  quelli  che  sono  negativi,  e  con  S"'^  la 
somma  dei  primi  n  termini  della  serie,  per  ipotesi  convergente, 

KI  +  W  +  N  +  ..., 

abbiamo 

S-— e           e          c'^'    Q'    _i_  C" 
n ^p ^flf>^       n ^  p'TO    q. 

Ora  poiché  lim  S''\  è  una  quantità  finita  S"'',  le  S  p ,  S'% 

che  crescono  al  crescere  di  n,  ma  mantenendosi  sempre  infe- 
riori a  S'^^  hanno  limiti  finiti  che  indicheremo  con  S',  S" 
cioè 

limS'p  =  S'  ,  limS'^,=S"; 

e  quindi  limS^zrS'  —  S",  che  dimostra  il  teorema. 
Ad  es.  riconosciamo  che  la  serie 

i_L_i_+J I-_JL  +  J__i__l_. 

2         2*  ^  2'        '^*        2"       2»         2'        2»  ^  ■  • 
è  convergente  dall'essere  tale  la  serie 

1+2   +  2»  ■*"  2"  "^  2*  "*"••■ 

essendo  questa  una  progressione  geometrica  colla  ragione   -^-. 

La  reciproca  non  è  vera,  cioè  :  se  una  serie  è  convergente, 
non  sempre  è  convergente  la  serie  formata  coi  valori  ets- 
soluti  dei  suoi  teì^nini.  Ad  es.  la  serie 

1111 
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ò  convergente,  ma  non  lo  4  la  serie 

^-^4-^T  +  T-^ 4- ■*■••• 

Quindi,  pexphè  una  serie  sia  convergente  basta,  ma  non 
è  necessario,  che  sia  convergente  la  serie  formata  coi  va- 
lori assoluti  dei  suoi  termini. 

132.  Se,  a  partire  da  un  ceì^to  termine,  tutti  i  successivi 
termini  d'una  serie  sono  in  valore  assoluto  non  maggiori 
dei  corrispondenti  d'un  altra  serie  a  termini  positivi  e  con- 
vergente, è  pure  convergente  la  prima  serie. 

Osserviamo  che  una  serie  e  quella  ottenuta  da  essa  to- 
gliendole i  primi  r  termini  sono  insieme  convergenti  o  non 
convergenti;  indicando  con  S^  la  somma  dei  primi  n  termini 
della  prima  serie,  con  A  la  somma  degli  r  termini  tolti,  con 
S^,^_^  la  somma  dei  primi  n  —  r  termini  della  seconda  serie, 
ciò  risulta  subito  dalla  formola  Sn=A  +  S'„^. 

Con  questa  osservazione  possiamo  supporre  che  le  condi- 
zioni  dell'  enunciato  siano  verificate  a  cominciare  dal  primo  ter- 
mine, poiché,  ove  lo  fossero  solo  a  partire  dal  termine  s^^j  con- 
sidereremmo le  due  serie  ottenute  a  partire  da  questo  termine. 

Ciò  posto,  siano 

]a  serie  data  e  f 

la  serie  a  termini  positivi  convergente,  e  sia 

|w,|<r,  ,  M<Vi  ,  K«3l<t?3,-.- 
La  serie 
(1)  ^  |Wil  +IW2I  +  IW3I4-.... 


3iè 
sarà  allora  convergente,  perchè,  posto 

S',,=|t*,l  +  KI  +  .-.  +  M 

abbiamo,  per  quanto  grande  sia  n, 

ma,  chiamando  S^^  il  lim  S^^^,  S'^  cresce  con  n  senza  mai  su- 

perare  S'',  quindi  S'^  ha  limite  determinato  per  n  crescente 
indefinitamente.' Essendo  convergente  la  serie  (I)  è  quindi  an- 
che  convergente  la  serie  proposta. 
Ad  es.  se  \x\  <1 ,  la  serie 

1  +a?cosa)4-a?'cos2y4- x^cos3e)4-... 
è  convergente,  perchè  è  tale  la  serie 

e 

\a'*cosn(f\<\x\*' 

per  tutti  i  valori  dell'indice  n. 

Se  i  termici  della  serie  Ui  +  Uj-f-Ug-f  ...  sono  positivi  e 
non  minoici  dei  termini  corrispondenti  della  serie  diver^-- 
gente  a  termini  positivi  Vi  +  v, 4- Vg -}-...,  la  prima  serie  è 
pii7*e  divergente. 

Infatti  avendosi 

S„  =  iei  +  W2  +  ...-fWn>S'„3=Vi'-ht?2  +  ..,  +  tv 
e  limS'n  =  <»>  avremo  anche  limS^^^oo. 

n=ao  n=ao 

Ad  es.  la  serie 
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1^ 


Y^     1      _      1  1  1 


è  divergente  qualunque  sia  il  numero  fó.  Infatti  se  /S  è  intero 
e  positivo  il  prir 
serie  divergente 


e  positivo  il  primo  termine  -^ — r  è  il  termine  (/3  +  1  )"*  della 


'  +  ^  +  T  +  ' 


^  1 

e  quindi  è  pure  divergente  la  nostra  serie   V"  ^ .  Se  j3  è 

»=i  ' 
positivo  ma  non  intero,  indicando  con  m  un  intero  maggiore 

di  /3,  la  serie  2\a ^^  '   termini  maggiori  dei  corrispon- 

denti  della  serie  divergente  2. ®   quindi   è  divergente. 

Se  [ì  è  negativo,  —  j3,.  ed  m  un  intero  positivo  maggiore  di  i3„  la 

serie  /^j^^; è  divergente,  perchè  a  partire  del   termine 

;^esimo  I  g^Qi  termini  sono  positivi  e  maggiori  dei  corrispon- 
denti  della  serie  divergente    >  z . 

133.   Una  serie  ìlun  è  convergente,  oppure  non  conver- 
1 

gente,  secondochè,  a  cominciare  da  un  certo  termine,  il  va- 
lare  assoluto  del  rapporto  di  ogni  termine  al  precedente 
è  minore  di  un  numero  positivo  h<l,  oppure  è  maggiore 
dell*  unità. 

Infatti  supponiamo  che  a  cominciare  da  n  =  l,  (il  che  pos- 
siamo  fare   senza  ledere  alla  generalità   della   dimostrazione 


(Vedi  n.  precedente)),  sia 


<h<ì. 
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Abbiamo  cosi 

N<A|wi|  ,  |U3|<AK|<A>,|  ,  \u,\<hM<h'\u,\.... 
ed  in  generale  |m»|<A*^M"iI,  cosichè  i  termini  della  serie 

kl  +  |w8|  +  iw3l-f... 

sono,  a  cominciare  dal  secondo,  minori  dei  corrispondenti  della 
serie  geometrica  convergente  (essendo  A<1) 

K|(l  +  A  +  A«4-A^-f...)- 

La  serie  Wi-f  Wj-fWsf ...  è  quindi  convergente. 


Se  poi  fosse  invece 


Wn+l 


u„ 


>1,   avremo,  qualunque   sia  n. 


Iw,i+i|>|Wn|  cioè  i   termini  della  serie  andrebbero  numerica- 
mente crescendo  con  n  e  non  potrebbe  essere  limu^=:0,e  quindi 

la  serie  non  è  convergente. 

Da  questo  teorema  si  ricava  subito  l'altro  che:  una  serie 

00 

ìlun  è  convergente,  oppure  non  convergente,  secondochè,  es- 


sendo lim 


^n+l 


=  /,  è  /<1  oppure  />1. 


Infatti  se   /<!,   fissiamo  un    numero  positivo   qualunque 


a<l  —  l,  cosichè  /-f7<l,  e  poiché  lim 
numero  tale  che  per  n>m  è 


u 


n+l 


Wh 


m  ly  sia  m  quel 


(I) 


^n+l 


U„ 


<<y. 


Ora,  per  questi  valori  dell'indice  n,  avremo  sempre 
"^^  <  /+  <J,  perchè  per  ognuno  di  tali  valori  noè  M^    <  l 


u, 
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ed  allora  a  più  forte  ragione 


u, 


«+1 


Un 


<  /+  <y ,  0  è 


u 


-2±i  >/ed 


allora  la  (1)  ci  dà 


w«+i 


Un 


—  /  <  <J,  ossia 


!l!HiM</  + a.  Abbiamo 

Un   I 


adunque,  a  partire  da  un  certo  termine, 


u 


n^\ 


W- 


</-f  (j<l,   e 


quindi  pel  precedente  teorema  la  serie  è  convergente. 

Se  poi  />1,  prendiamo   a</  — 1,  e  quindi  l  —  (j>1.  Al- 
lora si  dimostra,  allo  stesso  modo,  che,  a  partire  da  un   certo 


termine, 


t^n+l 


w*. 


>^ — ^>1,  e  quindi,  pel  teorema  precedente, 


la  serie  è  non  convergente. 


Nel  caso  in  cui  lim 


w«+i 


u„ 


z=:l,  bisogna  ricorrere  ad  altri 

criteri  per  decidere  della  convergenza  o  non  convergenza  della 
serie. 

Ad  es.  la  serie 


X 


1+^4 


^ 


X^ 


-5-f... 


+ 


0?'* 


1     '  1.2  '  1.2.3     •'•l.2.(n— 1)  '  1.2 


.n 


è  convergente  qualunque  sia  a?,  perchè 


lim 


Un^l 


Un 


zulim 


X'' 


1.2...n 


-n— 1 


l.2...(n-l) 


:  lim  1^  =  0. 
n 


La  serie 


l^rnx  +  '^ì^!l^^^^irn-^n^-2)  ^^ 


è  convergente  o  non  convergente  secondochè  |a:|<l  o  |a?|>l, 
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perchè 


lim 


U 


n-H 


Un 


=  lim 


=  lim 


m(m  — 1). .  .{m—n  4- 1) 


1.2...n 


m(m— l)...(m~n-h2)       i 


1.2... (n-l) 
m-n+1 


n 


a?  =  Lc. 


Per  |:c|z=:l  occorre  ricorrere  ad  altri  criteri. 

00 

134.  Una  serte  ìlu^  è  convergente,  oppure  non  conver- 

gente,  secondochè,  a  cominciare  da   un  cerio   termine,  è 

I^lìg<A<l,  oppure  p^KI>l. 

Sia,  a  cominciare  dal  primo  termine,  il  che  non  lede  alla  gene- 

ralità  della  dimostrazione,  |/|w„|  <  A  <1,  ossia  Im^KA**.  La  serie 

oo 

X|u^|  à  convergente,  perchè   i   suoi  termini   sono   minori  dei 

1 

OD 

corrispondenti  della  serie  geometrica  convergente  SA**.  La  serie 
proposta  è  quindi  convergente. 

n 

Se  poi  y\uj[  >  1,  è  anche  \u,^\  >  1,  qualunque  sia  n,  e  quindi, 

non  potendo  essere  limte^zzzO,  la  serie  è  non  convergente. 

»=» 

Da  questo  teorema  segue  Taltro: 

«0 

La  serie  lu^  è  convergente,   oppure  non  convergente  ^ 
1 
secondochè,  essendo  liml/|u,J=::z/,  é  /<!,  oppure  />l;che 

si  dimostra  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per  dimostrare  il 
secondo  teorema  del  numero  precedente. 
Ad  esempio,  la  serie 

07  -f  1  — —j-  a?  I  +  (  — -^  X  )  4- . . .+  1 r  X  I  4-.. 
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dote  a  h  numero  qualunque,  purché  non  intero  negativo  (nel 
qual  caso  vi  sarebbe  un  termino  della  serie  che  avrebbe  lo 
zero  per  denominatore)  è  convergente  o  non  convergente  se- 
condochè  |aj|<l  o  (J?|>1,  perchè 


a-\-n 


a  +  n —  1 


w 


^lim 


o-fn 


a^n — 1 


=  |x|. 


La  serie 

.i 

dove  a  è  positivo,  è  convergente  qualunque  sia  x  perchè 
lim  1/1*7=  lini  r^»+»^=  e*^lim  f-VY'  =  0< 

135.   Cfna  serie  a  termini  di  segno  alfcìmato  e  decrescenti 
continua^nenie  e  indefinì iamenie  è  converge^ite. 
Sia  la  serie 

Ui  —  u^-hu^ — «4  +  «5  — 1*3  +  . . . 
dove  tó,  j  u,,,.*  sono  positivi  e 

t*,>  W2>Wa>t<4>, ..  ,  lina  1^,1-^0, 

La  somma  So^  ài  un  numero  pari  di  termini  cresce  inde- 
finitamente al  crescere  tli  n,  mantenendosi  sempre  minore  di  u^; 
ciò  si  vede  dalle  formole 

St«  ^  (Wl  —  Wji)-f  («3  —  M4)  +  ■  -  +  i^tn^l  ~  t^n) 
S^Iir  tei  — (M|  —  %)  — (Wi  — 1*5)  —  . ,  .  —  («an^,  —  W,^l)  — t^^ 

SI 


Quiadi   S,ii  al   crescere  di   n   ha  un  limita   determÌDato 

S,  lim  Sb„=:S. 

Indicando  con  Sg^^i  la  somma  di  un  numero  dispari  di  tar- 
mini  della  serie, 

Sf^i  — S„j+«^tjjn  V  Hm  S,^j  — S  +  Hmwsn^i^^S* 

In  ogni  caso,  adunque  essendo  limS^^^S,  la  serie  è  con- 

Tergente, 

Ad  es,  la  serie 


11111 


che  soddisfa  alle  condizioni  dell'enunciato  del  teorema,  è  conter- 
gente. 


Esercizi, 

1.  La  serie 

1  1  -       1 

è  convergente  qualunque  sia  x^  diverso  da  un   numero  intero 
negativo,  ed  ha  per  valore  -, 

2.  Se  S„  indica  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  di- 
vergente 

(a)  Iti  H-  «,+ 1*3  -h  ..+«„+.-. , 
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Ja  serie 

è  convergente  ed  ha  per  valore  — , 

3.  Se  la  serie  (a)  è  convergente  ed  il  suo  valore  è  S,  diverso 
da  zerOj  la  serie  {b}è  convergente  ed  ha  per  valore ^. 

4,  Applicando  il  teorema  dell'esercizio  2",  e  partendo    dalle 
serie  divergenti 


1+2+3+4+5+ 

...  +  n 

l  +  3  +  5  +  7  +  ...  +  (2«  — 1)  +  ... 

l*+2«+3'+4'+.. 

.  +  n*+.... 

dimostrare  che  le  serie 

1              1 

-J-                         4              J 

1               , 

1.2.3  '  2.3.4  '  '■•  '  (n 

—  1)  n(n+l) 

►  •  »  * 

3            5            7 
ì*.2'  '  2*.3'  '  3=.4^"^" 

2n— 1 

•  '   (n-ìfn'   ' 

'  *  *i 

1             T              1 

3.  15  '  8,35  '  10.53  ^' 

1 

-     1 

••  '  (n''-l)(4«'- 

-1)' 

SODO  convergenti  ed  hanno  per  valore  —  ^  1  ,  -77—. 
5,  La  serie    7  t-, ,  ,,  ,, ~  è  convergente  per  x  diverso 


,  ed  ha  p 

k|<i 


1  X 

da  Iti,  ed  ha  per  valore  '.^_    ,    per  \it\>l,  'n_j^f    P®^ 
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6<  La  serie 


aJ  +  3arH  3xH  ..  .-h  wa;*^+ -. , 


è  convergente  per  1^1  <1  ©  non  conTergente  per  gli  altri  va- 
lori di  X. 

7.  La  serie 

e  convergente  qualunque  sìa  a;, 

8.  La  serie   >  (  — — ^  i  ,  dove  cefi  sono  tali   numeri  che 

cA-nb  non  sia  mai   zero  per  qualunque   valore   dell'indice  w, 
è  convergente  pei  valori  di  a?  tali  che  |ic|<|&l- 


Serie  f  cui  termini  sona  funzioni  di  una  variabile  Indi- 
pendente. —  Derivazione  delle  serie. 

136.  I  termini  della  serie 

siano  funzioni  univalenti  finite,  u„^«Jx),  della  x  in  un  in- 
tervallo (a,  b),  e  supponiamo  la  serie  convergente  per  tutti  i 
valori  di  x  dell'intervallo  stesso^  o,  più  brevemente  detto,  con- 
vergente in  {a,  b),  che  è  cosi  un  intervallo  o  campo  di  con- 
vergenza per  la  serie,  e  la  serie  è  una  funzione  univalente 
finita   di  m  nell' intervallo  stesso.  Cosi,  per  esempio,    per    la 

AB 

serie  / j^^  è  intervallo  di  convergenza  un  intervallo  qualun- 

que  {a  ,  b)  dove  a>^ — 1,  è<l,  ciò  che  possiamo  espri- 
mere brevemente  dicendo  che  il  suo  intervallo  di  convergeaza 


è  (—1,  +1)»  gli  estremi  esclusi;  in   questo  intervallo  rapprs* 

senta  la  funzione ■.  La  serie    >  r^ — -  »-i:7ì ;::     (Vedi 

1  —  X  Z-^(l— d?'*  Mfl — x"") 

esercizio  5.^  degli  esercizi  aìla  fine  del  n*  135)  ha  per  inter- 
valli di  convergenza  { — oo,  — 1)  ,  (—1,+  1)  ,  (1,  ce),  gli  estre- 
rai sempre  esclusi,  ed  è  uf^uale  a  -r nel  primo   e   terzo 

intervallo,  a  -, z  nel  secondo. 

Indichiamo  con  R,,=R„(£r)  il  resto  della  nostra  serie  i«„(^). 

Allora,  dato  a^  per  ogni  punto  a?  dell' intervallo  (a,  6)  esisterà 
un  corrispondente  numero  m  tale  che  per  n'>m  sia  fll,i(jr)|<ff. 
Consideriamo  ora  un  gruppo  di  A*  punti,  A  finito,  appartenenti 
ati  (a, 5),  *Tii^a....r^,  e  siano  7n^,mf,.-,7nj^  quei  numeri  tali 
che 

per  n>mj     sia     |R^(^i)I<j, 

»     n>W5      »      |R;»(^iì|  <'Jt 


»    n>mf,     »        |R,,{a)I<^; 


se  ^  a  il  massimo  dei  numeri  ?ni,ni^,,  ,,mjif  Io  disuguaglianze 
precedenti  sono  tutte  verificate  per  7i>m;  cioè,  dato  a,  esiste 
un  numero  7n  tale  che  per  «>m  e  per  a?  uguale  a  qualunque 
dei  numeri  x^^Xt^.^cct^  è  |R,i(x)I<<t, 

Ma  se  i  valori  di  x  che  noi  consideriamo  sono  in  numero 
infinito,  come  quando  si  considerano  tutti  i  valori  dt  a;  dell'in- 
tervallo (a,  6)  0  t  valori  di  un  gruppo  infinito  G  appartenente 
ad  {a,b)j  allora  i  numeri  finiti  analoghi  agli  m^  ,ni^  ^m^...  sono 
in  numero  infinito,  e  potrà  avvenire  che  questi  abbiano  un  Ii* 
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mite  superiore  finito  m,  oppure  non  atbiano  un  limite  supe- 
riore finito» 

Nel  primo  caso^per  n>m  e  per  ar  uguale  a  qualunque  dei 
valori  infiniti  che  si  considerano*  si  ha  |K„(^)|<7j  cioè,  dato 
(7j  esista  un  numero  m  tale  che  per  n>m  e  per  tutti  i  va- 
lori di  X  deir intervallo  [a,ò)  o  del  gruppo  G,  è  |R,/j;}]<^. 
In  questo  caso  la  serie  dicesi  convergente  uniformemente  o 
equabìlìnente  o  in  ugual  grado  nelT intervallo  {a^b)  o  pel 
gruppo  G  di  valori  di  x. 

Nel  secondo  caso  in  cui  il  limite  superiore  dei  numeri 
mi,mt,^:i,<,*  è  rinfittito,  in  modo  che,  dato  arbitrariamente 
a,  non  esiste  un  numero  m  tale  che  ecc*  la  serie  dicesi  con- 
tergente  non  unifonnemente  ecc*,  nell'intervallo  {a,b)  o  pel 
gruppo  G  di  valori  di  x. 

Il  qual  secondo  caso  può  effettivamente  presen tarsi  »  ad 
esempio,  nel  seguente  modo.  Sia  x^  un  punto  dell'  intervallo 
{a  tb),  m'  il  corrispondente  numero  relativo  al  numero  prefis- 
sato fj;  supponiamo  che  avvicinandosi  o)  ad  a>\  il  corrispon- 
dente numero  7n  vada  crescendo  in  guisa  da  poter  superare 
qualunque  numero  dato*  Allora,  qualunque  sia  il  punto  -r  che 
noi  fissiamo  comunque  vicino  ad  x\  esiste  il  corrispondente  m 
finito,  tale  che  per  n>m  sìa  lltj-'^)!  <^.  ca^  "ou  esisto  alcun 
numero  finito  N  tale  che  per  «>N  e  per  tutti  i  raiori  di  x 
deir  intervallo  sia  |Rii(^)|<7,  giacché,  comunque  grande  si 
scelga  l'N,  prendendo  x  sutBcientemente  vicino  ad  x\  il  cor- 
rispondente m  finisce  per  superare  N.  Una  serie,  nel  cui  in- 
tervallo di  convergenza  esiste'sse  un  punto  x^  come  questx>, 
non  sarebbe  quindi  convergente  uniformemente  in  tutto  T  in- 
tervallo. 


Esempi 
1)  La  serie 


L 


h  uniformeiìte  convergente  in  qualunque  intervallo  (a» 5)  con- 
tenuto dentro  airintervallo  (— 1,+  1). 

Infatti,  essendo  R,^(ip)=r ed  indicando  con  e  un  nu- 
mero positÌTO,che  sempre  esiste, tale  che  c<l  e  \x\  <c  per  i  va- 
lori dia?  deirintervaUo(a,è),abbiamo, per  tutti  i  punti  x  di  {a,b) 


\K{^)\  = 


ì  —  x 


l^l^l  ^  I  —  c' 


Ora,  dato  a  <1,  affinchè  sia  -; <^   ovvero   c"<ff(l  —  a) 

1  —  e  \  . 

bisogna  che  sia  n  Iogc>log  j-i-log{l  —  e)  ovvero 

logg+lop:(i  —  e) 


n> 


log  e 


(se  fosse  a>  ]  basterebbe  che  fosse  «>  —^, —  ì.  Prendendo 

V  -  log  e      / 

lopr ^  +  log(  1  —  e)     ...  .  e"    ^ 

adunque  m>  — - — z — — abbiamo,  per  n>m^ <a, 

^  log  6  ^         -       1  —  0 

e  quindi,  per  tutti  i  valori  d!  x  delTintervalio  (a,i),  IR^C^)!  <^* 

e  perciò  la  serie  è  uniformemente  convergente   nell'intervallo 

[a  ,  b). 

2)  Sìa  la  seria  ^) 

che  è  convergente  per  qualunque  valore  di  £r,  perchè  abbiamo 
Si>  — ^-  i_^---i  ^  IimS,,  =  l     per    ar^O, 


s„-o 


limS,j:rrO     per     5;i^0, 


1)  Genoeclu- Peano,  Calcolo  differenziale  e  principii  di  càlcolo 
integrale  pai^N  105. 


à 
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Inoltre  R^{x)  —  j-—^  per  a?^0,  R,,(0)  =  0.  Pereto,  d 


aio 


(T<1,  affinchè  sia  R„{a?)<«j  dovrà  essere  n  >  - — =-  se  a:  è  di- 

verso  da  zero;  e  por  x=:0,  R„(0)  =  0<7  qualunque  sia  «,  Ora 
se  si  considera  un  intervallo  {a,  b)  che  non  contenga  il  punto 
zero  né  come  punto  interno»  né  come  estremo  dell'  intervallo, 
esiste  sempre  un  numero  positivo  e  tale  che,  per  tutti  i  punti 

1 T      1  „  j 

X  di  {«,  ò)j  è  |x|>c  e  quindi  ^< —*  e   perciò   se  si 

I                                            ^             I  — =r         ^  -         .^ 

»  -  prende  w> p*  e  n>m,   avremo,   per  tutti   i   punti   x  di 

{a,b),  n>?ia> 5- > — -5-  cioè  R„{fl7}<a,  e  la  serie  propo* 

sta  è  cosi  uniformemente  convergente  in  (a^b). 

Se  invece  il  punto  zero  appartiene  all'intervallo  {a^b)%  po- 
tremo attribuire  ad  j?  valori  prossimi  quanto  si  vuole  a  zero» 

1  —  j 
in  guisa  che  la  quantità  — — ,  della  quale  n  deve  essere  mag- 
giore affinchè  sia  Rrt(jc)<^,  può  assumere  valori  comunque 
grandi,  e  non  esiste  alcun  numero  fisso  m  di  cui  essa  sìa  mi- 
nore qualunque  Sìa  x  e  la  serie  non  è  così  uniformemente 
convergente  in  {a,b). 

La  serie  proposta  è  quindi  convergente   uniformemente  in 
ogni  intervallo,  cui  non  appartenga  il  punto  zero  \  non  lo  è  in 
ogni  intervallo  cui  appartenga  il  punto  zero, 
3)  Sia  la  serie,  considerata  da  Cantor, 

V  n(n-f  l)(g*—I  —  VF    **^  f«+l)x    1 

2^  ^  (l+«^x=j  (l+(n+l)V;  ~  lATTf^x^  ~  l  +  (n+l)Vj* 

che  è  convergente  per  qualunque  valore  dì  w,  essendo 

lim  S,.  =:  hm  (  - — -  —  -r-V      -^   _  I  —  . per  .x  ^  0 

limS„  =  limO=0  per  ir=z=0 
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Inoltre  R^{a!)  =  J^±^y^  per  x^Q  e  R„(0)=0. 


Dato  a,  abbiamo  R„(0)<t  qualunque  sia  n^  e  affinchè   sia 
IM*)I<^.  cioè 

i+{n+^r-x'^   •   ì     ...  .^  ■ 

^^ +  ("  +  ])•-* 
bi^gna  che  fi  sìa  tale  che 

_^  +  (n-hl)^^j>|j.(, 

per  la  qual  cosa  basta  che  tn  -h  l)a^:?>  Ul  ossia  n  -f- 1  >  —r-:* 

Ora  se  airinterTallo  (a.b)  dt  5?   non   appartiene    il   punto 
zero,  esiste  un  numero  positivo  e  tale  che  nell*  intervallo  stesso 

|a?[>c  ,  — i— r  <~,  quiudt  se  prendiamo  m+  1  >  - — >-r-i  e 
altri       ac  uc       ^\x\ 

n>m,  essendo  n-f  l>m+  1  >  ^— >—j— risarà  anche  (Rrt|(j:)|<^ 

per  «>m  e  por  tutti  i  printi  m  delT  iutervallo  (a,  è),  e  lase- 
rie  è  perciò  uniformemente  convergente  in  (a,&). 

Supponiamo  invece  che  il  punto  zero  appartenga  ad  (a, 5)* 

Osserviamo  che   per  jrm^ abLùamo  RJa:)^±'— -,  Ora 

se  X  può  avvicinarsi  a  zero  quanto  si  vuole,  qualunque  nu* 
mero  m  si  abbia  fissato  tale  che  per  certi  valori  di  x  sia  pure 
ì^rt(^)l<'^  P^J^  ^^^t  potremo  sempre  attribuire  ad  3?  il  va- 
lore it j-  per  il  quale  |Rn(J?)|  non  è   minore  di  a  perchè 

è  uguale  a  :±-  -^.  La  serie  non  è  dunque  convergente  unifor- 

memente  in  qualunqtie  intervallo  (a,ù)cm  appartiene  il  pun- 
to zero. 


m 

137,  Una  serie  ^^«^(x)  è  uniformemente  convergente  in 
i 

un  intcì^allo  (a  ,  b),  se^  per  tuUi  i  valori  x  di  {a  ,  b)»  è 

IMj^)|<a„  {n—\  ,2,3...). 
essendo  a^  il  termine  generale  d*una  serie  a  termini  posi- 

tivi  costanti  convergente  i^a,,, 

1 

Indicati  con  R,i(a:}  il  resto  delta  serie  5Iti^{x),    con    R'„{^) 

quello  della  serie  2^|w„(5:)|,  con  r^  quello  della  serie  lui^,  ab- 

1  I 

biamo 

per  tutti  i  valori  dì  a?  dell' intervallo;  cosichè,  dato  7,  poiché 
potremo  determinare  7n  in  modo  che  per  n>m  sia  rM<^, 
avremo  ancora,  per  7i>m  e  per  tutti  i  valori  di  a:  dì  [a  ,  J), 
|R;i(^)l  < /T»  cioè  la  serie  è  uniformemente  convergente  in  (a  ,  J)- 
Ad  esemplo  le  serie 

•  +  "^- 172+17273  +  - 
x*    .        oc* 


1.2'   1.2,3.4 

sono  di  convergenza  uniforme  in  qualunque  intervallo  finito 
poiché  esiste  un  numero  e  positivo  tale  che  |;r|<c  tn  tutto 
r  intervallo  e  le  serie 

l  +  cH-' 


e*  e* 

^1  .2^  1.2.3,4 


I 
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i  cui  terraiDi  sono  rispetti vameote  maggiori  dei  valori  assoluti 
dei  termioi  delle  mvìe  date,  sono  convergenti. 

Cosi  pure  rìcoQosciarao   che  è  convergente   nnìformeraente 
ili  un  interTallo  qualunque  finito  0  infinito  la  serie 

ùi  sen  f  j  it  +  flfisen  ^,  os  +  a^son  ^31:  + , , .  h-  a,i  sen  9^  ^  +  -  - . 

dove  le  y„  sono  quantità  qualunque  e  le  a,^  quantità  tali  che 

la  serie  X|ùErt|  sia  convergente,  dall'essere  i  suoi  termini,  qua* 
1 

lanque  sia  x,  in  valore  assoluto  non  maggiori  dei  corrispon- 

DO 

(lenti  della  serie  convergente  Z|a,J.  Cosi  è  convergente  unÌfor< 
memenie  in  ogni  intervallo  la  serie 

senj:       sen  3x     sen  5x      son  7*r 
[lerchè  è  convergente  la  serie 

*>l    "f"    -jS    '^    -JS    "r     **7       r*-». 

i^  *^  *^  tm^ 

138-  Se  i  lermint  ujx)  dì  una  sene  lii,i{jr)  hanno  un  li- 

mite  deierminafù  e  finito  a„  quando  x  converge  ad  un  *?fl- 
ìùre  a^  cioè  \\mìxJ^m)zzLB.^,  e  la  serie  è  uniform,emente  con- 

sergente  in  un  certo  intorno  e  del  punto  a  [il  punto  a  al 
più  escluso),  allora  la  serie  proposta  avrà  un  limite  deter- 

OD 

minato  e  finito  per  xzna,  e  la  serie  2Ia^i  saj'à  convergente 

i 
ed  uguale  a  questo  limite,  cioè 


lira  [iu,,(x)]  — ::ta^  =  lllimu^,(x)], 
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ovvero  il  limite  della  serie  sarà  uguale  alla  serie  dei  limili 
dei  suoi  termini* 

Infatti,  per  tutti  i  punti  di  t\  il  punto  a  al  più  escluso,  la 

serie  ìlujx)  rap presesta  una  certa  funzione  f(x),  /'(T)^z'ìluJ^^x) 

Dato  ^7,  sia  m  quel  numero  talo  che  per  n'>m  e  per  tutti 

i    punti   00   di   6%  escluso   al  più  a^  è  IIlnC^)|<Tp-   Fissiamo 

o 

uno  di  tali  valori  n.  Poiché  i  termini  della  serie  hanno  limiti 
finiti  e  determinati  per  a; ^a^  esisteranno,  in  virtù  del  teore- 
raa  al  n.  20,  degli  intorni  e,  ,c^...e„,  (cbo  possiamo  prendere 
tutti  entro  c)^  pei  punti  Xi  ,  x^  dei  quali^  escluso  al  più  il  punto 
a,  sìa  rispettivamente 


|Ui(jri)  — «i{a)|< 


3n  ' 


|«,(Xi)  — t<j(Xa)|< 


3«  ' 


\u,,{x^)^u,,{^,)\< 


3n  ' 


per  modo  che  esisterà  un  intorno  e'  di  a,  pei  punti  ar»  ,  t^  del 
quale,  escluso  al  più  a,  siano  contemporaneamente  soddisfatto 
le  precedenti  disuguaglianze  e  quindi  ancora  la 


\th{^t)—^(i{^z)\^  Uhi^i)-  tM^ì)!  -f  ■ .  -H-  |*'.M)-  ^*J^^'t)\  <  — * 


Osservando  ora  che 


f[x)  —  W|  (t)  +  U,{T)-h  ,  . .  +  «^(d?)  +  H ,,{x). 


'^i 
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abbiamo,  pei  punti  Xi  ,  x^  i]i  c\ 


cosi  che,  dato   *i,  esiste   un  intorno   e'  di  a  pei   punti  a:,  .  Xt 

dei  quale,  il  punto  a  al  più  escluso,  è  \f{^i)—f{^i)\<i^  e 
quindi,  pel  teorema  al  n.  20,  la  f{x)  ha  per  j*^;a  un  li- 
mite determinato  e  finito,  che  indichoreuio  con  L,  Hm  f(x)z=: 

ìml,v^^(.v)z:zhy  ed  è  cosi  dimostrata  uua  parte  del  teoroma. 

Rimane  da  dimostrare   che  L^Xa.^. 

i 
Ora,  poiché  L  =  Iim/*(j),  esisterà  un  ut  torno  e''  di   a,  pei 

punti  X  del  quale,  a  al  più  escluso,  sarà 


OFTero 


\L~nx)\  =  \L~ìu,.{x)\<-^, 


^sdudo  0  <  5  <  1 ,  ed  anche, 


{es,sendo —  1  <  5|  <l}i  formola  che  possiamo  anche  scrivere  cosi  : 
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od  anche 


intendendo  con  n  il  numero  che  abbiamo  precedentemente  fis- 
sato. Ma,  poiché  le  Ur[^)  hanno  per  limite  a^,  per  x^^a,  ed- 
steranno  degli  intorni  di  a^  pei  punti  x  dei  quali,  a  al  più 
escluso,  sarà 


|t*i(r)— rttl  <  —  ,  \ih{^)—aj^  "^  ^  '-'  *  |«^(^)— «J  <  ^  f 


e  quindi  un   intorno  per  tutti  i  punti  x  del   quale^  a  al  più 
eaclnsQ^ 

r=n  ^ 

e  poiché 

sa  supponiamo  che  x  appartenga  a  tale  intorno,  avremo 
IL-  l"aj<=r. 

ed  a  questo  risultato  giungiamo  sempre  qualunque  sìa  il  nu- 
mero  n  cho  sì  prenda  >m.  Perciò  vediamo  come,  dato  ^,  esi- 
sta un   numero   m  tale   che   per  n>m  è  verificata  la    prece- 

dente  disuguaglianza,  la  quale  dice  che  lim   £  a^  =  L ,    ossia 

tu 

che  la  serie  il^^  è  convergente  ed  ha  per  valore  L,  avendosi 
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L = 1  im  f{x)  =  1  i  m  ^uj^m)  nr  Sa^  =z  Ì  lim  u,^{x] , 

ed  il  teorema  è  cosi  completamente  dimostrato. 

Il  qual  teorema  ci  indica  quali  siano  le  condizioni  suffi- 
cienti per  poter  estendere  il  teorema  dimostrato  al  n,  13,  espri- 
mente che  il  lìmite  della  somma  di  più  funzioni,  aventi  limite 
fiuito,  è  uguale  alla  somma  dei  limiti,  al  caso  che  i  termini 
della  somma  siano  in  numero  infinito. 

Ad  es.  i  termini  della  serie 

1    sen  X      2     /  sen  X  \'       3     /aen  ^^  \*      4     /  sen  x  \* 

hanno  per  x^d  i  limiti  determinati  e  finiti 
J_     A      ^  IL        . 

inoltre  la  serie  è  uniformemente  convergente  neir  intervallo 
l  — -p-  ,  ^-l  (escluso  il  valore    :r^0  pel   quale  i   termini 

della  serie  non  hanno  più  significato),  perchè  ì  valori  assoluti 

<1 


sen;c 


dei  termini  della  serie  ne!  detto  intervallo,  essendo 

in  tale  intervallo,  sono  minori  dei  corrispondenti  della  serie 

la  quale  è  convergente  essendo 

n 


lim  -^^'  =:  hm p  =  —-, 


I 


Avremo  quindi 
, .     ri     senx        2    /  seri  3;  V       '*ì     /  '^en  e  Y         1 


_  1         2        3  n 

In  modo  completamente  analogo  si  dimostra  l'altro  teorema: 
Se  i  terìnini  u„(x)  di  una  serie  -^^^(x)  hanno  un  limite 

f  determinaio  e  finito  a„,  ptr  x  C7^esccnfe  indefinitamente  in 

un  qualunque  modo,  ed  esiste  un  certo  numero  positivo  B 
tale  cfte.  per  tutti  i  valori  di  x  che  si  hanno  da  considerare  in 
valore  assoluto  7naggiori  di  B,  la  serie  sia  uniformemente 
convergente^  allora  la  serie  proposta  avrà  un  limile  detenni- 

nato  e  finito  per  i  crescente  indefinitamente  e  la  serte  ^^„ 

sarà  convergente  ed  uguale  a  questo  limite^  cioè 

A. 

lira  Su,,(x:)  =  ìa,,=  ilimu,^(x), 
i  11 

ovvero^  per  x  crescente  indefinitamente  nel  modo  che  si  con- 
sidera^  il  limite  della  serie  sarà  uguale  alla  serie  dei  li- 
miti  dei  teì^nini. 
\  Ad  eseCQpio  la  serie 


è   liiiiformemente   convergente    neir  intervallo   (a,   +  od)  dove 

]     e"^ 1        1 

a>0,  poiché  in  tale  intervallo  -:j^  — n^— <Tj7r  ®  ^^^  serie 


1  11 

-13-  +  -:^  +  -^  +  -  •  ■ 


^^^ 
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è  conrergente.  Inoltre  lim    ^^  — ^^  =  :^;  quindi  avremo 


,.     ri    e*-l  ^   1 


—  g  +gt  + — -*- 

139.  Dal  primo  teorema  del  numero  precedente  ricavasi 
sabito  che: 

Se  i  terìnini  d'una  serie  sono  funzioni  continue  di  x 
in  un  punto  a  e  la  serie  è  uniformemente  coni^ergente  in 
un  intorno  del  punto  a,  la  serie  rappresenta  in  questo  in- 
torno una  funzione  di  x  che  è  continua  nel  punto  a. 

Infatti  se  f{so)-=zlu,Jlpc)  è  la  nostra  serie,  avremo  allora 


lim  fix)  =  ì\m  lu,,{x)  =  :ì;  lim u^{x)—lu^{a)  =f(a). 

cioè  la  f{^)  è  continua  nel  punto  a. 

Dal  qual  teorema  sì  vede  che^  se  i  termini  della  serie  sono 
funzioni  continue  nei  punto  a  e  la  serie  è  convergente  in  un 
intorno  del  punto  a  e  perciò  ìli  esso  intorno  rapprosenta  una 
funziono  di  x^  la  continuità  della  seì'ie  nel  punto  a  è  condì* 
Jkione  necessaria  {non  sufficiente)  per  la  convergenza  uni- 
forme della  serie  in  un  intorno  di  a. 

Cosi  ad  es,  la  funzione  rappresentata  dalla  serie  dell'esem- 
pio secondo  al  n,  130  e  discontinua  nel  punto  zero^  e  la  serie 
non  h  di  convergenza  uniforme  in  qualunque  intorno  di  questo 
punto;  ma  la  funzione  rappresentata  dalla  serie  doli" esempio 
terzo  è  continua  nel  punto  zero,  e  la  serie  non  è  di  conver' 
genza  uniforme  in  qualunque  intorno  di  questo  pnntOt 

140-  Se  la  serie  ^nJlx)  è  convergente  in  un  iìiiomo  e  del 
ì 

punto  a  e  tutti  i  suoi  tertniui  u,^(x)  ammettono  derivata  fl- 

22 
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nila  ujn)  nel  punto  a,  ed  il  7*esto  Rrt{^),  ^  partire  da  un 
certo  valore  di  n,  ammette  pure  derivata  finita  R^J^)  *i^^ 
ptmto  a,  ed  è  lim  R'^(a)=:0,  altora  la  somma  f(x)  della  serie 

proposta  ammette  derivala  finita  i\h}  nel  punto  a  e  questa 

derivata  è  la  somma  della  serie  delle  derivale  ^u„{a),  cioè 

f'(a)=:iu^,j(a),  ciò  che  si  esprime  brevemente  dicendo  che  per 

x^a  /a  serie  proposta  è  derivabile  termine  a  termine^ 

Abbiamo  iufutti 

f[a)  =  Mi(a)  +  Ui(a)  +  - . .  +  u^(a)  +  R^a) , 


f(a-\-h)^fi(a) «,(a+  h) — Uiia)     u^ia-hh)  —  u^{a) 

h  ~  Ti  ^  h 


,  uja^h)-uja)   ,  RJa  4-  h]  —  R„(a) 


essendo  A  tale  cliQ  i  punti  a-\-h  appartengano  all'intorno  e,  e 
queste  formale  valgano  comunque  grande  si  [> renda  n. 

Facendo  convergere  h  a  zero  abbiamo,  per  le  ipotesi  del- 
r  enunciato, 

f{a)  =  u\{a]  -f  tt'^a)  + . , ,  +  u'«(a)  +  R'„(a), 

e  facendo  crescere  n  indefinitamente, 

lim  [u\{a) -\-u\{a)  +  . . ,  +  t*'„(a)]  =  /"(«)  —  lim  R V^) 
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1 

come  volevasi  diraostrare. 

141.  La  precedente  proprietà  del  resto  di  una  serie  non  è 
facilmente  riconoscibile.  Giova  adunque  investigare  qualche  al- 
tro criterio  di  più  agevole  applicazione  atto  a  farci  riconoscere 
quando  una  data  serie  possa,  senz'altro,  derivarsi  termine  a  ter- 
mine. A  tale  scopo  abbiamo  il  seguente  teorema. 

«e  * 

Se  in  un  intorno  e  del  punto  a  la  serie  ^u^(x)  è  con- 

vergente  e  i  suoi  termini  ujx)  ammettono  derivata  finita 
u'„(x)  in  tutti  i  punti  di  e,  e  se  nell'intorno  e  la  serie,  delle 

dev'ivate  dei  termini,  ^u'„{x)  è  unifo-rmemente  convergente, 

allora  per  x=:a  to  serie  pì^oposta  i{si)zz:l\ijx)  è  derivabile 

termine  a  termine,  cioè  na)iz:2iu'„(a). 

^  I 

Infatti,  abbiamo 
(ufi^-^^^—^i^)  —  'fhi(^  +  fi)  —  Ui{a)   ^  u^{a-\'h)—uj,a)  , 

^''  l  —  Ti  "^  h  '^••• 

essendo  h  diverso  da  zero  e  tale   che  i  punti  a  +  A  apparten- 
gano a  e.  Indicato  con  Rn(A)  il  resto  di  questa  serie,  abbiamo 


'^nW  —  JtVn+p\,/ij  T 1 T 


,        ,  Un+p(^+A)  — ^n-H)fa)  _  y(a-f /^)  — ?(a) 


avendo  posto  9^(a?)=t«n+i(^)  +  Wn+8(^)+ •••  +  Wn+i)(^);  ^d  osser- 


m 

vando  che  •■ 

poiché  tutte  le  ««(.r)  ammettono  derivata  in  e,  avremo  ancora 

la  quale,  indicando  con  p^i^)  il  resto  della  serie 

diviene 
ossia 

e  quindi 

Ora,  poiché  la  serie  (2)  è  uniformemente  convergente  ia  t\ 
esiste  un  numero  m  tale  che  per  n>m  e  qualunque  sia  x  ap* 

partenentea  e  è  li&ji(a?)|  <-o~»  cosichè,  se  nella  (3)  n  ìndica  un 
numero  >fn,  avendosi  lprt(a+5A)|<  -— ,  |p,,^(a+  5/ii)|  <  — -,  sarà 
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Supponiamo  ora  p  tale  che  |R„^(/Ol< -rr»'' elio  possiamo 
supporre  perchè  lim  R„_^jj(/i):^0. 
Avremo  quindi,  per  n>m^ 

qualunque  sia  il  valore  k  diverso  da  zero  e  tale  che  a  +  A 
appartenga  all' intorno  e.  AH' intorno  e  rispetto  ad  x,  corri- 
sponde nn  intorno  e'  del  punto  :?ero  rispetto  ad  h,  e  vediamo 
cosi  che  la  serie  (1)  è  uniformemente  convergente,  rispetto  ad 
k,  neir intorno  e'  (il  punto  zero  escluso);  ma  i  suoi  termini, 
per  A^O,  hanno  limiti  finiti 

quindi,  pel  teorema  al  n.  138, 

it=o  fi 

che  dimostra  il  teorema. 

Da  questo  teorema  risulta  subito  che: 

Se  la  serie  Su^(x)  è  convergente  in  un  intcrtaUo  {vl ^h) 

e  in  esso  i  suoi  termini  ammeiiono  derivata  finita  e  per 
ogni  punto  di  (a,b)   esiste,   un   Ì7iiorno  nel  quale   la  serie 

iu'^(x)  è  unifórmemente  convergente  {in  particolare  se  la 

serie  %n\X^) è  convergente  uniformemente  in  {a,  h)}^  avremo 
I 

allora 


per  tutti  i  punti  x  di  (a,b). 
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Esempi 


1]  La  serie 


è  convergente  per  qualunque  valore  di  os  perchè  6  tale  la  serie 
J^     J_     J_      J_ 


essendo  i  termini  di  questa  minori  dei  corrispondenti  della  serie 
convergente 

1  J_     J^      J_ 

2  "^  :d«  "^  z^  '^  2^  "^'■■' 

la  séiie  delle  derivate,  per  qualunque  valore  finito  di  ./%  dei 
termini  della  serie  proposta  cioè  la 

cosa;      cosSx     cos3x 

è  uniformemente  convergente  in  qualunque  intervallo,  quindi 
]a  serie  proposta  ò  derivabile  termine  a  termine,  cioè^  p^r  qua- 
lunque  valore  finito  di  x, 

^.,  ,      cos  ce      cos  2j:     cos 3x 


2)  Sia  la  serie 


»   /are  tg X  [/n       are  tg  3^/n~^  1    \ 

2j\   P^         \7^tt  / 


r 
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che  è  convergente  per  qualunque  valore  di  x^  poiché 

Ìv    cr  M    ^      1-     are  tg  x\/n  +  1 

\        e,  essendo   [are  tgarl/n+  1|  <  -^  per  qualunque  valore  di  sj 

e  di  w  e  quindi  hm    --^ — ^  —  =  0,  avremo  limS^=arctg3c 

cioè  la  somma  f{x)  della  serie  proposta  è,  per  qualunque  va- 
lore di  X,  arctg  x^ 

La  serie,  delle  derivate  dei  termìnij 


^**  iXì^n^''        l+(nH-l)i:V 


(nH-l)j 

è  uniformemente  convergente  in  qualunque  intervallo  cui  non 
appartiene  il  punto  zero  (vedi  n,  136),*  quindi  per  qualunque 
valore  di  x,  escluso  3^  =  0,  possiamo,  senz'altro,  derivare  la  se- 
rie proposta  termine  a  termine,  avendo  cosi 

Per  £P=^0  non  é  verificata  una  delle  condizioni  .sufficienti, 
contenute  nel  procedente  teorema,  per  poter  derivare  la  serie 
termine  a  termine,  poiché  la  serie  delle  derivalo  non  di  con- 
vergenza uniforme  in  qualunque  intorno  del  punto  zero.  Ve* 
diamo  se  possiamo  applicare  il  teorema  al  u.  140, 

Indicando  con  lijx)  il  resto  della  serie  proposta,  è 

[/?14-  1 

RUx)  — , — r^—r—.  ,  IV JO]  —  1, 

^  ^        1  -h{n^  1)X*  '         M  /  r 


3^ 
e  quindi  lira  R^^^CO)  non  essendo  uguale  a  zero,  non  possiamo 

applicare  questo  teorema- 

Occorre  dunque,  per  ic:=0,  vedere 'direttaraonte  se  la  se- 
rie sia  0  no  derivabile  termine  a  tormiue,  e  riconosciamo  su- 
bito che  essa  non  lo  è,  giacché 

no)= (^5^X^=1. 

mentre  che,  -per  xzzzù,  la  serie  [a)  ha  il  valore  ze7*o, 

3)  Sia  ancora  la  serie 

che  è  convergente  per  qualunque  valore  di  x  perchè 

lim  S„=3  -L  iog(i  +a;')-  i-  lim  -i—  Iog(l  +{«  +  l)»ic»)  ; 
ora^  come  vedremo  in  seguito, 

lim  —^  log  [1  +(n+  D'x']  =  0, 


coaichèf   per  qualunque  valore   finito  di  a:,  la   serie    proposti 
è  convergente  ed  uguale  a  —  log(l  +  j?*). 
La  serie,  delle  derivate  dei  termini, 


V^J      n:r      fn-h  \)x     } 

ZÀVfi^       l  +  (n  +  l)'a?'Ì 


è,  come  vedemmo,  uniformemente   con  vergente   in   qualunque 
intervallo  cui  non  appartiene  il  punto  zero,  ed  ha  per  valore 


S4S 

j— -—- ,.  Cosi  che,  pei   valori   dì  x  diversi   da   zero,   possiamo, 

senz'altro,  derivare  termine  a  termine  la  serie  pi-aposta,  aven- 
do così 


^  iZ[i'««t^+«*^)--^)  '«s  (i4^(«-f  i)V']! 


la  quale,  difattif  noa  è  altro  che  la 

-i ^  log   l+^'*)=^i r- 

dar    2      t>\    ^     ì       j_,_^i 

Per  £c=zO,  non  possiamo  dire,  senz'altro^  che  la  serie  sia 
derivabile  termine  a  termini  ;  ma  che  effettivamente  lo  sia.  Io 
riscontriamo  col  fatto  che  le  formolo  precedenti  valgono  anche 
per  37=0,  Notiamo  che  il  teorema  al  n.  140  ci  ìndica  che, 
anche  per  a;:^0,  la  serie  è  derivabile  termine  a  termine,  giac- 
ché, indicato  con  R^(x)  il  resto  della  serie  proposta,  è 


Esercì;^! 
L  Si  dimostri  che  la  serie 


i 
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è  convergente  per  |Jp|<1,  e  che  per  tali  valori  tli  ^  è  derl* 
Tabile  termine  a  termine. 

2.  La  serie 

^{~  log(l  +  «x)-^  logli +  (»MWJ 

è  convergente  per  x>0  (si  ammetta  che  lim  - ~-0L 

e  per  x>0  è  derivabile  termine  a  termine,  ma  per  irmO  la 
»  sua  derivata  (a  deatra)  non  è  uguale  alla  serie   delle   derivate 

(a  destra)  dei  termini  della  serie  proposta* 
lì.  Si  dimostri  che  la  serie 

è  una  funzione  continua  di  x  per  qualunque  valore  finito  di  x 
se  0<ft<l,  e  che,  se  inoltre  ai>l,  non  è  derivabile  ter- 
mine a  termine  per  alcun  valore  di  ;^^  (Questa  serie  è  stata 
considerata  da  Weien^trass^  che  dimostrò  rappresentare  essa 
una  funzione  continua  di  .1?  che  non  ammette  mai  derivata  per 
alcun  valore  di  w). 
4,  La  serie 

(1  .-„.e    1 


I 


Z!i^""^^-T''""^'1 


rappresenta  per  qualunque  valore  di  w  una  funzione  che,  per 

a;  diverso  da  zero,  ammette  derivata,  che  ò  uguale   alla   serie         ' 

delle  derivate  dei  termini  della  serie  proposta,  e  per  jrirrO  è 

funKÌone  discontinua.  (Si  ammetta  che  lim  «e~'*^  :=0  per  x^O).        j 


ì 

}  5.  Lo  stesso  avviene  per  la  serie 


a 


Mi 


Serio  del  Taylor  e  del  Mac-Lf^urln, 


I42>  Data  una  funzione  A^),  cerchiamo  uno  svHuppOt  ordi- 
nato secondo  le  potenze  intere  positive  od  ascendenti  dell 'au- 
mento h,  della  funzìone/f^r-h  A),  sviluppo  del  quale  è  caso  par- 
ticolare quello  relativo  alle  funzioni  ragionali  intere  che  si  ot- 
tiene nell'Algebra  colla  semplice  applicazione  della  formola  del 
binomio. 

Se  neir intervallo  (a,  è)  f{a!)  è  funzione  univalente  conti* 
nnai  f:H  estremi  inclusi,  ed  ammette  una  derivata  determinata, 
gli  estremi  al  piii  esclusi^  allora  (n,  72) 

essendo  0<  i/,  <L 

Allorché  dimostrammo  questa  formola  ci  partimmo  dalla 
posizione 

/(ù)-f{a)^K{ò-Q) 

e  determinammo  K. 

Ora  supposta  la  fid:)  contìnua  per  i  valori  di  x  tali  che 
a<x<b  e  la  f^\w)  determinata  per  a<i^<ib,  partiamoci  dalla 

P)"  f\b)-f{n)  -  {b  -  a)f\a)  -  Mib  —  a)\ 

Poniamo  i^ 

iioo) = f{h)  -  nx)  ~{b^  X)  r{x)  -  Kt?.  -  w)s 

per  le  ipotesi  fatte,  '^(x)  è  continua  por  ^ìE<.r<6  ed  ammetto, 
per  a<x<6,  una  derivata  determinata 
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Inoltre  '|(a):=:0  in  ?irtù  delle  (2)",  e  (/'(Ì)=:0,  quiodi  j^ev 
un  noto  teorema  (n.  90) 


da  cui  Kr=  — /'''(xi)   essendo  a<^i<ft* 

Ponendo  a?i  =:  a  +  ^j(&  —  a),  dove  0  <  0^  <  1 ,  avremo 


K=^r(a+'^A<^~a)) 


e  quindi  la  (!}"  diviene 

(1)"  /{*} = m + u>  -  «) r(«) + '^^*  /•"(« + 5,  (j — a)). 

Kd  ora  partendoci  dalla  forinola 
(2)"'    m-m-ib-a)ria)  -^^^f^r(a)=K{à^aY 


0  supponendo  anche  /"'C^)  continua  psr  a<x<b  e  /"''(/e)  de- 
terminata per  a<j?<i  e  st^guendo  una  medesima  via,  si  arri- 
Terebbe  alla  formoja 


(1)'"  f(ò)=r{a)Hb-a)ria)+  n-^V"{«)  +  ^f^V"'(a+5.(*-«» 


con  0  <  5-j  <  l . 

Da  questo  procedi  monto  si  capisce  come,  se  si  vuolo  una 
forinola  analoga  allo  {!)',  (1)",  (1)'^^  e  che  contenga  le  deri- 
vate sino  a  quelle  di  ordine  n,  Sr\rà  conveniente  partirci  dalla 
formola 


i 


(2)'"'    A»)-A(«)-(»-«)n»)- T^rw - . .. 

e  sottoporre  la  f{x)  a  soddisfare  a  delle  condizioni  analoghe  a 
quelJe  elio  furono  ritrovate  sufficienti  per  poter  stabilire  le 
forinole  (ir,  (1)".  tir'. 

Osservando  però  che  nel  secondo  membro  della  (2)*'*'  figura 
una  funzione  di  a,ò  cioè  {b  —  a}**,  noi  ci  partiremo  da  una  for- 
mola  più  generale  cioè  dalla 

{2)     m  -r{a)-{b-a)na)  -  fÌLZÌÌV'(a)_^i;^V/-(a) 

* 


■■'      1.2..(n  — l) 
e  supporremo  che  : 

/•(a;) .  rW  ,/•»„../"*-%).  <^(x) 
sieno  concinne  per  a<x<b\  che 

siano  determinate  per  a<^<&,  pei  quali  valori  di  .r  suppor- 
remo altresì  che  ^'{^)  sia  finita  e  diversa  da  zero  e  che 
#)  =  0. 

Come  immediata  conseguenza  di  questo  ultime  supposizioni 
SI  ricava  che  a(a),  cbo  entra  nel  secondo  membro  della  (2)^  è 
diverso  da  ^ero,  come  si  vede  subito  dalla  semplice  ispezione 
della  formola 

—  f  (a)  —  {b-a)  -/{a  +  '.[b  —  a)  ) 

dove  0<5<L 
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Inoltro,  per  le  ipotesi  ammesse,  la  funzione 

^{a;)=A5)-A^)-(*-«')n*)-^^f^/"(*) 

1.2.3'     ^^'      "•      1.2..(tt-l)^       ^*^     ^'^^'' 

(che  si  ricava  dalla  (2)  facendo  passare  Kf{a)  noi  primo  mem- 
bro ed  in  esso  sostituendo  in  ogni  termine,  in  luogo  di  a  la  j-} 
à  continua  per  a<x<ò  ed  ammette  per  a<:ix<b  una  deri- 
vata determinata 

^  ì.'4..(n-2)f        ^'        1.2..(n-lj'    ^'^       ^  ^^^ 

ovvero 

Inoltre  ^(a)^0,  in  virtij  della (2)  e  'i(&)=^0  avuto  riguardo 
che  per  ipotesi  c>(i)=zO;  dunque  per  un  noto  teorema  (n.  70) 

'^'('^'^=-  rlrS^  ^"'^"^'^  ~  ^?'^''>-  ® 

essendo  ^<3?|<S,  e,  polche  per  le  ipotesi  fatte  f'(Xi)  è  certa- 
mente finita  e  divf^rsa  da  zero,  ricaviamo 

^^ 1.2..(n-[)    ^Vi)  '    ^   ' 


9St 


od  ancbe 


j^__  (6— a  — ;(*  —  «))"-' 


J.a..tn— 1)  ìj,'(a  +  !{i- a)) 

_      (&-o)"-'(l— rj"-'  1 


/•'•"(a+f(&-fO) 


essendo 


J.y..(«— 1)      ^'(o  +  ^j_a)) 


0<5<1. 


/'-'(o +''(&-«)) 


la  quantità  ^  dipenderà  e  dalla  natura  delle  funzioni  f{j'),'i{x), 
da  a,  b  e  da  n, 

Determinato  così  K  e  posto  U,.  =  K^(o)  la  forinola  (2)  di» 
Tiene 


/•{6)=/-(a)  +  (*-«)r(a)  +  *-^i^/'"(o)  +  - 


-^rmr-'w+i^« 


essendo 


\i.= 


_     (J_a)'*-^{1--^'  ^fa) 


I.2.,(n— 1)        ^\aVAb—a)) 


f-\a^'^{b  —  a)) 


con  a<5<l. 
Ponendo  ora 


ar^£Po  ì  5  =  2-(j4-/i 


ed  ia  conseguenza  b^a^h,  da  quanto  precede   ricaviamo  il 

seguente  teorema  ^ 
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Se 

sono  continue  pei  valori  iV^  pei  quali 

e 

sono  determinate  per 

e>  per  gtiesii  valori  di  x»  q.'{x)  è  inoltre  finita  e  diversa  da 
zero  e  a(xo  +  A)  =  0,  avremo 

(3)  f(x,+  h)z=ffiE,)+hr{x,)  +  -^nx„)+  j^ 


I^DU^ 


R.=_*r:<i=Lit:,,,2w  p..(,.+;w 


1.2"".,.(u-l)  a.'(Xo+:;ii) 

0<5<1. 

La  formola  (3)  e  conosciuta  sotto  il  nome  di  formola  a  gri- 
Zuppo  iiet  Taylor.  La  quantità  R„  chiamasi  ter^iine  comple- 
mentare 0  7'eslo  0  redduo  dello  sviluppo. 

Nella  espressione  (4)  del  resto  R,,  figura  una  funzione  z{i) 
per  la  quale  non  si  richiede  altro  che  soddisfaccia  alle  condì- 


i 
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zioni  impostele  nell' enunciato  del  teorema;  del  resto  può  es* 
sere  una  funzione  qualunque. 

Particolarizzando  la  funzione  f{x)  si  ottengono  diverse  for» 
me  del  resto  R^.  Quelle  che  vengono  più  adoperate  si  otten- 
gono  col  porre  ({>{x)z::z{Xo-\- fi — x)'^  essendo  p>0;  abbiamo  al- 
lora 9'(j:)r=:— p(^o-hA — xf'^  e  questa  funzione  (aro-f  A— a:)^ 
come  immediatamente  si  vede,  soddisfa  alle  condizioni  imposte 
nell'enunciato  del  teorema  alla  (f{x).  Avremo  allora  per  R^  il 
valore 


ossia 


Questa  forma  del  resto  è  dovuta  a  Schlómilch  e  a  Roche* 
Allo  Schlómilch  si  deve  pure  la  forma  generale  (4). 
Facendo  poi  f)=:n,  pznl  otteniamo  rispettivamente 


R»=i  2^''^r'"(^o  +  g,/^) 


hn(\ /;\n-l 


e  queste  sono  le  forme  del  resto  dovute  a  Lagrange  e  a  Cauchy, 
142.  Oltre  a  quella  data  dalla  (4)  n.  precedente  abbiamo 
un'altra  forma  generale  del  resto  dello  sviluppo  del  Taylor, 
la  quale  ha  il  vantaggio  sulla  precedente  di  non  richiedere  che 
pel  valore  :ro-f  A  di  x  le  funzioni  f\x),  f*\x)...f^*^''^\x)  sieno 
continue. 

Per  stabilire  questa  forma  del  resto  ci   partiremo  ancora 

23 


f 


su 

dalla  formula  (2)  del  numero  precedente  nella  qaale  porremo 
F(a,i)  =  ^,(è),  cioè  dalla 


/■(j)_/(«)_(^_„)/-(a)_<*j-A* /•"(„)_. 


m 


>  -feS-)^'"-''(«)-^""(*)=«- 


(n-1)' 

Supponiamo  /"{x)  e  e, (ar)  continue  per  a<x<fte  che  siano 
determinate  le  derivate  /"(r),  i,'(j)  per  a<ix<b,  che  ij-.fft) 
sia  diverso  da  zero  e  che  sia  9,(0)  =  0.  Consideriamo  la  fun- 


I  zione 


(j;  — a)»-' 


1.2.,.(«— I) 


/^"'-"{a)-K?.(*) 


« 


ottenuta  ponendo  x  io  luogo  di  ft  in  tutti  i  termiDi  del  primo 
membro  della  (1). 

Per  le  ipotesi  fatte  esiste  yi^r)  ed  è 

r(x)  ~  /•'(*)  -  na)  -  (X  -  a)/-"(o)  -  ^-^j=|^  /•'"{«)  - ... 
(2)' 


ed   inoltre   '].{«) i^O,    '|(5)^0;    in    conseguenza  ^^'(^,)^^0  es* 
sendo  a<ir,  <??. 

Supponendo   ora    /''(s;),   ^\{3S)    contìnue    per    a<x<^i   e 
f"{x),  ^^\[x)   determinate   per   a<^x<lx^,  e   ^\{a):^{\  àm- 
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Tando  la  (2)'  abbiamo 

(2)"      <^"(x)=r"{w)  -  f'\a)  -{X-  a)f"\a)- . . . 

inoltre  è  ^f/(a)  =  0,  e  ^\Xi)=:0;  ed  in  conseguenza  ^|y''(a7,)zzO 
essendo  a<ar2<Xi. 

Ed  ora  supponendo  che  f''\x\  ^i\x)  siano  continue  per 
a<x<Xi,  f"\(D)^^"\or)  determinate  per  a<x<;a?2e  (f/'(a)  =  0, 
dalia  (2)''  ricaviamo 

(2)"'  r\xy-f''\^yr\ay^'''  u^7^)^'*"'(^)-^^ 

inoltre  è  ^''(a)  =  0,   ^|y''(x,)  =  0;   in  conseguenza   Y^\^z)  =  ^^ 
essendo  a<X3<a:,. 

E  cosi  proseguendo,  e  col  supporre  le  derivate  f^^^'^x), 
9i<'*"^^(x)  continue  per  a<x<Xn^  e  /^'•"^'(x),  9/ '*~'^(a?)  determi- 
nate per  a<x  <a?,»_,  e  9ii**"*(a)=0,  dalla 

(2)(^2)    ^f'*-«)(a?)  =:/'<'»-»»(x)  -  f^^\a)  '(X'à)  f^^^'Ka)  -  K<f,^^\x) 

cui  già  si  sarebbe  pervenuti,  si  ricava 

e,  poiché  if '**"*'(«)  =0  e  si  avrebbe  pure  già  ottenuto '^***~*'(a?,^j)=0, 
segue  che  '|"*~*^(it?^«,)i=:0  essendo  a<x^i<a:^8. 

Ed  ora,  in  ultimo, si  supponga  f^^^^Kx),  f/'*~*^(a:)  continue 
per  a<x<x,^^  ed  f^*^\x) ,  9i^'*^(a?)  determinate  per  a<a;<a?^., 
pei  quali  valori  inoltre  ^x*^\x)  sia  finita  e  diversa  da  zero   e 


356 
9it'*^^*{fl!)==:0,  ed  allora  dal  la  (2f^-^^  si  ottiene 

e  poiché  '^f'*"^J(«)  =  0/f''»-'iJ(:r„_i)=0,  avremo  in  Bue  f ''*(arj=0 
ossia 

esseutto  a<ar,^<d?,4_i;  e  poiché  ^/'**(^Jnon  è  zero  uè  indiiìto 
avremo 

Sostituendo  ora  questo  valore  fli  K  nella  (1)  bi  ottiene 
m  =  r{a)+  ih  _  a)  ria)  +  ^-^=^  /-(a)  + , , , 

^  l.3-,(n— 1)^        ^        ^f.^'^^ii) 

Riassumendo  ora  le  condiziOTu  successivamente  imposte  alle 
funzioni  f[x)  e  ^i{JC)  per  giungere  a  questa  forinola  ed  esser* 
vando  che 

a  <  iì7^  <  ùF„_i  <ar,^  < . , .  <a:|<>f  t  <  i, 

vediamo  che: 

Le  fu  unioni  f{w%  a^fx)  sono  continuo  per  a<X<b;  le  fon- 


noni 
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sono  continue  per  a<x<^b\  le 

determinate  per  a<a?<&;  ed  inoltre,  per  questi  valori  di  x, 
<^x*^\x)  si  suppone  finita  e  diversa  da  zero,  ed  infine  q^,(ì)  di- 
verso da  zero  e 

9,(a)=z:0,  c/(a)  =  0,  9/^(a)  =  0,  ...?/'-»^(a):=0. 
In  quanto  ad  a?,,  possiamo  porre 

a?^=:a4-5(ft  —  a) 

essendo  al  solito  0<5<1. 

Ed  infine  facendo  a=:Xo,  bzzzxQ-hh,  b  —  a-=.h^  abbiamo  il 
seguente  teorema: 

Se  f(x) ,  9i(x)  ^ono  continue  poi  valori  di  x  che  soddi- 
sfanno alla  7'elazione  Xo<x<Xo-fh; 

f'(x)  ,  f"(x),...f"-"(x), 
9/(x)  ,9,-(x),...<..<"-'(x), 

continue  per  Xo<x<Xo  +  h;  f'"'(x),  (j)t^"\x)  determinale  per 
So<x<Xo+h,  e,  per  questi  valori  di  x,  o,'"'(x)  è  finita  e  di- 
versa dazerò  ed  infine  è  9i(Xo  +  h)  diterso  da  zero  e 

(j,(x„)  ==  0  ,  ?, '(x„)  =  0,0,  "fxo)  =  0 , . . .  e,'"-' '(X„)  =  0  ; 
allora  avremo  la  formala 


dove 


essendo  0  <  3  <  L 

In  particolaro  la  funzione  (x — x^^  essendo  p  positivo  e 
maggiore  di  n— 1  soddisfa  a  tutte  1©  condizioai  imposte  alla 
funzione  <fi{x}  neir  enunciato  del  teorema  precedente,  per  coi 
ponendo 

9 

avremo 


h^ 


'p(p  — l)*..(p  — n+I) 


r^K^.'^O.h). 


Facendo  p^n,  otteniamo  nuovamente  iì  resto  sotto  la  forma 
data  da  Lagrange 


^'•=r:2r:^^"'(^'+^«*)' 


per  usare  il  quale  basta  perciò  che  sieno  verificate  la  condi- 
zioni imposte  alla /'(ir)  neirenuucìato  di  quest'ultimo  teorema. 
144  Supponendo  che  esistano  ed  abbiano  valore  finito  per 
^  =  ^0  tutte  le  derivata  successive,  /^'{^<,)  *  f'{^^  ?  •  -  f^'^X^ù  '  -  ■  i 
della  f{x)^  prendiamo  a  considerare  la  serie 


che  dicesi  ^erie  del  Taylor, 


Se,   inoltre,   la  funzione  /\x)  soddisfa  alle  condizioni   dei 
teoremi  ai  nn.  142  o  143  avremo  la  formola 

ovvero,  indicando  con  1!^,  la  somma  dei  primi  n  tenuìni  della 
serie  T, 

(1)  /•(a'o  +  A)  =  T«-fRn. 

Se  le  condizioni  suddette  verranno  soddisfatte  dalla  funzione 
f{x)  per  quanto  grande  sia  n,  la  formola  precedente  seguiterà 
a  sussistere  comunque  grande  sia  n,  e  potremo  ricercare  che 
cosa  essa  diventi  quando  n  cresce  indefinitamente. 

Relativamente  ad  R„  si  possono  presentare  questi  quattro 
casi: 

lim  R„  indeterminato 

n=:oo 

lim  R^  =  oo 

lim  R,j  =  A  (A  finita  diversa  da  zero) 
lim  R^  =  0, 
ed  allora  dalla  formola  (1)  scritta  nella  forma 

ricaviamo  che,  rispettivamente, 

lira  T^  indeterminato 

n=:oo 

lim  T„=oo 

lim  T„=/-(a?o+/0  — A 

lim  T„=/-(x„+/i) 


m 

cioè,  rispettivamente,  la  serie  del  Taylor  T  è  indeterminala; 
divergente?  convergente  ed  ha  per  valore  /{x^^h)  —  A  cioè 

T  =  /Ì[ar,  +  A)-A; 

convergente  ed  lìa  per  valore  f{x^^h)  cioè 

f{w^^h)=  T. 
Reciprocamente  se 

lim  T,^  è  indeterminato 

lira  T„  =  ao 

lim  Trt=B  (B  finito  diverso  da  f{x;^  +  h)) 

lim  T,,  =  A'^,  +  /0 

cioè  se  la  serie  T  è  indeterminata,  divergente,  convergente  eJ 
uguale  a  B,  convergente  ed  uguale  ad  /'(i^<,+  A),  in  virtù  della 
(1)  scritta  nella  forma 

avremo,  rispettivamente, 

lira  R„  indeterminato 

lim  R,i=:oo 

lim  R,,~f{w^  +  h)  —  li 
lim  R„  =  0. 

Risulta  da  ciò  che: 

Quando  per  la  funzione  ((x)  vendano  soddù/atte  le  con* 


|iUPUP,i*f  » 
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dizioni  di  uno  dei  teoremi  ai  n}  142  o  143  pet'  valori  co* 
fnunque  grandi  di  n,  allora: 

1.  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  serie 
del  Taylor  1,  corrispondente  alla  funzione  f(x)  e  relativa  ad 
Xo  e  h,  sia  indeterminata  o  divergente  è  che  il  limite  di 
R;,  al  crescere  indefinitamente  di  n  sia  indeterminato  o  in* 
finito; 

2.  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  se- 
rie del  Taylor  sia  convergente  è  che  R^  converga  verso  un 
limite  determinato  e  finito  al  crescere  di  n. 

3.  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  se- 
rie  del  Taylor  sia  convergente  ed  uguale  a  f(xo-fh)  è  che 
lim  R„=z:0. 

n=:oo 

In  quest'ultimo  caso  si  avrà,  in  serie  convergente, 


(2)     f{x,^  h) =r(To) + hrix,) + j^  r\x,) + . 


e  dal  teorema  precedente  risulta  come  per  stabilire  la  formola 
(2),  oltre  ad  essere  verificate  le  condizioni  relative  alla  conti- 
nuità della  funzione  f{x)  e  di  tutte  le  sue  successive  derivate, 
deva  anche  essere  lira  R„  =  0. 

145.  Noi  però  non  possediamo  un  valore  preciso  di  R,^, 
perchè  nelle  varie  espressioni  che  ne  abbiamo  dato  figura  un 
numero  5,  del  quale  solo  sappiamo  che  è  maggiore  di  zero  e 
minore  di  uno,  e  che  dipende  dalla  natura  della  funzione  f(x\ 
da  iTo,  da  A  e  da  n  e  dalla  natura  delle  funzioni  (^{x),  9i(ìp), 
quando  si  faccia  uso  di  quelle  forme  per  R,»  nelle  quali  queste 
ultime  funzioni  compariscono,  ma  non  sappiamo  come  0  dipenda 
da  tutti  questi  elementi. 

Ciò  non  ostante  in  alcuni  casi  si  riesce  a  vedere  con  faci- 
lità che  il  limite  di  R,j  quando  n  cresce  indefinitamente  è  zero. 
È  notevole  il  seguente,  che  comprende  quelli  di  tutta  le  fun- 
zioni che  soddisfanno  ad  una  certa  condizione. 


Prendiamo  per  R^  la  forma  dovuta  a  Lagrange  ciofe 


/^^J(^o  +  5A). 


Il  primo  fattore  del  secondo  membro 

1.2. .,n 

ha  sempre  per  limite  zero,  per  A  finito,  quando  n  cresce  inde' 
finitamente.  Infatti^  indicando  ti  un  numero  positivo  e  minore 
dell'  unitAj  esiste  sempre  un  numero  intero  positivo  t  tale  che 


^  +  1 


<à 


e  [juìndl  ancora 


Ora  n,  che  dobbinnio  far  crescere  indefinitamente,  si  può 
già  supporre  maggiore  di  i  in  modo  da  avere 


h     h     h 


h       h       h 


\.Z.Z.,.n~  l      2     3   •"?  — 1    t    j  +  l  t+2 


n 


1      TI  A        A 

ossia,  posto  P  ^  -p  — - 


"i  — 1     f 


A" 


h 
1 .2..,n  1+  1  1  +  2 


■=P^ 


« 
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così  che 


1.2...n 


<  |P|  5"-' 


Ora  qualunque  sia  il  numero  a  arbitrariamente  piccolo  e 
positivo,  possiamo  sempre  prendere  n  cosi  grande  che  per 
quel  valore  di  n  e  pei  valori  maggiori  sia  sempre 

perchè  J<1  e  P  ed  a  sono  quantità  indipendenti  da  n  e  fini- 
te, e  perciò 


<^  n 

1.2...nn    ' 


cioè 


A»» 


ha  per  limite  zero  quando  n  cresce  indefinita- 


1.2...n 

mente. 

Ciò  posto,  poiché  la  funzione  f{x)  e  tutte  le  derivate  f^'^Kx) 
per  quanto  grande  sia  n  si  mantengono  finite  nell'  intervallo 
(^oi3Co  + A),  esisteranno  dei  numeri  positivi  Bo,B, ,62,...  tali  che, 
pei  valori  x  di  quell'intervallo,  sarà  sempre 

Ma  qui  si  potranno  presentare  due  casi.  Il  primo,  che  si 
possa  assegnare  un  numero  A  positivo  maggiore  di  tutti  i  nu- 
meri Bo,  B, ,  Bj„..  ed  allora  avremo  certamente,  qualunque 
sia  n  e  5, 

(1)  l/'n^o+^/OKA 

e  quindi  dalia  formola 


(2) 


|Rn|  = 


l.^..n 


r^Xx.-i- Oh) 


< 


h" 


1.2...n 


L 


m 

valevole  per  quanto  grande  sia  n,  si  rileva  subito  che  lim  R^rrO, 

e  questo  o  il  caso  notevole  cui  avevamo  accennato. 

Il  sGconrlo  è  che  ì  numeri  Bo,  Bi,  Bj par  mantenendosi 

sempre  finiti^  variano  aainoiitando  con  n  in  modo  Ja  non  po- 
tere assegnare  nessun  numoro  A  che  risulti  maggiore  di  tulti 
i  B  ed  allora  non  potendo  stabilirò  le  formolo  (1),  (2)  non  pos- 
siamo più  asserire  che  lim  R^rrrO  ed  in  tal  caso  occorre  una  spe- 
ciale ricerca. 

Nel  primo  caso  adunque  possiamo,  senz'altro,  non  sùh 
scrivere  lo  sviluppo,  secondo  la  serie  del  Taylor, 

ma  vediamo  anche  che  esso  varrà  quando  in  luogo  di  h  si 
sostituisce  hi  essendo  hi  tale  che  a?o^K  sìa  compreso  tra  ìt* 
e  o'o-fA. 

146.  Ponendo  w^-\-h=^x,  e  perciò  h'—x  —  x^,  nella  formola 
del  Taylor 

essa  diventa 

A«)  =  f{^ò  ^-  (.r  -  a-o)  /"'(xo)  +  ^^^~~-  r(-r„)  + . . . 


(X~T,r-' 


per  stabilirò  la  qual  formola  si  suppone  in  conseguenza  che  la 
firn ?^ ione  f{z)  soddisfaccia  alle  condizioni  del  teorema  al  n.  142 
0  di  quello  al  n.  143  poi  valori  della  variahilo  z  nelt*  inter* 
vallo  (x^.x),  Q  dove  R.^  è   il  corrispondente  valore   del  reste 
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quando  vi  si  faccia  Aura;  —  oCq,  Ed  avremo  inoltre 

quando,  oltre  ad  essere  verificate  quelle  condizioni  per  quanto 
grande  sia  n,  sia  ancora  lim  R^  =  0. 

n=oo 

In  particolare  prendendo  Xo=0,  abbiamo  dalla  (1)  la  formola 

mm=m+Tno)+  ^  /  "(0)+ . . . + ^  .^"~l_i  r"-'\o)+ r,.. 

dove,  se  consideriamo  in  particolare  le  forme  del  resto  di  La- 
grange  o  di  Cauchy  o  di  SchWrnilch  e  Roche,  è 


e  perchè  abbia  luogo  la  formola  (2)  dove  R,»  ha  il  primo  di 
questi  valori  basta  che,  indicando  con  z  la  variabile  corrente, 
f{z)  sia  continua  per  Q<z<X] 

siano  continue  per  0  <  z  <  x;  r'*^(z)  sia  determinala  per 
0<z<x;  mentrechè  se  R,»  deve  avere  gli  altri  valori  oc- 
corife  che  le  derivate  prima,  seconda^...  (n  —  l)*""*  sieno  con- 
tinue anche  per  z=:x.  Se  poi  queste  condizioni  vengono  sod- 
disfatte dalla  funzione  f(z)  per  quanto  grande  sia  n  ed  inol- 


I 
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tre  11  m  R„:=0,  allora  abbiamo  lo  sviluppo  ia  serie 


tB" 


La  serie  del  secondo  membro  èia  serie  del  Mac~Laurin, 
e  la  funzione  dicesi  sviluppata  secondo  la  serie  del  Mac- 
iawrm.  Anche  qui  quando  si  sìa  trovalo  che  la  f{z)  e  le  deri- 
vate P*^\z),  per  quanto  grande  sia  n,  si  maìitengouo  sempre 
continue  e  numericamente  minori  di  un  numero  positivo  finito 
A  pei  valori  di  z  compresi  tra  0  ed  t,  avuto  riguardo  alle  con- 
siderazioni svolte  al  n,  145,  possiamo  subito  asserire  che  Ax) 
è  sviluppatilo  secondo  la  serie  del  Mac-Laurin,  e  lo  è  ancora 
quando  alla  variabile  si  attribuisca  un  qualunque  valore  com- 
preso Ira  0  ed  ^. 


Sviluppo  di  alcune  fnuzlonl  seconclo  la  sorie 
del  Mac-Laurlii. 


147,  Applichiamo  lo  sviluppo   dol   Mac-Latmn  a  qualclii? 

funzione, 

Smluppo  di  G'  —  Sia  f{z)z=r.e'\  abbiamo 

cosichò,  per  qualunque  valore  finito  di  .r,  la  funzione  e  tutte 
la  derivate  si  mantengono  continue  e  minori  di  e"^'  se  x 
è  positivo  o  x<ix\  e  non  superano  T  unità  se  x  è  negatiTO* 
quando  la  variabile  corrente  z  prende  tutti  i  valori  da  0  a  ic. 
Quindi  a  questa  funzione  sì  può  subito  applicare  lo  sviluppo 
del  MaC'haurin^  e  questo  sari  valido  qualunque  sia  x,  purché 
finito.  Cosi  che  osservando  che 

/■(0)=:i,  r(0)=i,  rx^)^\,,,. 
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avremo,  qualunque  sia  il  valore  finito  x. 


In  particolare,  per  a?=l, 


—  9        ^  1  1 

^-'^'^172'^  1.2.3"^  1.2. 3. 4^- •• 


che  serve  al  calcolo  del  numero  e  (Vedi  n.  21). 

Se  a>0,  osservando  che  a^:z::=e^»o««  abbiamo,  per  qualun- 
que valore  di  x  finito, 

148.  —  Sviluppo  di  sena:  e  cosa;.  —  Sia 
f[z)  =  sen  z. 

Avendosi 


/•<'"(5)=:sen(.'  +  ^), 


si  scorge  subito  che  qualunque  sia  il  valore  di  x  finito,  e  per 
quanto  grande  sia  n,  le  f{z)  e  f^iz)  sono  continue  per  tutti 
i  valori  di  ;s  da  0  a  0?  e  non  superano  mai  in  valore  assoluto 
l'unità.  Quindi  possiamo,  senz'altro,  applicare  lo  sviluppo  del 
Mac-Laurin;  ed  osservando  che  /*(0)  =  sen  0  =  0, 

/^-(0)  =  sen(Of^)=0 
^2m+i)(0)_sen(2m+  1)  -^  =  cosm7rzr(— 1)« 
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avremo  : 


Or^ 


senjcr=:r ■  -;  -i 


a? 


e  questo  sviluppo  vale  qualunque  aia  il  valom  finito  che  si  at- 
tribuisca alla  X, 

Se  poi  f{z)=zcQBZ,  e  quindi   /^^'^(^)=:cosf  ::  +  ~j,  ral- 

gono  considerazioui   uguali  alle  precedenti  ed  osservando  che 
/-(0)  =  eosO=l, 


abbiamo 


0083?:::=  1  — 


x^ 


ì.^  "^  L2.;].4        l.:i,3.4.5.(i 


r  +  ... 


e  questo  sviluppo   vaio  qualunque   valore  finito  si   attribuisca 
alla  X. 

149-  Sviluppo  di  log(l-hj?),  —  Sia 


/■0  =  log(l+^X 


Poiché 


1    2     f'«— 1\ 

r>(x)=(-ir-^  7;;;  ,/\o»^2,3,4,,.). 

vediamo  che  per  ;r^  —  1  la  funzione  e  tutte  Jle   derivate  di- 
ventano iijfmitejCosicbt?  pei  valori  nogaLivi  di  x   e   numerica- 


mente  >  I  la  funzione  log  (1  +  x)  non  è  certamente  svilup- 
pabile colla  serie  del  Mac-Laurin.  Per  tutti  gli  altri  va- 
lori di  X  la  funzione  e  le  derivate  si  mantengono  sempre  con- 
tinue pei  valori  della  variabile  z  tra  zero  ed  il  valore  x  che 
si  considera;  ma  poiché  ora  non  si  può  asserire  che  esista 
un  numero  positivo  A  del  quale  esse  si  mantengano  tutte  mi- 
nori numericamente  pei  valori  z  dell'intervallo  (0,a?),  cosi  oc- 
correrà direttamente  ricercare  se  e  quando  lim  R^  =  0. 

Osserviamo  intanto  che,  essendo 

/•(0)=log(l-fO)=0 

/^">(0)  =  (— l)^M.2.3.,.(n  — 1), 

la  serie  del  Mac-Laurin  corrispondente  alla  nostra  funzione 
log (1 -fa?)  è 

+(—1)'^'  —  +  ... 


Ora,  essendo  lim — -— zzio?,  se  a?>l  la  serie  del  Mac^Lau- 
co 


n 

rin  non  è  convergente  (n.  133). 

Dovremo  dunque  limitarci  a  considerare  i  valori  di  x  che 
soddisfanno  alla  relazione  — l<a;<l,  e  vedere  se  allora  il 
limite  di  R^  converge  verso  zero  al  crescere  di  n. 

Se  a;>0,  facendo  uso  della  forma  del  resto  dovuta  a  La- 
grange,  avremo 

R,=(_])»-.i-(-^y 

24 


L 
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e,  poiché  d?<l,  avremo  ^= — 7— <a:<lj  perchè  $  è  sempre 
maggiore  dì  zero  e  solo  col  crescere  indefiaìtamente  di  n 
potrebbe  aver  per  limite  lo  zero.  Allora  tanto  —  quan- 
to (  ■  ■  r-  ^  j  convergono  a  zero  al  crescere  di  n  e  quindi 
lim  R,,  =  0. 

Se  ^  =  1  avremo 


«-=<-"--s-(tÌt)" 


e  poiché  —  <  1  e  solo  al  limite,  per  n  crescente  indefini- 
tamente, può  essere  =1,  avremo,  comunque  grande  sia  n, 
|Rrt)<  —  e  quindi  anche  in  questo  caso  Iim  R„  =  0, 

Se  a;<Oj  usando  la  forma  del   resto   dovuta   a    Cauchj  e 
ponendo  a?  =  —  2,  sarà  ^  <  1  e 

z~Oz I  —  O  z  z 

perchè  9  ò  sempre  compreso  tra  zero  e  uno  e  solo  al  crescere 
indefinitametile  dt  n  potrà  avere  per  limite  zero  od  uno;  e 
quiudi  anche  qui  lim  R„:irOp 

Osserviamo  finalmente  che  per 

x=0      è      R^  =  0  — 
Da  quanto  precede  vediamo  che  pei  valori  di  ^  tali  che 
^1<^<1 
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vale  lo  BTÌIappo 

(1)  iog(ì+x)=x-^  +  ^-^+... 

In  particolare,  p«r  2  =  1, 

log2=l-i-+i.-l-  +  ... 

(Confr.  nn.  124  esempio  3,  128). 

Dal  precedente  sviluppo  di  log(l4-a?)  si  possono  ricavare 
altri  utili  per  l'effettivo  calcolo  dei  logaritmi  dei  numeri. 
Cambiando  x  in  — x  nella  (1)  si  ottiene 


log(l— a?)  =— 07--^ T~"' 

valevole  per 

-1<1<1; 

e,  dalla  (1)  sottraendo  quest'ultima,  si  ha  ancora 

14- a; 


(2)  log  (1 -ha?)  — log  (1—0?)  =  log 


ì  —  x 


^/         x'       a^       x''  \ 

valevole  per 

-l<x<l. 

^ 1 

Ponendo  xz=: =-,  quest'ultima  formola  diventa 
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che  vale  per  qualunque  valore  positivo  di  z^  e  che  ci  da,  io 
serie,  il  logaritmo  di  z.  La   qual   formolo,   praticamente  utile 

pel  calcolo  di  log^  per  valori  piccoli  del  numero  intiero  r,  non 
lo  è  più  per  valori  piò  grandi  di  z  come  ad  es:  ^  =  10,  perchè 
la  serie  riesce  allora  di  troppo  lenta  convergenza,  cioè  i  termi- 
ni di  essa  vanno  lentamente  decrescendo,  in  guisa  che  bisogne- 
rebbe sommare  molti  termini  perchè  i  restanti  che  si  trascu- 
rano costituissero  una  somma  trascurabile  per  gli  ordinari  cai* 
coli  di  approssimazione. 

Per  avere  serie  di  rapida  convergenza  pel  calcolo  dei  loga- 
ritmi osserviamo  che 

log (a-h&J  =  loga  +  log  {l-^~\ 

e  che  supposto  — 1  < —  <  1,  sviluppando  logf  1  4  — J  colla 
formola  (1), 

,o.c«.«=,o,..i-KI-)*-H^)-KI-)'-- 

la  quale  serve  a  calcolare  ìog{a  +  b)  quando  sia  conosciuto  Ioga. 
Allo  i^ tesso  scopo   serve  la  serie   che   ricaviamo  dalla  (2) 
ponendo 

1  +  a?         a^b    .        ,  b 

da  cui  x^ 


1 — a;  a  2a  +  à 

cioè  la 

bg(a+  i)=log a+  2  y±j  +  ^  (^J 

(3) 

che  vale  per  qualunque  valore  |)osi(ivo  4i  a  e  $,  essendo   al- 
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lora  sempre  x<tl,  e  che  À  rapidamente  convergente  se  a  è 
sufficientemente  grande  rispetto  a  b.  In  particolare  per  b=z\j 
abbiamo: 

(4)    log(a+l)  =  Ioga4-2[^  +  ^^^.  +  g^^-f...] 

Facendo  ad  es:  in  questa,  a  =  l,  abbiamo 

log2  =  2[i-  +  l-  -^+-1-^  +  ^^  +  ...] 

serie  di  convergenza  rapidissima,  della  quale  prendendo  uno 
due,  tre...  otto  termini  si  hanno  rispettivamente  i  valori  di 
log  2: 

0,666666666;  0,691358024;  0,693004117;  0,693134759; 
0,693145049;  0,693147075;  0,693147172;  0,693147181. 

Mediante  le  serie  precedenti  si  calcolano  i  logaritmi  dei 
numeri  primi,  e  mediante  questi  i  logaritmi  degli  altri  numeri. 

Per  ottenere  i  logaritmi  in  un  altra  base  qualunque,  p. 
es:   nella    base   10,  basta   moltiplicare   i   logaritmi  neperiani 

pel  numero  M  =  ^ — ry-  (modulo  del  sistema  a  base  10). 

Ciò  rilevasi  subito  dalla  formola 

^  —  lOLogd: 

dove  Log  X  indica  il  logaritmo  volgare  di  x,  col  prendere  i 
logaritmi  neperiani  dei  due  membri,  ottenendo  cosi 

loga?=  Log:r  log  10 

da  cui 

Logx=i  M  logd?. 
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Per  calcolare  M  si  può  procedere  in  diversi  modi.  Ad  est 
ponendo  nella  (3)  a^^S^  6  =  2  si  ottiene 

(5)         ~-  =  IoglO  =  31og2+2[l-H^4-^  +  ...]. 

e  la  serie  del  secondo  membro  è  di  rapidiiàsima  convergenza* 
Si  ptiò  anche  porre  a =4  096=2",  b=i,  a+&=4100i=41,  lO'p 
2a-hè  =  8196  =  4.2049  nella  (3)  attenendo  così 

(6)  log4H21ogl0=121og2+2[.^  +  ^  +  3;5L5, -....], 

ed  az=40=2*A0  nella  (4)  ottenendo 

(7)     log41z=IoglO+21og2f2[^  +  ^-^  +  ^^ 

Moltiplicando  la  (5)  per  10,  la  (7)  per  3  e  sommandole,  e 
sottraendo  la  (6)  moltiplicata  per  3,  otteniamo 

^       1.81  ^  3.81»  ^5.8P^""J 
~^  LaOig ■''  3,2049»  ■*"  6.2048» ^"l' 


Si  trova  così 


-L  =  log  10  =  2,30258  D0929  9404u  68401  79914... 
M=  0,43429  44819  03251  82765  11289... 


r 
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|50«  Sviluppò  di  {ì -\- xf --  Sia  f{z)  =  (\+z)'^,in  numero 
qualunque;  abbiamo 

/^«)(2)zzm(m  — l)(m-2)...(m  — n  +  l)(l+;jr-'*, 
/•<«>(0)r:=m(m— l)(w  — 2)...(m— n  +  l) 

e  perciò  la  serie  del  Mac-Laurin  per  la  funzione  (1+^)***  ri- 
sulta la 

/ix       1  .         ,  w(m  — 1)    ,.    wfTn  — l)(m~2)     . 

(1)       l-fmx^-       12  "^  r23 ^  ^  +... 

=  1 H-  mia?-f  m,a;*4-  ^30;'  +  . . .  +  m^x**  + . . . 

avendo  posto 

mfm— l)...(7n  — n-f  1) 

1  •2.  ..n 

Questa  serie  chiamasi  anche  ^^rte  binomiale.  II  limite 
del  rapporto  d'ogni  suo  termine  al  precedente, quando  T indi- 
ce n  cresce  indefinitamente,  essendo 


Iim  ^.  z=L  lim  4?  =  — *a?, 


la  serie  è  convergente  se  Iar|<I,  non  convergente  se  |a?|>l. 
Dobbiamo  adunque  limitarci  a  considerare  i  soli  valori  di  x 
dell'intervallo  (-1,+  !). 

Sia  — l<a:<l—  Quantunque  la  f{z)  e  tutte  le  succes- 
sive derivate  f^'^Kz)  siano  continue  pei  valori  di  z  dell*  inter- 
vallo (0,0;),  non  possiamo  asserire  che  esista  un  numero  A  del 
quale  esse  tutte  in  valore  assoluto  si  mantengano  minori.  Oc- 
corre adunque  esaminare  il  limite  di  R,». 


r 


sete 

Usando  la  forma  del  resto  di  Cauchy,  abbiamo 

_  (,H-l)(m-2)...(m-n4l)  /izlr^ 

■^  1.2...(n-l)  ^     ^x(i-l-^^;       Vl  +  W 

Ma 

(^-l)(m-2)...(m-n-fl)         _ 
i™  1.2...(n-l)  ^      -"' 

perchè  questo  è  il  limite  del  termine  generale  della  serie  bi- 
nomiaie  convergente,  se  |ir|<l,  che  si  ottiene  dalla  serie  bi- 
nomiale  (1)  cambiando  in  essa  m  in  m  —  1.  Essendo  inoltre 
(Ih-^ì:)"*"^  minore  di  una  certa  quantità  A,  perchè  (1 4- 5ic)"*~* 
è  in  ogni  caso  non  maggiore  di  uno  oppure  non  maggiore  di 

/  1 5  \  *»-» 

{l  +3r}'^~\  ed  inoltre  (  -^ r-  \  <  1 ,  avremo,  comunque  gran- 
de sia  n, 

i«"i  <  r''"r2~."(.-V"""'  '"  I  i""i  '^ 

e  quindi  lim  Rn=0. 

In  conseguenza,  qualunque  sia  m,  e  per   — l<a:<l,   ha 
luogo  lo  sviluppo 

(2)      (l  -ha;)'**  =  1  +  ntyX  +  m^rH  m^^+ . . .  +  m^x''+ . . . 

Restano  da  considerare  i  casi  limiti  /v=zztl, 

A  taltì  scopo  ci  occorre  prima  dimostrare  che  T  espressione 

p  __a(«:*-i)(^  +  2)^^.^«  +  n  — 1) 


W+l)(/3  +  2)...(/3  +  n~l)   ' 
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elove  a,j3  sotio  quantità  qualunque  diverse  da  zero  e  da   un 
numero  intero  negativo,  quando  n  cresce  indefinitamente,  ha 
per  limite  l'infinito  o  zero,  secondochè   a>^  oppure  a</3. 
(Se  a  =  i3,  Pn^=l  per  qualunque  valore  di  n). 
Sia  i3>0  e  a>l3;  osservando  che 

a  _         «  — i3       «4-1  _,  ,    «  — /3 

«+n— 1_  J  ^    «— ^ 


/3-fn— 1~         /3H-n— 1   ' 
abbiamo 

indicando  con  Q  l'insieme  degli  altri  termini,  tutti  positivi, 
che  si  ottengono  eseguendo  la  moltiplicazione  nel  secondo  mem- 
bro della  espressione  di  P^;  cosichè 

p,>i+(.-«(}+^+...+g^,). 


»  1 


—  è  divergente  (n.  132);  quindi  ancora  lim  P^rroo. 


Se  ;3<0,  si  fissi  r  intero  positivo  m  in  guisa  che  j3+mz=:/3'>0, 
si  sapponga  già  n >  m,  e  posto  (x-hm:=zoi\  n--m=^n\  avremo 

p    _  a(g4-l)...(a-fm  — 1)       a'(oL'+\)...{a'-^n—\) 
"""i5(/3+l)...(/3  +  w-l)  '  ib'(/i'+l)...(/b'+n'— 1)' 


i 
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ga  al  crescere  di  n  e  Quindi  di  n'  il  secondo  /attore  del  se- 
condo membro  ha  per  limite  l'infinito  perchè  a'>/5' eiS'>0; 

quindi  anche  lim  P^=:0. 

Se  invece  3c<|3,  osservando  che  r;r  ^^^^  allora  per  limite 

^  n 

tMnSnito,  per  n  crescente   indefinitamente,  perchè   a>/3,  si 
ricava  subito  che  lim  Pn=0. 

n=re» 

CIÒ  premesso,  supponiamo  a;  =  l,La  serie  binomiale  corri- 
spondente è 

m        1  .  ^  >  m(m— 1)  .   m(m  —  ì){m  —  2)  . 

Usando  la  forma  del  resto  dovuta  a  Lagrange,  è 

_   w(m  — l)(m  — 2)...(m— n-f  1)  .,  .  ..«»^ 
^^-  1.2.3..n ^^+'' 

_  ^m(— m-hlX— m-h2)...  (^m-fn-1)  /_!_ V"" 

—^     ^  1.2..n  \l-f5/      ' 

(1    \**-»»  _ 
-:j — T-ì        <1;   inoltre  il   fattore 

~r- ^f  ricavandosi  da  P-   facendo 

a^  —  ?n,  (3^^1,  ha  per  limite  zero  se   — ?w<l;   in    questo 
caso,  cioè  sem>  —  1,  si  ha  lim  R,,  =  0,  e  quindi  vale  lo  svi- 

n=o» 

Inppo  (2). 

Se  »i  —  —  I ,  la  serie  binomiale  (3)  diviene 

l  —  I  +  l—I  +  l-l 
che  è  indeterminata. 


j 
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Se  m<^  —  1,  il  suo  termine  generale 

1.2..n  ~^       ^  1.2..n 

ha  per  limite  l'infinito  al  crescere  di  n,  perchè  si  ottiene  da 
( — l)**  Pn  ponendo  «  =  —  m,  /3zz:l  ed  è  a>/3,  e  quindi  la 
serie  non  può  essere  convergente. 

Supponiamo  ora  x=z  —  1,  Allora  dobbiamo  supporre  m>0, 
perchè  se  m  è  negativo  la  funzione  (l-hz)"^  diventa  infinita 
nel  punto  — l  dell'intervallo  (0,  —  1),  e  per  wzz:0  assume 
in  quel  punto  il  valore  indeterminato  0°. 

Adoperiamo  la  forma  del  resto  dovuta  a  Schlòmilch  e  Ro- 
che (n,  146),  che  per  la  funzione  (l-h;^)"*  è 

K,_x  (1      d)  i.2..(n-l)p  ^^^^^^      • 

Per  x= — 1  e  facendo  p  =  m,  si  ha 

P  _.     ,v^  (m— l)(m  — 2).,.(m  — n-f  1) 
^^-^-^^  1.2... (n-I) 

_      (— m-f  1)(— m4-2)...  (— m-f-n  — 1) 
""  1.2...(n— 1) 

la  quale  espressione  al  crescere  di  n  ha  per  limite  zero,  poi- 
ché si  ottiene  da  — P^  cambiandovi  n  in  n — le  facendo 
a=— m-f  1,  /3=:I,  ed  è  a<i3,  essendo  m>0.  Quindi  per 
w>0  e  xz=, —  1  vale  lo  sviluppo  (2). 

Riassumendo,  vediamo  che: 

Lo  sviluppo  binomiale 

(l-f-a:)*^=  \-\-miX  +  mtX^  +  m^a?+... 
vaie  qualunque  sia  m,  se  —  l<x<l.   Per  x  =  l,  vale  se 


I. 


dsò 

ni>  — 1  e  si  ha  cosi 

Per  xz=. — 1,  vale  se  m>0  e  si  ha 

0  =  1  —  iDi  +  n)|  —  n)j  +  DI4  •  •  • 

E  vale  solo  in  questi  casi. 

È  quasi  superfluo  osservare  che  le  serie  precedenti  dÌTen- 
tano  polinomi  se  m  è  numero  intero  positivo. 

Notiamo  i  seguenti  casi  particolari:  m  =  —  1,  m=— 2, 

m  =  — -n-i  w  =  -5-  ai  quali  corrispondono  gli  sviluppi 


l 


1 
l  +  x 

1 
1 


=  1— a;+x* — «'  +  . 


=  1  —  2<r +3a!'  — éar»  +  5a?*  — . 


1  1.3 


1.3.5 


1/1+^  -  ^  ~  i"  ^  ■*■  ìtì  **  ~  ifo  **  "*■  ' 


valevoli  per  — l<a;<l  e  l'ultimo  anche  per  «=1, 


1.3 


«•^  "2.4,6.8      "^••" 


:a;' 


^^     ^^         2,4.6...2n     *  ^••• 


che  vale  per  —  1  <.t<  1. 


881 
Mediante  la  serie  binomiale  possiamo  sviluppare  anche  la 

potenza  ^w®»*^"»  di  un  binomio  a  +  b,  perchè,  se 


a 


<1,    ab. 


biamo 


(b  \"* 
1-f  — ) 

=«-(.4.,Ì-.»..(|-)'.^(|-)%...) 

Se  fosse    —  >1  si  farebbe  lo  sviluppo  di 
\  a  \  ^^ 

{a^b)^  =  b^(j'h-^y. 

Questa  formola  è  utile  pel  calcolo  delle  radici  dei  numeri  ; 
cosi  ad  es.  abbiamo 


]^={^27  +  4-^y27(l  +  1^)  =3(1  +  -^y 

—  ^[1      _Li__L^^_lV     1-2.5/4  Y 
~    L        à    27       'à.i5\27/  '^'ò.6.9\27/ 

_  1.2.5.7  /  4  Y         1 
3.6.9.12  \27/  ■^•••J' 

i. 

l^eTi  =  1^625-11  =  y62ò(ì  —  ^\ 

-^V'-62ò/    -T""T  625~4T8  V625; 

1.3.7    /Il  Y         "1 
4.8,12  \625/       *••]• 
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Esercizi 
L  Si  dimostri  che  per  —  1<^<1  ha  luogo  lo  sviluppa 
arctga!=» 3* +  "5 7-+'-- 

(Vedi  n.  108). 
2.  Per  qualunque  ralore  finito  di  x,  è 

g^coséa— l+pcosy.g+ '^  ^  2     '^  "^   1  2  3      "*"••• 


dove  o:=t/o'  +  i',  yzzarctg — ,  eoe*  soqo  numeri    qua- 

a 

lunque, 

3.  Per  qualunque  valore  fluito  di  x,  ò 


COS*fl?=   1    —  :j 5  + 


2».a^ 


1.2     1.2.3.4        1.2.3.4.5.6 


•  +  ... 


4.  Se  — 1<*<1  si  ha  Io  sviluppo 

ioga+x)__ 

,_(,4)...(>4.i-)..-(>4.i-.i-), 

+(-ir'(i  +  -|-+T+-+v)'^+- 


(Si  dimostri  che  la  serie  ò  convergente  solo  per  |t|<1,  e  si 
usino  opportunamente  le  forme  del  resto  di  Lagrange  e  Cau- 
chy^  ammettendo,  come  si  vedrà  in  seguito,  che  nx*»  e  n'o?** 
hanno  per  limite  zero  col  cresceee  indefinitamente  di  n  se 

IxKl). 

5.  Se  —  1  <  a?  <  1  si  ha 

6.  Si  dimostri  che  pei  valori  di  x  tali  che  —  1  <  x  <  1  la 
serie 


1    jc»      1.3  a?*     1.3.5  ac» 
^23  ^2.4   5  ^2.4.5  7    ^ 


1.3.5...(2n— 1)  cfi^^ 
"*"       2.4.6...2n      2n+l'^'" 

è  derivabile  termine  a  termine,  e  se  ne  deduca  che  essa   è 
uguale  ad  are  sen  x. 

7.  Si  applichi  lo  stesso  procedimento  per  provare  che,  per 
-l<a;<l,  è 

loerx+l/TT^)-x-i-   "'    ,  l-3a^       1.3.5  tP 


.  ,     ,,„1.3.5...(2n-l)   a:«'H-'    , 
■*"^      '        2.4.6...2n       2n+l"^'"* 
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Serie  del  Taylor  e  del  Mao-Laarln  per  le  funzioni 
di  due  o  iil£i  variabili  indlpetidentl» 

151.  Consideriamo  la  funzione  A^iJ/)  ^  supponiamo  che: 
Sia  continua  [mr  tutti  ì  valori  dì  x^if  tali  che 

(a)    {  ^^<OQ<x^  +  h 

che  le  sue  derivate  parziali  di  primo,  secondo,...  (n— 1)™* 
ordine  siano  continue  per 

e  che  le  derivate  parziali  d'ordine  n**^^  siano  conti Diie 
per  i  valori  d'x,y  soddisfacenti  le  relazioni 


(Jb) 


Poniamo 

f{x,  +  th ,  y,  +  ih)  ^  A*  -  ^)  =  f  (0- 

Attribuendo  a  t  tutti  L  valori  <0  e  >1^  <st,^  prenderanno 
tutti  i  valori  rispettivamente  da  x^  a  ìToH-A,  e  da  ^^  ^  ^o  +  i- 
La  funzione  (^(t)  è  continua  per  questi  valori  di  t.  Infatti, 
dato  <7,  potremo  sempre  assegnar©  un  numero  positivo  J  tale 
che  per  tutti  i  valori  di  \i\<^  sia 


e  ciò  per  la  ipotesi  fatta  circa  la  continuità  della  funzione  f{x,y)^ 
osservando  che  pei  valori  limiti  /mOo  tz=z\  si  dovranno 
considerare  valori  solo  positivi  o  ^olo  negativi  di  e  ;  ma 

f{x^+th^eh,y^^tk'^zk)  —  f{w^^th,y^  +  tk) 

—  y(7  +  e)— 9  (0, 

e  quindi,  per  quei  valori  di  e,  avremo 

l?(<  +  0-?(OI<^ 

cioè  la  9(0  è  contìnua. 

Inoltre,  per  le  ipotesi  fatte  intorno  alle  derivate  della  fun- 
zione f(x,y),  saranno  finite  e  continue  le  derivate 

per  tutti  i  valori  di  /  >0  e  <1,  come  risulta  dai  valori  di 
queste  derivate, che  si  possono  ricavare  da  f{^s[^)  riguardan- 
dola come  una  funzione  composta  di  t  per  mezzo  di  a  e  (ì, 
poiché  abbiamo 


ossia 


Ed  in  modo  analogo 


25 
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ed  in  generale 

(1)  ,ir>^t)  =  2r.^^^§-h-'>k'>, 

do7e 


p=0  ' 


e  per  la  <ìerivata  di  ordine  zero  intendiamo  la  primitiva  stessa. 

Inoltre,  per  le  ipotesi  ammesse  intorno  alle  derivate  di  or- 
dine n  della /"(a? ,  f/),  esiste  anche,  quando  0  <  ^  <  1 ,  la  derivata 
^^esirna  dì  (f  (t)  ed  è  daia  dalla  (1)  facendo  in  essa  r  =  n. 

Poiché  adunque  la  (^(t)  è  continua  per  0<<<1  e  le 

sono  continue  per  0<<<1  e  la  (^^*'\0  è  determinata  per  0<<<1, 
avremo,  per  tutti  i  valori  di  /  positivi  e  <1,  la  formola  (Vedi 

n.   140) 

(2)     o(t)  =  9(0)  -f  //(O)  +  JL  y-(0)  +...  +  j-^l^j  ^^^'KOHRn 
es sondo,  ove  si  usi  la  forma  del  resto  di  Lagrange, 

Rn=j-7^J^?'"'(50.o<5<i. 
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I  coefficienti  ^•''■'(O)  di  questo  sviluppo  si  ricavano  dalla  for- 
mola  (1)  ponendovi  /=:0;  ma,  prima  di  far  ciò,  osserviamo  che 

3A^.<5)_3A«./3)   3^  ^3/-(«.i5) 

e  quindi  ancora 

3y(a.i3)^  3     /3£(«J5)\   aa  ^  3V(«  .  jS) 
Jxo*  Da    \      dx      /  3Xt  ì** 

oy(«.iS)_  g  /OA«.m  0|3  _rr{»,fi) 
?y(«,/5)      a  /y(a./5)\  a^ __ a'Aa.r^) 

Dy„'  0,5   \     0,3     /  0^0  ~      0(3* 

e  cosi  di  seguito,  e  in  generale 


ay(a„3)  ^  07(^.r3) 


Avremo  quindi 


e  perciò,  indicando  semplicemente  con  /*  la /*(a?o , ^o)»  otterremo 


^"■'(0)rr£ 

p=0 


'^^aiCo'^Oyo'' 
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od  anchOf  simbollcamento, 

attribuendo  al  secondo   membro   il   significato   attribuito  alla 
espressione  simbolica  analoga  nel  n*  116. 
La  formala  (2)  diventa  perciò 


essendo 


Ponendo  ora  /=1  od  osservando  che 


otteniamo 
(3) 


essendo 


J 


che  è  la  forinola  del  Taylor  relativa  al  caso  di  una  funzione 
di  due  variabili  indipendenti  x,t/,  e  per  stabilire  la  quale  ba- 
sta che  la  funzione  f(x ,  y)  e  le  sue  derivate  soddisfacciano 
alle  condizioni  (a),  (b),  (e). 

Se  poi  le  condizioni   {a\[b)  verranno  ad  essere  soddisfatte 
per  quanto  grande  sia  n,  ed  inoltre  lira  R„=:0,  allora  avre- 

mo,  in  serie  convergente, 

ru.+  *.y.+4)=/-+(,^/+,^*) 

1  .  2  Xdx^        dtjo     J         1.2.3  \0xo        Oyo     / 

Ponendo  ora  /ro=0,  //o  =  0  e  poi  cambiando  h  in  x,  k  in  ?/, 
le  condizioni  (a),  (ft),  [e)  diventano  le  seguenti: 


ra)L 


La  funzione   f{u,i^)ìi   continua   pei    valori   di   u ,v 
tali  che 

0<  t*<x 

Q<v<y\ 

le  derivate  parziali  di   primo,  secondo,  ...(n— 1)""°  or- 
dine sono  continue  per 


(*)i 


0  <  w  <  0? 
i)<v<y; 

le. derivate  parziali  di  ordine  n  sono  continue  per 
{c\   {  0<u<x 

0<v<y. 
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E  quando  queste  condizioni  sono  veriScate,  indicando  con 

~  .  ~  .  -^—.^^^  le  derivate  parziali   della  A^%y)  per  ' 

^:ziO,  //  =  0,   avremo   dalla   formola   (3)   cambiando  h,  k  iti 

m,y  B  ponendo  x^  =  0,  yo^O  i 

essendo 

1 

-T—~rT^\r  intendiamo  la  derivata  corrispondeole 

presa  nel  punto  {Ow,  dy).  I 

La  formola  precedente  è  lo  sviluppo  dei  Mac-Laurm  per 

le  funzioni  di  due  variahiH  itidipeiulenti. 

Se  poi  le  coudizionì  (a)t,  [ò)i  vengono  soddisfatta  per  quanto 

grande  sia  n  ed  inoltre  lim  R„:=;Op  allora  si   ha  lo   sviluppo 

in  serie  del  Mac-Laurm 

Per  le  funzioni  di  tre  o  più  variabili  indipendenti  si  ado- 
pera un  procedimento  analogo  a  questo  tenuto  ora  per  le  fun- 
zioni di  due  sole  variabili  Indipendenti  e  si  perviene  cosi  alle 
formole  : 
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^1.2  W.   '     »*,  •'»  +  •••+  Da;„  •*•»/    ^•••' 

le  quali  valgono  se  la  funzione  /'(x,,T,...a;n)  soddisfa  a  delle 
condizioni  analoghe  a  quelle  per  la  funzione  f(.r,i/)  che  ab- 
biamo precedentemente  considerata. 
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TI.  Applicazioni  analciie  M  calcolo  lifferensale. 


Determinazione  dei  limiti  di  funzioni  che  per.  taIotI 
particolari  della  Tariabile  si  presentano  sotto  for- 
ma indeterminata. 

152.  Supponiamo  che  le  due  funzioni  /{x),<f{x)  siano  con- 
tinue e  si  annullino  entrambe  per  x  =  Xq, 

Allora  il  rapporto  ^^^r  P^r  rcnr rco si  presenta  sotto  la  fórma 

priva  di  significato  -jr-;  però  si  potrà  benissimo  ricercare  il 

limite  del  detto  rapporto  quando  x  convergè  verso  Xq  o,  ciò 

che  è  lo  stesso,  del  rapporto  -j—^ — ~  quando    h  conyerge  a 

zero  per  valori  positivi  o  per  valori  negativi  o  per  valori  po- 
sitivi e  negativi. 

Ci  proponiamo  ora  di  dare  un  metodo  per  mezzo  del  quale 
si  possa  in  molti  casi  arrivare  alla  determinazione  di  detto 
limite. 

Noi  supponiamo  ora  di  più  che  esista  un  certo  numero  £ 
tale  che  in  tutto  l'intorno  (xo  ,Xo+e)  o  {xq — z ,  Xq)  o  {XqS  ,  a;  4-  Oi 
secondo  si  ricerca  il  limite  per  xi=iPo4-0  o  per  xzzzXq  —  0 
o  per  rr=Xo,  le  funzioni /(j?),  (f (a;)  siano  continue  e  la  seconda 
sia  sempre  diversa  da  zero  escluso  il  punto  Xq  dove  abbiamo 
già  supposto  si  annulli.  Inoltre  supponiamo  che  siano  deter- 
minate le  derivate  f\x),(f\x)^ei  punti  interni  a  tale  intonìo 
e  (f'(x)  sia  diversa  da  zero,  il  punto  Wq  escluso. 

Allora  se  A'<£*  avremo  (Vedi  n.  73) 


m 


Ora  se  k  determinato  (finito  o  infinito)  il  iimite  per  h  con< 
vergente  a  zero  della  frazione  -  .;' " — ~~,  avremo  altresì 

j  I  ni ^ r^  1 1  m  ' 


ed  ia  conseguenza 


m 


Se  poi  la  frazione  --},  ^  non  avrà  tin  limite  de  termi - 

nato,  non  potremo  concludere  che  anche  ~~ — ~-  non  ab- 

bia  un  limite  determinato,  perchè  qui  la  variabile  h  converge 
a  zero  passando  pei  soli  punti  del  gruppo  Oh  (dove  varia  an- 
che ^,  in  generale,  al  variare  dt  fi),  ed  allora  occarrerA  tenere 
un  metodo  diverso  da  quello  espresso  dalla  formola  (1)  per  la 
tletarni inazione  del  limite  che  cerchiamo. 

Ma  se  le  funzioni  f'{x),'f'(x)  sano   <?ontinue  nel   punto  Tq 
e  tf'(av)  è  finito  e  diverso  da  zero,  allora  avremo 


^==f> 


e  quindi  in  virtù  della  (l) 


t^m^  ^f(-r)        H^ù  ^^(a^o+  h)     yi^o) 


Se  ^,'(a?o)=0  e  f\Xa)  non  è  zero,  allora 

lim^r-T  :=  lim  '  ,         ^;-=:lim   ■    ,; 7^  =  dr  oo 
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Se   f\a:o)=z(),    (j>'(iro)  =  0,    cosichè  il   rapporto  ^p^  si 

presenti  sotto  la  forma    rr—,   allora   si   cercherà  di   applicare 

per  la  determinazion  e  del  limite  di  ^7-^ — r;  lo  stesso  processo, 

che  riduce  tale  ricerca  a  quella  del  limite  del   rapporto  delle 

derivate  seconde,  cioè  si  cercherà  il  limite  di  '  ,„  ^ — r-^ ,  e 

?  (^0  +  ^1  A) 

ciò  nella  ipotesi  che  le  f\(Xi),^\x)^f'\Q^^'^^''(x)  soddisfacciano 

a  quelle  condizioni,  analoghe  rispettivamente  a  quelle  ammesse 

per  le  f[x)  ,  ^{x)  ,  9'(^),9'(x),  per  le  quali  si  possa  stabilire 

la  formola 

Supponendo  poi  le  f'{x),  9^' (a;)  continue  nel  punto  a^. 
abbiamo  allora 

lim   A^o-^A)^r^W 
h=o     9(0:0+ A)  ?''(aCo) 

ammesso  che  il  rapporto  ' ,,)  \    abbia  un  significato.  Se  poi 

ciò  non  avvenisse  allora  si  potrebbe  applicare  ancora  alla  ri- 

cerca  del  limite  di   ' ,/,  ° — 77-  lo   stesso  metodo,  e    cosi  di 
9  '(iCo  +  A) 

seguito. 

Da  tutto  ciò  si  raccoglie  la  regola  seguente,  conosciuta  anche 
col  nome  di  regola  di  V  Hospital  (n.  Parigi  1661  —  m.  Pa- 
rigi 1704): 

Se  le  f(x),  <f(x)  si  annullano  per  x=Xo^  sono  continue 
in  un  intorno  del  punto  Xq  insieme  a  quelle  loro  derivate 
successive  che  occorrerà  considerare,  r  ultima  delle  quali 
basta  sia  solo  continua  nel  punto  Xo,  il  limite  per  x=:Xq  del 
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rapporto  -^4  è  uguale  al  valore  per  x  =  Xo,  o  al  limite  per 
x  =  Xo,  del  primo  dei  rapporti 

/(x)  '  ?"(x)'  (J.-V)'"" 

del  quale  il  numeratore  e  denominatore  non  si  annullano 
entrambi  por  x  =  Xo. 

Illustriamo  la  teoria  ora  esposta  con  degli 


Esempi 


1)  Limite  di  -^  per  x=0. 

Abbiamo  f(x)=:tgx,  (f[x)z=ix. 

In  questo  esempio  come  nei  seguenti  le  funzioni  f[x),  (^(.t) 
soddisfanno  alle  condizioni  precedentemente  richieste  per  quelle 

funzioni.  Ora  f[x)—:  1  f  tg'x,  (^\x)-=  1  :  quindi  ^ ;  l  =  1,   ed 

in  conseguenza  (Conf.  n.  35) 

lim  -^— =  1. 


6*— — g 

2)    Limite   di   — — rr  perinei. 

Abbiamo      ,,  [  nze^;  quindi 
9(rr) 


,.      e*  — e 

lim  r-  =ze. 

«=1  0?  —  1 


ox  T  •    •*     r   e*  — e-*— 2sena:  ^ 

3)  Limite  di   per  a:  =  0. 

X  —  seno?  '^ 


j 
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Abbiamo 


perciò 


^'{x}  ~        ì— cosa?         '    <f\0)  ^  U  ' 


e^  —  e~^  —  2  sen  x        . 
lira zr  4. 


4}   Lini   rJi    -^ per  A;^0. 

Abbiamo 

n^)^  {ì  ^-ig' bx)h~b      rjO)  „  0  , 

f'Xx)  _  bHsbx{\^ig'bx)    rm  _  _o 

possiamo  esimerci  dal  calcolare  il  rapporto  delle  derivate  tene 

osserviindo  che 

e  perciò 

,.      tffij:  —  ^j.'T         b^ 
hm  r^^^- =  —  , 

5)  Lira,  di       '_iYn  P^*'  ^~1,  quando  w>0. 


< 


m 


Abbiamo 


1^ 

^\x)       m{x  - 1  )  '^^       mx{x  —  1  )  "*-'  ' 


quindi 

liM  ; — ^r:;s=  1  se  miz:!, 
«:=!  (a?— ir 

lim  -l2&f-=  0  sem<l. 

153.  Supponiamo  ora  che  al  crescere  indefinito  di  x,  per 
valori  positivi  o  negativi,  o  in  qualunque  modo,  f[x)  e  (f(x) 
convergano  verso  zero,  in  guisa  che  il  quoziente  dei  limiti  di 
A^)»  9(3^)  quando  x  cresce  indefinitamente  si   presenti   sotto 

la  forma  indeterminata  -tt.  Noi  ci  proponiamo  di  calcolare   il 
limite  di  ^^-^.  Ponendo  a?  =  —  avremo 


^zz:lim 


/(i) 


lim  --—  _  *x.«  ■     ,  ,    . 

Se  supponiamo  che  pei  valori  di  x  al  di  là  di  un  corto 
numero,  oltre  ad  essere  continue  le  funzioni  fix),  '^{x),  le  de- 
rivate f'{x)  %'[x)  sieno   determinate   e  la  ^(ir)  sia   diversa  da 

zero,  lo  stesso  accadrà  per  le  funzioni  fi — \  ,  ^i  —  Ve  per 


le  loro  derivate  rapporto  3k  z, ~  fl'T'  )- r  r\^r) 

nei  punti  di  un  certo  intorno  del  punto  zero   (il  punto  zero 

Kt), 


escluso)  e  potremo  perciò  applicare  alla  frazione 


<t) 


regola  stabilita  nel  numero  precedente^  cercando  cioè  il  limite 
del  rapporto  delle  derivate 


Mi)  £lz) 


quando  z  converge  a  zero»  cioè  quello  di  S^  quando  x  con- 
verge all'infinito. 

Si  osservi  però  che  se  f'{x),'/(x)  hanno  limite  determinato 
per  a;=±:oo,  questo  dovrà  essere  zero.  Infatti  se  il  limite  di 
f\a;)  non  fosse  zero,  esisterebbe  un  certo  valore  a  di  x  a  par* 
tire  dal  quale,  per  valori  maggiori  numericamente  di  se,  f\x) 
si  manterrebbe  numericamente  maggiore  di  una  certa  quantità 
positiva  A  e  dalla  formola 

r{x) = f(a)  ^{x^a)  /"(a+  5(x  -  a)  ), 

valevole  per  valori  comunque  grandi  numericamente  di  a;,  ri- 
sulterebbe che  il  limite  di  f{x)  dovrebbe  essere  infinito  per  x 
crescente  indefinitamente. 

Perciò      ,,  l  si  presenterà,  al  limite,  sotto  la  forma  -r— .  Ma 
f\x)   .  0 

potrà  però  avvenire  che  speciali  riduzioni  prima  di  passare  al 

limite  facciano  perdere  alla  frazione  precedente  quella  forma 

indeterminata,   oppure  che  il  calcolo  del  suo   limita,  o  quello^ 


PW^I .'■-■:','■"  ■-  -;  ■    ' 
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..  fi'')     /""(«)  •         •    ..    •,     j. 

ove  occorra,  dei  rapporti  '^„;J^  ,  \,ii, ,^^  »  •  •  •  sia  più  facile  di 


quello  di  ^. 


9"(ar)  '  9'"  (a?) 


Esempi 


log(l+l) 
1)  Lina ^ quando  x  cresce  per  valori  positivi. 


-g are  tg  X 


Abbiamo 


X     1 


1        a? 


l  +  o;* 


±11 

1  +  -L 

X 


e  perciò 


log(l^l-) 

lira zz:  1. 

-^ arctga? 

2)  Lira  ^^ = — ,  (w,  m  positivi). 

Abbiamo 


m 


• 

1  + 

1 

zz 

m 
n 

rj^n-m 

1  + 

1 

X" 

n 

1 

1  + 

1 

> 

a;nr*-i 

1  + 

1 
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quindi 


log  (l  +  ~) 

lim ^ r-(^  =00  se  n>mt 

lim — —  ^0  i^e  ti  <  m, 

"■iog(,+±) 


3)  Lim  — ^— —  ,  m>0. 


Abbiamo 


?(a;) 


l  +  o;' 


quindi  il  limite  richiesto  è  0  sb  m>l,  è  l'unità  se  m  =  l»  è 
00  se  m<l. 

154.  Supponiamo  ora  che  per  o^^^cCq  le  due  funzioni /'(x), 
c(x)  divengano  infinite,  cosichò  il  quoziente  dei  limiti,  per  arzrx,^ 

di  f(x)  ,  9(a?)  si  presenti  sotto  la  forma  indeterminata  -^,  Noi 

supponiamo  che  queste  funzioni  soddisfacciano  del  resto  alle  con- 
dizioni poste  in  principio  del  numero  152,coIl%  differenza  che  qui 
le  due  funzioni,  anziché  annullarsi,  diventano  infinite  per  wzrzr^ 
intendendo  con  questo  che  in  ogni  punto  di  im  certo  intorno  del 
punto  a?o  esse  hanno  valore  finito  e  por  la  ^(x)  diverso  da  zero, 
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e  che  i  loro  valori  diventano,  in  un  certo  intorno  del  punto  x^, 
numericamente  maggiori  di  qualunque    numero    positivo    asse- 
gnato. 

Dico  allora  che  alla  ricerca  del  limite  di    — —    possiamo 

anche  qui  sostituire  quella  del  limite  di  -^-^,  quando  quest'ul- 

r  W 

fUx) 
timo  esiste.  Dimostriamo   infatti  che,  se     ,^      ha  un  limite,  fi- 

f(x) 
nito  o  infinito,  lo  stesso  limite  ha  pure  — — -, 

fix) 
Supponiamo  che  si  cerchi  il  limite  di  '-^ —    per   x  =  jCo  -I  0 , 

e  che  sia  lim      ,       zzrA,  e  quindi  -^77 — -  =  / -t  dx).   Dato    il 

numero  a,  arbitrariamente  piccolo  e  positivo,  sia  a  tal  uumei'o 
che,  pei  valori  di  x  soddisfacenti  alla  Xf^<^x<a^  risulti 


h*(x):< 


1  -f  7-f  |/i 
Osserviamo  che 

essendo  Xo<j:<.r^<a.  Ma,  poiché  r^  ^  ;  tt  hanno    ppr    li 


mite  zero  per  .r=  ''o  ^0,  avremo  --—mi  -f  'j(r),  o  pò- 

tremo  determinare  un  numero  é,  che    potremo   prendere    <<7, 

26 
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tale  che  per  XQ<:i3&<b  sia  |^(a!)|<-j tt- 

mola  (1)  ci  da 


(2) 


f{x)_i-\-i(j-i) 

&(x)  —1  +  0(0:)' 


Costché  la  for> 


e  possiamo  asserire  che  esiste  un  intorno  alla  destra  de!  ponto 
To,  per  tutti  i  puuti  x  del   quale,  ar»  escluso,    |i(a?,)|  e   \'ì{r)\ 

sono  < -| rj7-,  e  noi  supponiamo  cho   i  valori   di  x  che 

compariscono  nella  (2)  appartengano  a  questo  intorno. 
Abbiamo  quindi,  poi  punti  di  questo  iutoruu. 


n-r) 


■i^ì 


-      n  +  ^{x}\       -        ì-\o[r)\ 


cioè 


l  +  ^+KI 


(l  +  UI) 


1 


l+<i+KI 


/■(x) 


?W 


<<^, 


che  ci  dtce  appunto  che  lim    ^  )  !  =^L 

Si  intende  poi  subito  che  se  lìm  —~-  ^  L  o  Um  ~~  =  A 
si  dimostra  allo  stesso  modo  che 


Iim4^r=/,     n    limi^  =  /. 
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Con  un   procedimento  analogo  8i   proverebbe   poi   che,  se 

bna  '  ,    -^  ±  OD,   tì    pure   hm  -~---'±cc 

Qui  valgono  considerazioni  analoj^he  a  quelle  svolte,  prima 
degli  esempi,  al  n.  153,  giacché,  se  per  x^Tq  una  funzione 
f\x}  diviene  infinita,  la  sua  ilerivata  non  può  avere  un  limite 
diverso  dall'  infinito,  come  sì  ricava  dalla  forinola 


dove  X  e  compreso  tra  oe^  e  x^,  e  Xi  indica  un  numero  vicino 
ad  Tq  quanto  occorre  perchè  essa  abbia  luogo,  facendo  conver- 
gere X  verso  x^j  perchè  se  f\x)s\  mantenesse  minore  nume- 
ricamente di  un  certo  numero  A,  f[x)  non  potrebbe  crescere 
indefinitamente  quando  z  converge  ad  z^. 

Seguendo  poi  un  metodo   analogo  a   quello   tejjuto  nel  nu- 

mero  lòl  si  dimostra  che  alla  ricerca  del  limito  dì         -> ,  se, 

per  X  crescente  indetìtiitamente  in  un  certo  mo^Io  qualunque, 
i  due  termini  di  questa   frazione   crescono    indefinitamente,  si 

r(x) 
può  sostituire  quella  del  limite  di  ——:;-  per  a?  crescente  inde- 
finitamente nel  modo  indicato. 


A^) 


Esempi 

eot  3S 

1)  Limite  di  . per  x^^-Q.  Abbiamo 

'  log  X  * 


1 


f\x)  _^       sen*  X  X 

"  1  senx    sen  x  ' 


V'(^) 


ma 
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quindi 


cotx 
lim   — —  ^  —  oc  . 


o\  T  *      Iog(ar  — a) 

^)  Lnu  ■  -.-■ —   per  a?=ra. 


Abbiamo 


ora    qui    troviamo    che    per   x=:a   l'ultimo   rapporto  si   pre- 
senta sotto  la  forma  — -.  Ma,  come  risulta  subito  applicando  la 


regola  del  numero  152, 


quiudi 


£*^  —  C^ 

lijn  -: =lìm  ^^  =  c"; 

a^a   X  —  ti 


,.    r'(.r)    , 

^""^777  =  ^ 


ed  m  consegueuza 


Iim  .  - ^   ^      ■    -  ^:  It 


*ó)  Liiriuc  dì  -~^  quando  x  cresce  indefinitamente  ed  m>0. 
Abbiamo 


quindi 


lin,if^  =  0.       (m>0). 


^m      X' 


4)  Lim  — ;jp,  {m  positivo,  fl>l). 


Abbiamo,  se  m  è  intero, 

f(x)  _  alloga      /^''(jg)  _      a'^(loRfl)* 


fi^^(a:)  _     addogo)*' 


quindi 


lim  -—  =  00  < 


Se  m  DOD  è  ìatiero»  sia  n  il  primo  intiero  maggiore  di  m; 
allora 

f^'^Kx) alloga)" 

j<«J(iP)       m(w— 1) (m— n-hl>'"-'* 

~m(m— l),.,(m  +  n+l)* 

espressione  che  ha  per  lìmite  T  infinito  al  crescere  di  x. 

In  ogni  caso  adunque,  se  a>  1,  lim  — ^  z=  oo  ^    qualunque 

sia  il  numero  positivo  m. 

155-  I  casi  nei  quali   per  x'=.x^  o  per  mzzL±:m  una  fun- 
zione si  riduce  ad  una  delle  forme  indeterminate 

0,00   ,    00*   ,   0^    ,    r    ,    «,-00, 

sì  riducono  a  quelli  testé  considerati. 


Infatti,  qiian(ìo  il  prodotto  /'(a?)  •  9(5:)  dì  due  funzioni  si 
riduce,  per  un  certo  valore  di  x,  alla  forma  0  ,  00  »  in  quanto  uua 
di  esse  ha  per  limite  zero  e  T  altra  T  infinito,  basta  osservare 
che 

6  le  espressioni  nei  secondi  membri  sì  presentano  sotto  la  for- 
ma-37-  0  ^,  e  di  esse,  G  quindi   del  prodotto  /"(x) .  ìf-(x),  si 

calcola  il  limite  colle  regole  precedenti. 
Per  calcolare  il  lìmite  della  espressione 

fifa?) 

u=[r(x)f 

che   si   suppone    ridursi   ad   una   delle   forme   indeterminate 
00** ,  0"* ,  1*,  basterà  calcolare  il  limite  del  log«,  il  quale  ìogu 
ÈÌ  presenta  allora  sotto  la  forma  0*oo»  e  poi  ripassare  dai 
logaritmi  ai  numeri  per  avere  il  limite  di  u. 
Per  calcolare  poi  il  limite  di 

quando  /(x) ,  f:^x)  diventano  entrambe   infinite  dello  stesso  se- 
gno per  un  certo  valore  dì  x^  osservando  che 


/•(x)-^(,)=l(fL_ 


n^) 


r{x)^{x) 


e  che  il  secondo  membro  si  presenta  sotto  la  forma  -^i  baste- 


I 


Mtt 

rà  calcolare  colle  regole  precedenti  il  limite  della  espressione 

_j 1__ 

1  ■ 


Esempi 

1)  Lìmite  di  (jr  —  2;r)tgJi?  per  j;^— ,  (Forma   indetermina- 
ta 0  .  go  ). 

Abbiamo 


lim  (rr  —  2cc)  tgx  =  lìm  — — 


rrlim  = — --z — =rlim — = z=2, 

_  1  +  ^g^  JL  +  1 


2)  Limite  di  w^ìogx,  quando  n>0,  per  xz^-^0.  (For.   ind. 
Abbiamo 


1 


lim  ar"logiF  =  lim— ^  :=  lini  — —  =  lim  - — - 


K=+0 


noF* 


nx' 


n 


3)  Limite  di  sen  — .  iog(a  +  ie^)  per  x^=oo,  (ForJnd.  0*oo  ). 
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Abbiamo 


lini  S6Q  — ,  log(a+^g^)  =  lim  ■         , — —^ 


e 

sen  — 

X 


&e- 

a 

+  ée^ 

€ 

cos^ — 

X 

sen 


e 


=:  lim =  lim  } ;--;  "^ — ~ 

la  +  èe""       €  e 
or  oc  \ 

sen*  — 


[ 1   ~       >  ^  c> 

+  &\    — ^   /    cos  — V 

4)  Lim  a!"*a^,  se  a<l  e  m>0.  (For.  ind.  oo.O), 


ai** 


Paniamo  f{x)^zw"^,  &(a?}==a''^,  cosichè  £F«a*'  =  — ^-  = 
^Y^*  Allora,  se  w  è  intero, 

^(rn  J  ^^ J    —    ^_  l  jm  ^-x  ^J^g  ^Jm 

e  quindi  lim  ^"^a'^rz-O. 

Se  w  non  è  intero,  indicando  con  n  il  primo  intero  mag- 
giore di  m,  è 


m(?>t — 1)  >  ■  (m  —  n  +  1  )a^ 


e  quindi  ancora  lim  ^"»a'^  =  0. 
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In  particolare  abbiamo,  sé  «<  I,  lim  nx'*^0,  lim  n"  j?'*=0. 

(Vedi  N-  150>  esercizio  4.) 

5)  Limite  di  u  =  a?«  per  a?— oo*  (For,  ind.   oo*") 

Abbiamo  logt*:z=  —Ioga?,  e 

,.     Ioga?       ,<       I        ^ 

at=ùi      X  ^ 

in  conseguenza,  poiché  lim  ìoguzizO,  arremo 
lim  tinrlìmo?  «  :=1. 


6)  Limite  di  w^a?"  per  x=^0,  (For.  ind,  0^, 
Abbiamo 


lim  log«=  lim  (x  Ioga;)  =  0 


e  quindi 


lim  a?*  =  l, 

«=0 


7)  Limite  di  u—{2^^y  per  a:  =  ^.(For.  ind.  I") 


Ayremo 


lim  lagt#=:lìm  f  tgfl?Jogf2^ — —  \\ 


^  lim 


1 


«IO 

TT  IT 

2——  Q_2^ 

=  lim  _  ,^-,-  :=  lim 


2 1  =6^^ 


8)  Limite  di  j ^ZTì   P®*"  ^  =  1-  (For,  ind.  oq  — oc)* 

Abbiamo 

lim  (^ L-^l  =  lim  ^r-Jjzl^K^ 

«=1  Moga?        a?  —  ]/  (x— l)Iogx 

=3  lim ; = mlim =  —  . 

a;  —  I-fiì7]ogx  l  +  l  +  loga^  2 

9)  Limite  di  -^^ ^^— j-  per  a?— 0,  (Foi\  ind.  oo  —  w). 


Abbiamo 


£C=0 


=  "ra  -^^ — ; z  =  lim —  ~- 


Esercizi 


1  T-  ^^ — ^** 

1-  Lim  T — ; =  a**, 

«;=«    Ioga'*—  bga?" 


lim  — — =  0. 

cc=o  e^  —  e""^  —  2sen^ 


3. 


4it 


^.    igaco'^ax        a* 
«^    2a?igax         6 


4. 


Lim =  1. 

«so  ic  —  sen  ic 


5. 


..      a*  sen  OiT—ft*  sen  &Jr      « — b 
«=0  ^*senflr:t:  —  A^senAa:      g  —  h 


^  ,.        sen  (a -f- è)  sen  (a -fa?)  —  sen&seno; 

6.  Lim      — ^^ ' — r^ r-^ — r =i:sena. 

sen(tt  +  J — x) 


a?* — X 


Lim  -  , 

«=i   1— a?+loga? 


—  2. 


8. 


9 


Lì™  J£5i^+S- =  ^ 


10. 


Lim(l— a?)tg^  =  — . 


«=i 


11. 


Lim  a*e*  =  oo. 


12. 


Lim  (cos  ?na?)  «^  zz  1. 


13. 
14. 


Lim  (1  +  m:t)  «  =r  e**^ 


Lim  ar*^«  <*•»•*>  =  1. 
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15. 


Liraac*  =  1. 


16.  Uratga;"'*=:l. 


17.  Lim 


19. 

SO. 
81 

22. 


af=a 


wo"^" 

»          n  —  m 

55«_(,« 

ar~a''~    2ar  ' 

Ì8-  Lim  ( cotùDJzr:  0. 


,,     X  —  are  sen  fl! 

Lim = =  — 

1 

6  • 

^,^l-cos(sena;)_j 

ar=o       1 — cosa; 

Lim  (sen  a;)'8*z=l. 


, .    ^ — sea  X — cos  x 

Lim'- = =  . 

^__i        logsensx 


1 


23.  Lim  (tg  *')'="«=  1. 


24. 
25. 

26. 


Lira  (1  + a?)  a:<   z=e. 

- .    /  sen  a?  \  J-      _ 
Lini  I )«^  =:!, 
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7. 

,.      (a-fa?)*  — a*          1 
Lim z =  -^- 

a?  +  x*sen  — 

8. 

Lim ZZI  1 . 

«=0      iP+senx 
Il  limite  del  rapporto  delle  derivate  non  esìste. 


cs€\            »•     a;  4- sena;       , 
29.  Lim =  1. 

»=•  a;-f  cosjr 


Idem. 


Massimi  e  minimi 
delle  funsioni  di  atta  variabile  indipendente. 

156.  Sia  f(x)  funzione  delia  variabile  x  in  un  intervallo 
finito  0  infinito  (c,ft).  Prenderemo  in  considerazione,  in  ciò 
che  segue,  i  punti  interni  air  intervallo  e  supporremo  che  la 
f{x)  non  sia  costante  neppure  in  piccolissimi  intervalli  o  tratti 
appartenenti  all'intervallo  (c,ft), 

La  funzione  t\x)  si  dice  che  ha  un  valor  massi?no  o  un 
massimo  f(a)  nel  punto  a  dell' intervallo,  quando  esiste  un  in- 
torno di  a,  nel  quale  i  valori  di  f{x)  nei  punti  diversi  da  a 
non  sono  mai  superiori  al  valore  f(a)  di  f{x)  nel  punto  a,  po- 
tendo però  in  alcuni  punti  x,  ma  non  in  tutti,  essere  f{x)z=:f{a)\ 
e  si  dice  che  la  funzione  f{x)  ha  un  valor  minimo  o  un  m?- 
nimo  f{a)  nel  punto  a,  quando  esiste  un  intorno  di  a,  nel  quale 
i  valori  di  f{x)  nei  punti  diversi  da  a  non  sono  mai  inferiori 
a  f{a),  potendo  però  in  alcuni  punti  a?,  ma  non  in  tutti,  es- 
sere f{x)=-t{o). 

Da  questa  definizione  risulta  che  unji  funzione  potrà,  in  un 
dato  intervallo,  avere  uno  o  più  massimi,  uno  o  più  minimi;  e 
quando  essa  avrà  più  massimi  e  più  minimi  potrà  avvenire  che 


m 

lì  valore  che  ha  in  uà  punto  cui  corrisponde  un  massimo  sia 
uguale  od  anche  minore  del  valore  che  essa  ha  in  un  punto 
cui  corrisponde  un  minimo,  e  ciò  perchè  T avere  la  funzione  Ìq 
un  certo  punto  un  valore  massimo  o  minimo  dipende  dal  valore 
che  la  funzione  ha  in  quel  punto  lu  relazione  coi  valori  che 
essa  ha  nei  soli  punti  appartenenti  ad  un  certo  intorno  di  emù, 
e  non  in  relazione  coi  valori  che  la  funzione  lia  negli  altri  punti 
del  r  intervallo. 

Ci  proponiamo  ora  di  ricercare  i  valori  della  variabile  ai 
quali  corrispondono  per  la  funzione  i  valori  massimi  e  minirai. 

Secondo  la  data  definizione,  a  è  un  punto  cui  corrisponde 
per  la  f(x)  un  valore  massimo, o^  più  brevemente  detto,  un  punto 
di  massimo,  quando  esiste  un  numero  -:  positivo  tale  che,  es- 
sendo h  positivo  <i,  sia 

fi)  f(a±h)^f(a)<0; 

«  è  un  punto  tli  minimo  quanrlo 
(2)  r{a±h)^r(a)>0, 

senza  che  però,  tanto  nel  primo  quanto  nel  secondo    ca^,  sta 
sempre  per  quei  valori  di  h. 

Quindi  i  due  rapporti  incrementali 

/Xa^h)-^na)     f{a-h)-'f(a) 
h  '  -h 

per  questi  valori  di  h,  hanno  ciascuno  lo  stesso  segno  o  sono 
nulli,  senza  però  essere  sempre  nulli,  ed  il  segno  dell'uno  h 

opposto  a  quello  delT altro. 

Ed  inversamente,  se  por  x^a  esiste  un  numero  positivo  r 
tale,  che  per  h<L  i  rapporti  incrementali  destro  e  sinistro  soddi- 
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sfacciano  alle  precedenti  condizioni,  il  punto  a  sarà  un  punto  di 
massimo  o  di  minimo  per  la  f{jr),  perchè  allora  sono  verificate 
le  (1)  0  le  (2);  e  sarà  un  punto  di  massimo  quando  il  rapporto 
incrementale  destro,  ove  non  sia  nullo,  sia  sempre  negativo  ed 
in  conseguenza  il  sinistro,  ove  non  sia  nullo,  positivo;  sarà 
un  punto  di  minimo  nel  caso  contrario.  Da  ciò  che  precede 
risulta  che  i  soli  punti  di  massimo  o  di  minimo  per  la  fun- 
zione f{x)  sono  quelli  pei  quali  i  rapporti  incrementali  destro 
e  sinistro,  ove  non  siano  zero,  finiscono  per  avere  ciascuno  lo 
stesso  segno  e  il  segno  dell'uno  è  opposto  a  quello  dell'altro; 
cosichè  per  scoprire  i  punti  di  massimo  o  di  mìnimo  si  ha  una 
regola  fondata  sulla  osservazione  dei  rapporti  incrementali. 
Questa  regola  vale  qualunque  sia  la  funzione  finita  /(a?). 

157.  Ma  a  questa  regola  si  può  sostituirne  un  altra,  di  più 
agevole  applicazione,  per  le  funzioni  che  nel  dato  intervallo, 
oltre -ad  essere  finite,  sono  anche  continue  ed  ammettono  gene- 
ralmente una  derivata  determinata  (finita,  o  infinita  ma  deter- 
minata di  segno),  cioè  ammettono  una  tal  derivata  per  tutti  i 
punti  deir  intervallo,  eccettuato  al  più  un  numero  finito  di 
punti,  nei  quali  la  derivata  possa  non  esistere  o  essere  infinita 
e  indeterminata  di  segno.  Per  queste  funzioni  si  scorge  imme- 
diatamente che,  un  punto  nel  quale  la  derivata  è  determinata 
non  potrà  essere  punto  di  massimo  o  di  minimo  se  la  derivata 
non  è  zero,  perchè  la  derivata  essendo  il  limite  comune  dei  due 
rapporti  incrementali  destrg  e  sinistro,  cioè 

/•'(a?)  =  lira  l:^ TTT^      » 

non  potranno  essi  avere  un  medesimo  limite  e  mantenersi  di 
segno  opposto  a  meno  che  questo  limite,  cioè  la  derivata,  non 
sia  zero.  Quindi  i  punti  di  massimo  o  minimo,  non  trovandosi 
certamente  tra  quei  punti  pei  quali  esiste  una  derivata  deter- 
minata e  diversa  da  zero,  bisognerà  cercarli  tra  quei  punti  pei 
quali  o  la  derivata  è  zero  o  la  derivata  non  esiste  o  è  infi- 
nita e  indeterminata  di  segno.  Questi  ultimi  punti  sono   cer- 


m 

tamente  tutti  punti  di  massimo  o  minimo,  poiché  i  due  rap- 
porti  incrementali,  quando  h  converge  a  zero,  crescono  iude- 
finitamente  mantenendosi  di  segno  opposto  (Vedi  N,  66);  ma 
non  si  può  asserire  parimenti  che  siano  tutti  punti  dì  massimo 
0  minimo  quelli  pei  quali  la  derivata  è  zero  o  non  esiste, 
perchè  da  tale  proprietà  di  questi  punti  non  ne  consegua  ne- 
cessariamente  che  i  rapporti  incrementali  si  ma  «tengano  cia- 
scuno dello  stesso  segno  ed  il  segno  dell'uno  sia  opposto  a 
quello  deir altro.  Questi  punti  pofranno  essere  punti  di  mas- 
simo 0  minimo  e  per  vedere  se  lo  sono  occorrono  ulteriori 
considerazioni,  che  ora  passiamo  a  sviluppare. 

Se  a  è  uno  di  tali  punti,  nei  quali  la  derivata  non  esiste 
o  è  zero,  potremo  però  sempre  determinare  un  intorno  del 
punto  a  a  destra  (a,a-\-i)  ed  un  altro  a  sinistra  {a  —  ^a), 
per  tutti  i  punti  dei  quali»  escluso  il  solo  punto  a,  quando 
fossimo  nel  caso  in  cui  la  derivata  è  indeterminata  nel  punto 
a,  la  fan?iione  ha  una  derivata  derterminata,  ed  allora,  ^e 
A<e  avremo 


(1) 


r(n^^o-r(a)^^.^^,^ 


'^^"-^^-^"^^nti-vo 


dove  al  solito  0<i^<l,  0<ÌJi<l, 

Da  queste  formule,  che  esprimono  i  rapporti  ìncremea- 
tali  destro  e  sinistro  per  mezzo  delle  derivate  net  punti  di 
intorni  a  destra  e  a  sinistra  del  punto  a,  risulta  che  al  punto 
a  corrisponderà  per  la  funzione  un  massimo  o  un  minimo. 
quando  esistono  due  intorni  del  punto  «,  alla  sua  destra  e  alla 
sua  sinistra,  per  tutti  i  punti  dei  quali  la  derivata  f\x),  ove  mn 
sia  zero,  ahbia  sempre  lo  stesso  segno,  e  il  segno  che  essa  ha 
neir  intorno  a  de!^tra  sia  opposto  a  quello  che  ha  nell'  intorno  a 
sinistra;  e  si  avrà  un  massimo  quando  la  derivata  nei  punti  a 
destra  è  negativa,  e  nei  punti  a  sinistra  è  positiva,  ed  un  minimo 
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nel  caso  contratrio.  Invece  il  punto  a  non  sarà  punto  di  mas- 
simo o  di  minimo  se  i  valori  di  f\x)  nei  punti  a  destra  e  a 
sinistra,  ove  non  sono  zero,  abbiano  lo  stesso  segno,  e  rimarrà 
incertezza  quando  almeno  da  una  parte  del  punto  a  la  f\x) 
subisca  continui  cangiamenti  di  segno,  non  potendo  allora 
asserire  nulla  intorno  ai  segni  di  f\a-¥Oh)^  f\a  —  ^ih)  pei 
valori  positivi  di  h<f.  Dalle  precedenti  considerazioni,  rela- 
tive alle  funzioni  continue  e  dotate  generalmente  di  derivata 
nel  dato  intervallo,  si  raccoglie  la  seguente  regola  per  la  de- 
terminazione dei  massimi  e  dei  minimi: 

I  punti  nei  quali  la  derivata  è  infinita  e  indetermi- 
nata di  segno  sono  punti  di  massimo  o  di  minimo;  di 
massimo  se  il  rapporto  incrementale  destro  ha  per  limite, 
quando  h  converge  a  zero,  V  infinito  negativo,  ed  il  sinistro 
l* infinito  positivo;  di  minimx)  se  il  rapporto  incrementale 
destro  ha  per  limite  V infinito  positivo,  ed  il  sinistro  l'in- 
finito negativo. 

Un  punto  a  nel  quale  f'(x)  =  0,  o  la  f(x)  non  ammette 
derivata,  può  essere  punto  di  massimo  o  di  minimo  ;  ed  è 
punto  di  massim^o  {di  minimo)  se  esiste  un  intomo  alla  de- 
stra di  a  pei  punti  del  quale  f'(x),  ove  non  è  zero,  è  nega-^ 
tiva  {è  positiva)  e  un  intomo  alla  sinistra  pei  punti  del 
quale  f  (x),  ove  non  è  zero,  è  positiva  {è  negativa).  È  punto 
né  di  massimo  né  di  minimo  se  f '(x)  nell'  intorno  a  destra 
fnantiene  sempre  uno  stesso  segno,  ove  non  sia  zero,  e  in 
quello  a  sinistra  mantiene  pure  lo  stesso  segno  che  ha  a  de- 
stra, E  rimane  incertezza,  e  per  toglierla  converrà  ricor- 
rere  all'esame  diretto  dei  rapporti  incrementali,  se  almeno 
da  una  parte  del  punto  a  la  f'(x)  ha  continui  cangiamenti 
di  segno  in  modo  che  non  esista  alcun  intomo  da  quella 
parte,  per  tutti  i  punti  del  quale  la  f '(x)  mantenga  sempre 
lo  stesso  segno. 

158.  Prendiamo  ora  in  speciale  esame  quei  punti  a  pei 
quali  f'{x)z=:0. 

Supponiamo  che  ove  occorra  considerare  le  derivate  succes- 
sive /•'(rr),  r\x),..  f'^'\x),  f^*\x)  nel  punto  a,  le  f\x),  f\x).., 

27 
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^{r^^)(x)  siano  contìnue  in  un  intorno  a  destra  o  a  sinistra  del 
punto  a^  compreso  il  punto  a  medesimo,  e  la  /^'^^(x)  sia  deter- 
minata nei  medesimi  intorni,  escluso  al  più  il  punto  a. 

Ciò   posto,  poiché  per  ipotesi  ora  è  /*'(a)zi:0,  avremo,  per 
la  formola  del  Taylor, 

(1)  /'(a  +  A)-/(a)=^r(a+5,A) 

essendo  0<52<1,  e  dove  si  suppone  ora  h  sìa  quantità  positiva 
o  negativa.  Da  questa  formola  risulta  che,  se  nei  punti  d'un  in- 
torno a  destra  e  nei  punti  d*  un  intorno  a  sinistra  f"{x)^  ove  non 
sia  zero,  è  sempre  negativa,  il  punto  a  è  un  punto  di  massimo, 
e  se  f'\x)  è  sempre  positiva  è  un  punto  di  minimo,  essendo 
cosi  allora  verificate  le  (1)  o  le  (2)  del  n.  156.  Se  poi  nei  punti 
dell'intorno  a  destra  f'\x)  ha  sempre  uno  stesso  segno,  ed  uno 
stesso  segno  ha  pure  nei  punti  dell*  intorno  a  sinistra,  ma  questi 
segni  sono  opposti,  al  punto  a  non  corrisponde  nò  massimo 
nò  minimo  per  la  funzione,-  e  vi  sarà  incertezza  quando,  almeno 
da  una  parte  di  a,  f'\x)  cambierà  continuamente  di  segno. 

Se  poi  si  suppone  f"[x)  sia  continua  nel  punto  a,  allora 
se  /''(a)<0  avremo  un  massimo,  se  f'\a)>Q  un  minimo, 
perché  allora  ne  segue  che  f^\x)  si  mantiene  sempre  negativa 
o  sempre  positiva  nei  punti  di  un  certo  intorno  del  punto  g 
(Vedi  n.  63);  e  se  f{a)=zO,  allora  è  incerto  se  si  abbia,  o 
no,  massimo  o  minimo.  In  quest'ultimo  caso,  ammettendo  l'e- 
sistenza della  derivata  terza  pei  punti  di  un  certo  intorno  di  a 
{a  al  più  escluso)  e  avendo  presenti  le  condizioni  poste  in  prin- 
cipio, la  formola  d^l  Taylor  ci  da 

na^h)-r{a)=  -j-|-  r>+53/i). 

essendo  0<53<1,  ovvero 

h -rXa^    {a^hh). 


419 
6  poiché  il  segno  del  secondo  membro  non  dipenda  dal  termine 

A* 

^       che  è  sempre  positivOi  questa  formola,  che  esprime  il 

rapporto  incrementale,  è  analoga  alla  (1)  n.  157  e  quindi  adesso 
la  derivata  terza  si  comporta  come  si  comportava  allora  la  deri- 
vata prima;  cioè  al  punto  a  corrisponde  un  massimo  se  nei 
punti  di  un  certo  intorno  a  destra  di  a  f*"{x),  ove  non  sia 
zero,  è  sempre  negativa  e  nei  punti  di  un  intorno  a  sinistra 
sempre  positiva;  corrisponde  un  minimo  quando  nell' intorno 
a  destra  è  sempre  positiva,  ove  non  sia  zero,  e  sempre  nega- 
tiva in  quello  a  sinistra.  Corrisponderà  né  massimo  né  minimo 
se  in  tutti  due  gli  intorni  t"\x)  avrà  uno  stesso  segno,  e  vi 
sarà  incertezza  se  almeno  da  una  parte  del  punto  a  la  f"\x) 
subirà  continui  cangiamenti  di  segno. 

Ammettendo  poi  di  più  che  f''\x)  esista  per  xzna  e  sia 
continua  nel  punto  a,  non  potrà  essere  di  un  segno  a  destra 
e  di  un  altro  segno  a  sinistra  del  punto  a  se  non  é  zero  nel 
punto  a  (N.  63);  quindi  se  f"\a)  é  diversa  da  zero  avremo 
né  massimo  né  minimo,  ed  affinché  a  sia  punto  di  massimo  o 
di   minimo   sarà  perciò   necessario   (non  sufficiente)    che  sia 

Ammesso  ciò,  prendendo  in  considerazione  la  derivata  quar- 
ta, avremo, 

/•(a  +  A)-Aa)=  TTOT  ^"('»+^*^)' 

• 

0<54<1,  e  da  questa  formola,  analoga  alla  (1),  si  ricavano 
delle  conseguenze  analoghe  ed  in  particolare  che,  qualora  si 
supponga  P^{x)  esista  per  a:  =  a  e  sia  continua  nel  punto  a, 
allora  se  f^{(£)  <  0  avremo  un  massimo ,  se  /*'^(a)  >  0  un 
minimo  e  se  /*'^(a)i=:0  é  incerto  se  al  punto  a  corrisponda 
0  no  un  massimo  o  minimo.  Ed  allora  in  quest'ultimo  caso 
si  passerebbe  a  considerare  la  derivata  quinta  e  cosi  di  seguito. 

Da  tutto  ciò  ricaviamo: 

Sia  f  ^(x)  la  'prima  ira  le  derivate  della  funzione  f(x) 
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che  non  si  annulla  per  x=:a.  Si  supponga  esistere  un  in- 
torno di  a,  nei  punti  del  quale  la  f  x)  e  le  sue  derivate 
r(x),r'(x),...f'*~**(x)  S2(?no  continue  e  ^^^(x)  determinata,  e 
i^**'\x)  sia  anche  continua  nel  punto  a.  Allora  al  punto  a  corri- 
sponde né  massimo  né  minimo  se  n  è  dispari;  esen  è  pari, 
corrisponde  un  massimo  se  f '*'(a)<0,  un  m^inimo  se  P'**(a)>0. 

In  conseguenza,  per  le  funzioni  continue  e  per  le  quali  le 
derivate  successive  che  occorrerà  considerare  sono  pure  con- 
tinue, la  regola  per  scoprire  i  massimi  e  i  minimi  consiste  nel 
determinare  prima  di  tutto  i  valori  della  variabile  che  ne  an- 
nullano  la  derivata;  determinati  i  quali  valori,  l'applicazione 
della  precedente  proposizione  ci  porrà  in  grado  di  decidere  a 
quali  fra  quei  valori  corrisponderà  un  massimo,  a  quali  un  mi- 
nimo, a  quali  né  massimo  né  minimo. 

Applichiamo  le  regole  precedenti  a  degli 

Esempi 

1)  Si  vogliano  determinare  i  valori  di  x  pei  quali  è  massima 
o  minima  la  funzione 


Abbiamo 


/-"(a?) = 20a;3  -  60x« + 20:c 
r\x)  =  QOx^— 120x^30. 

Poiché  la  f'{x)  esiste  sempre  ed  è  finita  per  qualunque 
valore  finito  di  a?,  i  valori  di  x  pei  quali  potremo  avere  mas- 
simi 0  minimi  sono  solo  le  radici  della  equazione 

/"(.r)  =  5;c*  — 20x^4-  15x«=0, 
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cioè  della 

le  quali  sono  rcrzO  ,  a?=0  ,  a?=:l  ,a;=r3. 

Alle  prime  due  radici  (uguali)  non  corrisponde  massimo  o 
minimo  perchè  per  j:  =  0  si  annulla  pure  la  derivata  seconda, 
ma  non  la  terza;  a  «=  1  corrispondo  un  massimo,  /*(])  =  2,  per- 
chè abbiamo  /"'(l)zz  — 10 <0,  e  ad  x=:3  corrisponde  un  mi- 
nimo, /•(3)=  — 26,  perchè  f'\3)=90>0. 
2)  Determiniamo  i  massimi  e  minimi  della  funzione 

f{x)=:aor^. 

Abbiamo,  pei  valori  di  a:  diversi  da  zero, /"'(a:)  zz —-  -^— _. 

-^     Vx 
Qui  la  derivata  non  è  mai  nulla  per  alcun  valore  finito  di  x. 
Per  xzzlQ  abbiamo 


hm  '-^ e — ^-^-^  =  hm  a  -r-  =  lim  a  -= —  =+00 

Usa  ti  n  y/Jj^ 

lim-^-i \  mlima^ f— izilim  a  ^         zz  —  00 

terO  —  ri  hz=Q  —  fi  h=:0        l/  » 

cioè  per  a;=0  la  derivata  è  infinita  e  indeterminata  di  segno. 
Il  punto  07  =  0  è  quindi  certamente  punto  di  massimo  0  di  mi- 
nimo; e  poiché  il  rapporto  incrementale  destro  ha  per  limite 
4-00,  ed  il  sinistro  — 00,  avremo  nel  punto  zero  un  minimo, 

3)  Sia  la  funzione 
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Pei  punti  diversi  da  zero  abbiamo 


-i-       1      J- 

1  -f  e*'  H e"" 

nx)= ? — , 


dalla  qual  forinola  risulta,  come  si  può  facilmente  constatare, 
che  la  derivata  è  sempre  positiva  tanto  pei  valori  positivi  come 
pei  valori  negativi  di  x.  Per  a? zi:  0  la  derivata  è  indetermi- 
nata (Confr.  esercizio  29  a  pag.  109,  113)  perchè  i  limiti  dei 
rapporti  incrementali  destro  e  sinistro  sono  diversi,  quando  h 
converge  a  zero,  essendo 


l  +  e" 


»=o  h  n=o        h  ft=o 


—  h' 

/i=o  —  fi  h=o       —  h  ft=o  I  i 

-L. 

Al  punto  xznO  potrebbe  quindi  corrispondere  un  massimo 
oppure  un  minimo;  ma  ciò  non  succede  nel  nostro  caso  per- 
ché, come  abbiamo  notato,  le  derivate  nei  punti  alla  destra 
e  alia  sinistra  del  punto  zero  sono  positive. 

X 

Perciò  la  funzione  j-  ^^^  ^^  massimi  o  minimi  cor- 

rispondenti  a  valori  finiti  di  a. 
4)  La  funzione 

/•(a;)  =  a?arctg  —  per  a?^0,AO)=0, 
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non  amnaette  derivata  nel  punto  zero  (Conf.  esercizio  30  a 
pag.  110,  113)  perchè  abbiamo 

T  V      ^,r^\            h  are  tff  -r— 
hm— 7 — ' — ^zzihra -, =  -jr- , 

fc=o  fi  fc=o  ri  ^ 

,.m-h)-m),.    -^arctg(— 1-)        ^ 

hm' j-^ =  lim  T _  —  — . 

AsrO  fi  h=rO  Il  ^ 

Pei  valori  diversi  da  zero  abbiamo 

j           ^         oj^arctg  — +arctg  — —  a? 
/•'(x)=arc  tg z 1= ^ 5 ', 

dalla  quale  apparisce  che  pei  valori  di  x,  sufficientemente  pros- 
simi a  zero  e  positivi,  f\x)  è  positiva,  e  pei  valori  di  rr,  ne- 
gativi sufficientemente  prossimi  a  zQvo,f\x)  è  negativa;  dunque 

il  punto  zero  è  punto  di  minimo  per  la  funzione  x  are  tg  — . 

X 

2 

Osservando  inoltre  che  f"\x)=zj' ,-,  è  sempre  negativa 

e  quindi  /"'(a?)  sempre  decrescente  al  crescere  di  x  (Vedi  n.  76) 
e  che  lim/''(x)  =  0,  si  vede  che  /"(a?)  sarà  sempre  positiva  per 

x>0^  sempre  negativa  per  x<0;  quindi  non  vi  è  alcun  valore 
finito  di  X,  air  infuori  di  acznO,  pel  quale  la  nostra  funzione 
ammetta  un  massimo  o  un  minimo. 

4)  Date  due  parallele  AC,  BD   e  la  retta  AB,  condurre  pel 
punto  C   una  retta  CXY  tale       j)  g"  B 

che  la  somma  dei  due  triangoli 
AXC,  BXY  sia  minima. 

Indichiamo  con  9  l'angolo 
BAC,  e  quindi  anche  l'angolo 
DBAy  e  posto  /^ 

AC  —  a,AB=b  ,  AX=za) ,  BX  =  J— a;, 


m 

abbiamo 


area  AXC  ^=  —  aa;  mn  9 


area  BXY  = -^  {ò  —  x)  .hY  ^n  a;. 
Ma  dai  triangoli  simili  ACX,  XBY  si  ricava 
^    _  ^       pv  —  ^-^ — ^"^ 


quindi 

area  BXY  =^  -rr-  sen  tp .  a  ^ -, 

Ora  noi  dobbiamo  determinare  ^  in  modo  che  la  funzione 
di  m 

area  AXC  +  area  BXY  =  -^  «  (a:  +  '   ~^^  )  sen  f 

insulti  un  minimo,  cioè  determinare  i  Talori  di  w  pei  quali  la 
funzione 


riesce  minima. 
Ora  abbiamo 
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Le  radici  di  f\x)  =  0  sono  quelle  di  2a:*  —  **  =  0   cioè 

x=^±  ~7=^'  ^^  P^^  '^  natura  stessa  del  problema,  dovremo 

prendere  la  radice  positiva  -j=. 

Che  poi  a  questo  valore  di  x  corrisponda  effettivamente  un 
minimo  per  la  somma  dei  due  triangoli,  risulta  dalla  conside- 
razione della  derivata  seconda  che  è  positiva  per  tutti  i  valori 

positivi  dì  a>  e  quindi  anche  /"'( --p=j>0.  Dovremo  dun- 
que prendere  AX=  ■  ;  che  è  indipendente  da  a  e  da  <p. 

5)  Sia  la  funzione 

1 

2      -— 
Abbiamo,  per  x  diverso  da  zero,  f\x)'=z—^  e    «*  che  non 

X 

si  annulla  per  alcun  valore  finito  di  x.  Inoltre 


f\iò)  =lim  ?-4 — ^  =  lim  -V 


=  lim 


'^  V^"^"A^"^T:2A^"^  1. 2. 3A^  "*■•••/ 


=  110,  j -_^  =a 

^■*' r"^r2À^'*"  1. 2. 3/i«  ■*■•'• 

In  modo  analogo  si  può  vedere  che  tutte  le  successive  de- 
rivate si  annullano  per  a:=0.  Osservando  però  che  è  /*''(ìp)>0 


426 

per  a?>0,  e  f\x)<^0  per  ic<0,  riconosciamo  (Vedi  ii.  157) 
che  per  a?  =  0  la  nostra  funzione  ha  un  minimo  /"(O^^O;  e 
non  vi  sono  altri  valori  finiti  di  a?,  cui  corrisponda  un  ma^*- 
simo  o  un  minimo. 

6)  Sia  la  funzione 

f[x)  =  x^nL  ,  x>  0  ;/'{0)-0. 

ne  ^ 

Abbiamo,  per  x  diverso  da  zero, 

f  Mzn  sen cos  —  ::^  cos  —  (  tg \ 

'    ^    '  X  X  X  X     \^     X  3Q  / 

e  per  ic  =  0  la  funzione  non  ammette  derivata  (Vedi  esercizio 
28  a  pag.  109,  112). 

La  derivata  f\x)  [x  diverso  da  zero)  si  annulla  per  tutti 

e  soli  quei  valori  di  x  pei  quali  tg  — =  0. 

Posto  —  r=  ;?;,  cerchiamo  per  quali  valori  di  i  è  tg  z — ^=^0, 
La  funzione  (i{z)z=iigz — z  è  sempre  negativa  negli  intervalli 

(f+.,2|-),(3f  +  .,4-|-),(5f^.6^) 

dove  £  indica  un  numero   positivo  qualunque  comunque   pio- 
colo;  ed  è  sempre  positiva  negli  intervalli 

(-e-g-.-Sg-  — s) 

La  funzione  <^z)  si  annulla   per  ;3^0  e   nell' interrallo 
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|0,  — e  J  non  si  annulla  più,  perchè  la  9'(«)r=tg*^  essendo 

sempre  positiva  la  ^(z)  è  sempre  crescente,  e  ciò  accade  pure 

perla  stessa  ragione  nell'intervallo  ( —  -rt-^^iOV  Inoltre  (f{z) 

avendo  valori  di  segno  contrario  agli  estremi  di  ciascuno  de- 
gli intervalli 

(-7f  +  e,-6|-)...., 

si  annulla  almeno  in  un  punto  interno  a  ciascun  intervallo,  e, 
poiché  (f{z)  è  sempre  crescente,  si  annulla  in  un  solo  punto 
di  ciascun  intervallo. 

Raccogliamo  da  tutto  ciò  che  la  /*^(^)  si  annulla  in  infiniti 
punti  ciascuno  appartenente  a  ciascuno  degli  intervalli  che  si 
ottengono  da 

/  1  _i— \   e  da  /       ^  1  ^ 

((2m  +  l)  |-  _  6  '  2m  |-/  (-2m  ~   '  .(2m+l)|-+sj 

attribuendo  ad  m  tutti  i  valori  interi  e  positivi.  In  ciascuno 
di  questi  infiniti  punti  la  f{x)  ha  efi'ettivamente  un  massimo  o 

un  minimo  perchè  /'"(^)=  —  -5-  sen  —  è  diversa  da  zero  in 

quei  punti. 

La  nostra  funzione  ha  dunque  un  numero  infinito  di  mas- 
simi e  minimi  in  un  numero  infinito  di  punti,  che  formano  un 
gruppo  di  punti,  che  ha,  come  si  vede,  il  punto  zero  per  punto 
limite. 
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Per  a?=0  la  f{x)  non  ammettendo  derivata,  essa  potrebbe 
avere  un  massimo  o  un  minimo,  ma  i  rapporti  incremeatali 

f(fi-^h)-m_     1 
h       -'^"^T 

subiscono  continui  cambiamenti  di  segno  in   ogni  intorno  co- 
munque piccolo  del  punto  zero,  perchè  sen  -jt  prende  in  esso 

tutti  i  valori  da  —  1  a  + 1  ;  quindi  (n,  156)  al  punto  ir=0  cor- 
risponde nò  massimo  né  minimo. 

159.  Supposto  che  la  equazione  f{x^y)z=zQ  definisca  in  un 
certo  intervallo  una  funzione  y  di  x,  ci  proponiamo  determi- 

dy 
nare  tra  i  valori  di  »,  pei  quali  la  derivata  -^^  è   espressa 

dalla  formola 


(1) 


quelli  ai  quali  corrispondono  per  y  valori  massimi  o  minimi. 
I  valori  di  a;  ai  quali  possono  corrispondere  massimi  o  mi- 
nimi per  y  dovendo  annullare  la  ~^,  dovranno  annullare  ;—  ; 

perciò  se  indichiamo  con  {x^^y^  ,  {xi^y^  ,  (a?8,ys),.-.  le  solu- 
zioni comuni  alle  due  equazioni 

/•(a'..y)=o,  ^=0, 

i  punti  Xx  ^x^jX^...  potranno  essere  punti  di  massimo  o  di 
minimo,  e,  quando  lo  sono,  i  corrispondenti  valori  massimi  o 
9)inimi  di  y  sono  yx,y%  ,yz,**.\  ovvero,  più  esattamente,  quel 
ramo  della  funzione  y,  definita  della  data  equazione,  che  per 


H 

dy  _ 

dx 

dx 

ar' 

»y 
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x=Xi  prende  il  valore  t/i  ha  per  xzzzx^  il  valore  massimo  o 
minimo  y,  ;  quel  ramo,  che  per  x^izx^  prende  il  valore  yj»  ha 
nei  punto  a?,  il  valore  massimo  o  minimo  y,;  ecc. 

Per  riconoscere  poi  se  ad  uno  di  tali  valori  x^  corri- 
sponde un  massimo  o  un  minimo  ovvero  né  massimo  ne  mi- 
nimo, si  considererà  la  derivata  seconda 


(Pi/ 


a;/»   \dx/        "Oa?ay   dx    dy       «)«'    Voy  / 


e  si   introdurrà  per  a? ,  y  la  soluzione  a?,  ,  yi  allora  si  avrà 
un  massime  se  risulterà  -pV  <  0>  un  minimo  se  -j-,  >  0  e  ri- 
marra  incertezza,  ed  occorrerebbe  considerare  la  derivata  ter- 
za, se   -t4-  =  0. 
da? 

Osservando  che  i  valori  di  a? ,  y  che   noi   introduciamo   in 
;r^  rendono  --^  =  0,  anziché  considerare  la  precedente  espres- 

dX  0(X) 

sione  della  derivata  seconda,  basterà  considerare  la  espressione 
più  semplice 

av; 

dx«  ""        df 


cui  quella  si  riduce  ponendo  --^  =  0. 

Si  procede  in  modo  analogo  per  determinare  i   massimi  e 
minimi  di  più  funzioni  di  x  definite  da  altrettante  equazioni. 


m 


Esempi 


1)  Si  vogliono  i  valori   massimi   e   minimi   della   funzione  y 
definita  dalla  equazione 

Abbiamo 

Hìsolviamo  rapporto  ad  ^m/  le  due  equazioni 

che  corrispondono  nel  caso  attuale  alle  f{x  ,y)=iO,  ~  =0. 
Dalla  seconda  abbiamo  y=:— -,  il  qual  valore  sostituito  Qel- 

G 

la  prima,  la  riduce  a 

della  quale  quattro  radici  sono  zero,  due  sono  x  =  ^cl/3,tì  Ift 
altre  sei  sono  numeri  complessi;  cosichè  le  soluzioni  reali  delle 

equazioni  /'(x,y)  =  0,  ^  =0  sono 

La  soluzione  gri  =  0,  yi^:0  noi  non  prendiamo  in  conside* 


4 
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razione  perchè  per  essa,  anDuUandosi  la  -r^,  non  ha  più  luogo 

dy 

la  forinola  (1). 

La  quantità  e  si  può  supporre  sempre  positiva  non  avve- 
nendo alcun  cambiamento  quando  essa  si   supponga  negativa, 

8  _  8   

ed  allora  la  soluzione  Xi^c|/3,  y,  =  c|/27  rende  negativa  la 


die*  a/*  Aif — 4c'a;       c*x  —  y' 

essendo 

8._  8, 8__  8. 1^^ 

cV3-cV27^      c(|/3  - 1/27^) 
e  quindi  quel  ramo  della  funzione  che  per  a; zzici/ 3  prende  il 

8    8  

valore  c|/27  ha  ivi  il  valore  massimo  cy"£l. 

La  soluzione  x^z=. —  cy'ò  ,  1/8=  —  cj/27"  rende  positiva  la 


essendo 


da^ 


3c1>3  ^  31>3  ^Q 

-cV'3fcV'27"^       c(l^27"«— 1^3) 

e  quindi  vi  è  un  ramo  della  y  che  per  a;ii=  — c|/3  ha  il  va- 
lore minimo  — cp^27. 

2)  Si  vogliono  i  massimi  e  minimi  delle  funzioni  y  &  z  ài  co 
definite  dalle  equazioni 

Ìax+by-\-cz=:\ 
a*iP»-f&y-fcV  =  l 
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(vedi  esercizio  16*  a  pag.  217  e  222  ed  esercizio  8.*  a  pag.  272 
e  273). 
Abbiamo 

.^.  dy a(ax  —  cz)      dz_ a(by  —  ax) 

'  '  dx       b(cz — by)   '  dx       c(cz—by) 

d^y  _        2a«  d^z  _      — 2a» 

rfx*       b{cz  —  byf  *  daf       c(fiz  —  byY 

Per  trovare  i  valori  di  x  ai  quali  possono  corrispondere 
valori  massimi  o  minimi  per  la  y,  cerchiamo  i  valori  di  x,  yj,  z 
che  soddisfanno  alle  (a)  ed  alla 

ax — cz==0 

ottenuta  uguagliando  a  zero  il  numeratore  della  prima  delle  (f3). 
Troviamo  cosi  i  sistemi 

(jPy  dJ^ÌJ 

Pel  primo  di  essi  abbiamo  -r^  <  0  oppure  -j3-> 0  secca- 

dochè  6  >  0  oppure  ft  <  0.  Pel  secondo,  '-t4-  >  0  oppure  j^  <  '^ 
socondochè  J>0  oppure  ft<0.  Cosichè  per  xinO  quel  ramo 
della  funzione  y  che  per  xz=.Q  prende  il  valore  -^  baivi  il 

valore  -^  massimo  se  é>0,   minimo  se  ft<0;  e   quel  ramo 

2  1 

che  per  <z.  z=  -- —  prende  il  valore  y  =  — ^r-   ha   ivi  il  va- 
lore — TTT  massimo  se  6<0,  minimo  se  é>0. 
óo 

Partendoci  dalla  seconda  delle  (/3)  ed  operando  in  modo  com- 
pletamente analogo  si  vede  che  vi  è  un  ramo  della  z  che  per 


r»-*J_ 
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x=zO  prende  il  valore  —  massimo  se  c>0,  minimo  se  c<0; 

e 


2 


e  vi  è  un  ramo  della  z  che  per  a;  =  -^  prende  il  valore 


1 


—  massimo  se  c<0,  minimo  se  c>0. 

160.  Occorre  spesso  determinare  i  valori  massimi  e  minimi 
di  una  funzione 


ri)  u=ir(x,y) 

di  due  variabili,  quando  tra  esse  esista  una  relazione 

(2)  9(07,  y)=0, 

in  modo  che  la  variabile  indipendente  sia  una  sola,  per  es.  la 
x;  cioè  i  cosi  detti  massimi  e  mimmti  relativi. 

Quantunque  questo  problema  sia  caso  particolare  di  quelli 
accennati  nel  numero  precedente,  si  suole  considerare  a  parte. 

(llL 

La -3—  è  data  dalla  (1)  considerando  //  come  funzione  d'a?  de- 
finita dalla  (2),  cioè 

du_d/      0£  dy 
dx        ùx     òy   dx  ' 

La  -7^  è  determinata  dalla  (2),  cioè 
dx  ^  '' 

dy   _       ~dx 
dx  O9 

(noi  consideriamo  solo  quei  valori  d'x,y  pei  quali  ha   luogo 

28 
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questa  formola);  ed  allora 


du 


Sì  avranno  quindi  i  valori  dì  a? ,  ^  ai  quali  può  corrispoii* 
dere    massimo    o    minimo    risolvendo    le   equazioni    (2)   e  h 

-5—^0  ossia  le 

dx 

.         .      ^      0/"   3?        ^f   ^9  ^f\ 


La  considerazione  della  derivata  seconda  3—?  servirebbe  a 

completare,  come  nei  casi   precedenii,  la   risoluzione   del   pro- 
blema. 

Esempio-  —  Coi  quattro  Iati  ae,  (ì,  y,  ù 
costruire  il  quadrilatero  convesso  di  mas' 
Mima  area. 

Indicando  con  A  l'area  cercata,  0  con 
x^  y  gli  angoli  dei  lati  x^  ji  o  y»  <J  abbiamo 

2A  :^ flt/S  aen  x  +  y<J san  yzz:f{x,  /).  ^^         — — ^^ju-jn 

Si  tratta  di  determinare  i  valori  di  x^  y  che  rendono  2K 
un  massimo,  osservando  che  tra  x,  y  ha  luogo  la  relazione 


A*  4-  /i'— 2^/5  coB  X  =  /  +  0'  —  27^  cos  ^ 

ricavata  dal  considerare  AB  come  appartenente  tanto  al  trian- 
golo ABC,  come  al  triangolo  ABD;  ovvero  ha  luogo  la  rela- 
zione : 


(m)    tp(x,y)=  a'  +  ^S*  — ^*  — 0*  — 2apcoBa?  +  2y<Jco8y=0. 
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Ora  qui  abbiamo 

^  rr- — /•  -7^= — 2a/3y^(cosxsGn«/  +  cosy  sena?) 

=  -  23ci3ysen(a?-f  y)=0. 

Quindi  pei  valori  d' z^  y,  ai  quali  potrà  corrispondere  il 
massimo,  dovremo  avere  a? -f  y  =  0^  oppure  zz: ...  -2 ti,  -tt,  n ,  2;:,... 
Ma,  poiché  z^  y  sono  angoli  di  un  quadrilatero  convesso^  dovre- 
mo prendere  x-\-y:=zn^  cioè 

y  =  T:  —  a\ 

Ora  quando  x,  y  stanno  tra  loro  in  questa  relazione,  ab- 
biamo effettivamente  per  A  un  massimo.  Infatti  è 

df        df   ,    df     dy  .  ,     .  dy 

dx         da;       dy     dx  i        j  ^^ 


i!^  — 


^^=-ai3sena:-75seny(^)V(Jycosy^, 
e  dalla  (m)  « 


j           /3  ^           /3  senycosx  — senajcosy  :~- 

dy «jS   seno?       cr.y  «p  "^  rfa: 

da;       yd   sen  y  *  dz^        yó                   sen*y                  * 
per  y=7r — a?  è 

dy a/3      cPy a/3    cos  a; 


dy a/3      cPy a/3    cos  a;    /        a/3  \ 

rfx         yd    '  dx'        yd    sen  z    \         yd  / 


e  quindi 


dY_ 1_  «^ 

da;*  sen  a;    yd 


(a/3  +  ya)<0, 
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perchè  a:<7i,  e  in  conseguen^ìa  quando  j;  +  y=ijr  si  ha  effetti- 
vamente un  massimo. 

Il  quadrilatero  d'area  massima  avente  i  dati  lati  ò  dunque 
il  quadrilatero  inscrittibile  nel  circola. 

Se  si  volessero  i  valori  effettivi  di  x,^,  basterebbe  porre 
yz^-r.  —  x  nella  (m)e,  risoh^endola  rapporto  ad  jt,  si  otterrebbfl 
il  valore  di  a?  e  quiodì  quello  di  y. 


Esercizi. 
Determinare  i  ma^^imi  e  mniimi  della  seguenti   funsioni: 


f{JO)—    _  +  ^^-; 

X       a — r. 


3.  f(a>)  ==  cus  a;  +  cos  2  j?  H-  cos  \i  x  ; 


4. 


j;- 


'^   '        2  ?  /  ^  /        l  +  xtgo; 

f{x)  =  e^  H-  2  cos  s  +  e"*  ; 


n^)  =  X",  fU)  =  x^,  /(!■)  -  ~  (« > Oh 
n^)^  -^,A^)-^  — Ioga;; 


7.         f{x)  =  (..;  -  1  )  ^"+'  ,  3^i .  n  interi ,  ;3— —  >  0  ; 
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8.  f{x)  =  CB'sen 2ìb»cos— ,  a;Jo  eAO)=0; 

01/  X  ^ 

9.  A«)  =  «    !««sen — ,  a;>0  e  A0)=0- 

10.  Contro  un  muro  piano  già  esistente  si  vuole  costruire 
una  corte  rettangolare  di  area  data  a^;  si  domandano  le  di- 
mensioni dei  lati  del  rettangolo  in  mr)do  che  la  spesa  di  co- 
struzione dei  muri  di  cinta  riesca  minima. 

11.  Determinare  il  lato  del  quadrato  da  tagliarsi  in  ciascun 
angolo  di  un  pezzo  rettangolare  di  cartone  di  lati  a,b  in 
modo  che  la  scatola,  che  può  costruirsi  colla  parte  rimanente, 
sia  di  massimo  volume. 

12.  Qual  settóre  deve  tagliarsi  da  un  circolo  affinchè  il 
cono  circolare  retto  che  può  formarsi  col  rimanente  sia  di 
massimo  volume? 

13.  Fra  i  triangoli  rettangoli  di  uguale  ipotenusa  quale  è 
quello  di  area  massima? 

H.  Se  i  lati  d'un  quadrato  si  dividono  similmente  in  due 
parti  aventi  un  rapporto  qualunque  e  si  congiungono  con  rette 
i  successivi  punti  di  divisione,  si  ha  un  nuovo  quadrato  inscritto 
nel  primo.  Si  domanda  il  valore  del  i  apporto  affinchè  il  qua 
drato  inscritto  sia  di  area  minima. 

15.  Tra  i  rettangoli  inscritti  in  un  circolo  quale  è  quello  di 
area  massima? 

16.  Tra  i  rettangoli  inscritti  in  una  ellisse  di  semiassi  a,b, 
quale  è  quello  d'area  massima? 

17.  Data  una  ellisse  determinarne  quelle  tangenti,  per  le 
quali  risulti  minima  la  parte  di  esse  intercetta  tra  gli  assi 
della  ellisse. 

18.  Un  raggio  luminoso  penetra  da  un  mezzo  meno  rin- 
frangente  in  un  altro  più  rinfrangente  costituito  da  una  sfera, 
e  si  supponga  che  arrivato  alla  superficie  interna  della  sfera 
venga  riflesso  e  poi  rinfrangendosi  nuovamente  ritorni  nel  pri- 
mitivo mezzo.  Si  vuole  determinare  l'angolo  di  incidenza   del 
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raggi 0^  quando  penetra  nella  sfera,  in  modo  che  le  direzioni 
dei  raggi  penetrante  ed  uscente  dalla  sfera  formino  tra  loro 
un  angolo  massimo, 

19.  Tra  i  coni  circolari  retti  inscritti  in  una  sfera  deter- 
minare quello  di  massimo  volume,  quello  di  massima  super- 
ficie convessa,  quello  di  massima  superficie  totale- 

20-  Tra  i  coni  circolari  retti  di  superficie  convessa  costante 
a\  0  tra  quelli  di  superficie  totale  costante  «',  determinare 
quello  di  massimo  volume. 

2L  Tra  tutti  ì  trapezi  che  hanno  tre  lati  ugnali  ad  a  si 
domanda  quello  di  area  massi  ma. 

22.  Massimi  e  minimi  dalla  funzione  y  definita  dalla  equa» 
zione 

23.  Id*  cos{y^ — T)=r2sen^-hcosx. 

24.  Massimi  e  minimi  delle  funzioni  ^  e  s  di  .t  definite  dalle 
equazioni 

a'^ -^  7/ ^ z^  —  2:tì/z  ^2  =  0, 

25.  Massimi  e  minimi  dalla  funzione  z  dì  a?  definitajnsieme 
alla  ^,  dalle  equazioni 

26.  Massimi  e  minimi  della  funzione  u^zTtf,  essendo 

x'  +  y^  —  Saxf/^O. 


j 


r^^-;>j.V 
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27.  Massimi  e  minimi  della  funzione  u:=:x+y+z,  essendo 

ay  —  bxz=:0  ,  atj-hyz-^-zx^ic*. 


1.  A  x=l  corrisponde  il  valore  minimo  /*(])!=  — 6. 

2.  A  ri?= r  corrisponde  un  mimmo  n =-  l  =i ^,e 

a  +  b  ^  \a-^b/  a 

ad  x= r  un  massimo  f\ j-  )  =  ^ . 

a  —  b  /\a—b/  a 

—  1—1/7 

3.  Per  x:=zO  e  a?rzarc  cos si  ha  massimo   e 

u 

-1+1/7    .  ,         .  . 
per  a?=r:arc  cos w-^ —  si  ha  minimo. 

4.  Pel  valore  di  x  pel  quale  x+ cos 07=0  si  ha  un  minimo; 
pel  valore  di  x  tale  che  a?=:cosx  si  ha  un  massimo  e  per  x 

tale  che  07=: — cosx  si  ha  minimo;   per  x  =  y-^  massimo, 

1/ n"     .  . 
per  xz=  —  y  ~o'  ™*'^*"*^- 

5.  Per  a?=r:0  si  ha  il  valore  minimo  /'(0)=:4. 

6.  Minimo  per  a?rr  —  ;   massimo  per  x:=e;   minimo    per 

xz=n;  massimo  per  oc^e"*  se  n>0,  minimo  se  n<0;  mini- 
mo per  a?=l. 

7.  Ad  a;=l,  se  m  è  pari,  corrisponde  un  minimo, 

2 

8.  Per  ffli  infiniti  valori  che  si  ottengono  da  a?==  r- —- 

attribuendo  a  m  tutti  i  valori  interi,  zero  compreso,  la  f{x) 
ha  un  massimo  o  un  minimo;  massimo  per  7n  pari,  minimo 
per  m  dispari.  Per  a?  =  0  la  f\x)  è  zero,  ma  non  è  continua 
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nel  punto  zero,  e  ad  irzrO  corrisponde  né  massimo  né  mi- 
nimo, p(?rchè  i  relativi  rapporti  incrementali  fanno  contìnui 
cambiamenti  dì  segno  in   intorni   comunque   piccoli  del  puntn 

9.  La  f(x)  ha  un  massimo  o  un  minimo  per  ciascuno  tifagli 
infiniti  valori  di  x  pei  quali  cot —  ^ — - 

Su  aMj 

10.  I  Iati  del  rettangolo  devono  essere  ayt  e  — ^, 

1/2 


li.     Il  lato  del  quadrato  deve  essere  ^— ^^ 

12»  L'angolo  dfl  settore  deve  essere  27rM—  y—j  ovvero 
dì  66",  3'  circa. 

13.  Se  a  è  Tipotenusa^è  il  triangolo  isoscele  di  cateto  -;-» 

14.  11  rapporto  deve  essere  uguale  all'unità,  cioè  il  quadrato 
d'area  minima  si  ottiene  congiungendo  i  punti  di  mezzo  dei  lati 
del  quadrato  dato. 

15.  Tra  i  rettangoli  inscritti  nel  circolo  il  quadrato  è  quello 
di  area  massima, 

16.  Quello  i  cui  lati  sono  aI/2  e  6|/2. 

17.  Presi  per  assi  coordinati  gli  assi  della  ellisse,  le  coor- 
dinate   X  ^  y    del    punto    di    contatto    sono    x  =  — 


y  ^  '~^—  >  Si  lianno  cosi  quattro  di  tali  punti, 
[/«  +  * 

18.  Indicando  con  :f.  T  ìndice  di  rifrazione,  si  ha  un  raassimfi 

o 

19,  Quello  di  massimo  volume  ha  il  raggio  della  base  uguale 


21/2 

;  quello  ( 
avendo  indicato  con  r  il  raggio  della  sfera. 


a  -~^r;  quello  di  massima  superficie  curva  h  ancora  il  preced**n- 
te;  quello  di  massima  superfice  totale  ha  Paltezza  rz: r~-r; 


I 
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20.  Quello  la  cui  base  ha  il  raggio  =.  ^         e  l'altezza 

al/2  a 

z=  -p- — ;  quello  la  cui  base  ha  il  raggio  z=z  — jt.  e  l'altezza 
l/S?"  21/7; 

_aJ/2 

~W 

21.  Due  dei  lati  uguali  fanno  col  lato  non  uguale  un  angolo 

it 

22.  Il  ramo  della  funzione  che  per  x  =  S  prende  il  valore 
y  =  4   ha  il  valore  minimo  4  nel   punto  x=zS;  e  quello   che 

per  xz=i8y  jY  prende  il  valore  i/=.  —  W  yf  ha  il  valore 

massimo  —  4y  —  in  quel  punto. 

23.  I  rami  che  per  a?  =  -^  -f  2m:  prendono  i  valori 

yzn  17-4- (2m +  1)7:  hanno  in  quei  punti  x  valori  massimi,  e 

ó 

quelli   che  per  x  = p*  "^  ^^^  "*"  ')^   prendono    i    valori 

y  = ^  +  (2m-f  l)7r  hanno  in  quei  punti  x  valori  minimi, 

ó 

essendo  m,n  interi  qualunque. 

24.  Il  ramo  y,  che  per  x=l  prende  il  valore  — 2,  ha  per 
xzizì  il  valore  massimo  — 2;  il  ramo  Zy  che  per  x=l  prende 
il  valore  — 2,  ha  per  a?=l  il  valore  massimo  — 2. 

25.  Posto  per  brevità 


il  ramo  z  che  per  x=  — t=  prende  il  valore  z=:d  +  k   ha  ivi 

I/o 


442 
un  massimo  e  quello  che  prende  il  valore  zznd  —  A  ha  ivi  un 

minimo;  il  ramo  z  che  per  a?  = ^^=r-  prende  il  valore j5=3+B 

ha  ivi  un  minimo  e  quello  che  prende  il  valore  5:  =1: 3— B  ha 
ivi  un  massimo. 

3  9 

26.  Per  x=i  —  a  la  %i  prende  il  valore  massimo  -j-  a\ 

oc 

27.  Se  a  +  &>0  la  te  ha  un  minimo  per  xz=z  -7=== 

—(ite 
e  un  massimo  per  x=  ?  e  se  a  +  6<0  la  u  ha 

un  massimo  pel  primo,  un  minimo  pel  secondo  dei  precedenti 
valori  di  x. 


MasBlml  e  minimi 
delle  fanzionl  di  più  yariablli  Indipendenti. 

161.  Sia  f(x,y)  funzione  delle  variabili  x^y  in  un  campo 
finito  0  infinito  C.  Prendiamo  a  considerare  solamente  punti 
interni  al  campo  e  supponiamo  che  la /*(/r,y)  non  sia  costante 
neppure  in  aree  piccolissime  appartenenti  a  C. 

Si  dice  che  la  funzione  f{x ,  y)  ha  un  'oalor  massimo  0  un 
massimo  f{a ,  b)  nel  punto  (a ,  *)  quando  esiste  un  intorno  di 
(a,J)  nel  quale  i  valori  di  f(x,y)  nei  punti  diversi  da  (a, 6) 
non  sono  mai  superiori  al  valore  f(a,b)dì  fix^y)  nel  punto 
(a,&),  potendo  però  in  alcuni  punti  (a?,y),  ma  non  in  tutti, essere 
f[x,y)z=f{a^b)\  e  si  dice  che  la  funzione  f{x,y)  ha  un  mior 
minimo  0  un  minimo  fia^b)  nel  punto  (a, è)  quando  esiste 
un  intorno  di  (a,  J)  nel  quale  i  valori  di  f{x,y)  nei  punti  di- 
versi da  (a,&)  non  sono  mai  inferiori  a  f{a,b),  potendo  però 
in  alcuni  punti  {r,t/),  ma  non  in  tutti,  essere /*(a?,!/)= /'(a, i'!. 

Da  questa  definizione  risulta,  analogamente  a  quanto  è  detto 
nel  n.  156  per  le  funzioni  di   una  variabile  indipendente,  che 
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una  funzione  f{x,y)  potrà  avere,  in  un  certo  campo,  uno  o  più 
massimi,  uno  o  più  minimi  ecc. 

Dalla  medeisima  definizione  risulta  ancora  che  il  punto 
(a,ft)è  punto  di  massimo  quando  esistono  due  numeri  positivi 
£i,e,  tali  che,  per  |A|<£| ,  |A|<£t,  sia 

(1)  Aa-fA,  J  +  t)-A^,*)<0; 
(a,b)  è  punto  di  minimo  quando 

(2)  Aa+A,  ft  +  A)  — A«.*)>0, 

senza  che  però,  nell'  un  caso  o  nell'altro,  possa  essere  sempre, 
per  tutti  quei  valori  di  A,  ft, 

f{a+h,  b  +  k)-f(a,b)=0. 

Consideriamo  le  funzioni  /*(a?,y)  che  ammettono  general- 
mente nei  punti  del  campo  G  le  derivate  parziali  rapporto  ad 
X  e  ad  y.  Ora  si  scorge  facilmente  tenendo  presenti  le  condi- 
zioni (1),  (2)  che,  se  nel  punto  (a,b)  la  f{x,y)  ha  un  massi- 
mo o  un  minimo,  ha  ancora,  in  generale,  un  massimo  o  un 
minimo  quando  la  si  consideri  come  funzione  della  sola  x  e 
della  sola  j/,  ossia  la  funzione  f(x,b)  della  sola  x  ha  un  mas- 
simo o  un  minimo  per  x=za,  e  la  funzione  f(a,y)  della  sola 
y  ha  un  massimo  o   un   minimo  per  y=:b;  e  perciò  le  deri- 

vate  parziali  -^ — ^  ,  -^ — -  devono  essere  o  nulle  o  mde- 
^  dx  ìy 

terminate  o  infinite  e  indeterminate  di  segno  ^). 


1)  Si  osservi  che;  non  essendo  escluso  che  la  f[x,y)  possa  es- 
sere costante  lungo  una  o  più  linee  del  campo  C,  potrebbe  avvenire 
che  fosse  f{a -HA,  6)  —  f(a  ,  6)  =  0  per  tutti  i  valori  |  /i )< «i  o 
/■(a,6+A)— /■(a,6)=:0  per  tutti  i  valori  |A|<82,  o  anche  che 
fossero  verificate  tutte  e  due  queste  eguaglianze  per  tutti  questi 
valori  di  hyk.  In  questi  casi  la  funzione  f(x^y\  considerata  come 
funzione  della  sola  x  e  della  sola  y  avrebbe  dei  tratti  di  invarìabi- 
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Ma  non  tutti  i  punti  pei  quali  ha  luogo  uno  di  questi  casi 
pfìr  le  flerivate  parziali  sono  punti  di  massimo  o  di  minimo, 
ed  occorrono  perciò  ulteriori  considerazioni. 

I62>  Cl  limiteremo  a  studiare  solo  il  caso  in  cui  le  deri- 
vate parziali  si  annullano  nel  punto  [a,ò),  supponendo  inoltre 
che  le^derivate  parziali  di  primo  e  secondo  ordine  siano  con- 
tinue in  un  intorno  del  punto  {a^b). 

Poniamo  s  — a-f /^Y,    li^b-rht,  e 

e  supponiamo  clie  la  f{x,tj)  abbia  un  massimo  o  un  minime* 
nel  punto  [a.b].  Allora  la  funzione  ^^i)  di  t  ha  per  /r^O,  e 
qualunque  siano  i  valori  di  A  e  A  tali  che  |/i|<£t .  |A|  <ft,  pare 
un  massimo  o  un  mìnimo.  Infatti  dalle  (1),  (2)  del  numero  pre* 
cedenti^  si  ha  che  per  |^|<1  è 

F(0  —  F(0)  <0,    oppure    F(0  —  F(0)  >  0. 

Inyersamente  ae  la  ^{l)  per  /f  =  0,  e  pei  valori  di  A  e  A  tali 
che  1^1  <  fi  ,  l^iS-it  ha  un  massimo  o  un  minimo,  dico  che  avrà 
pure  un  massimo  o  un  minimo  la /(x,^)  nel  punto  (a, 6)*  In- 
fatti le  formole  precedenti,  che  saranno  allora  verificate  per 
[/|<fo,  e.ssendo  /^J  un  certo  numero  positivo,  e  per  quei  valori 
dì  h  e  ftj  non  sono  altro  che  le 

f{a^Vht,  b^kt}—/\a,b)>(ì. 


)IU,  eJù  cMe  abbiamo  escluso  trattando  dei  massimi  e  minimi  per  la 
funzioni  di  unn  sola  variabile  indipendente,  e  non  possiamo  allora 
dire  che  la  f{,T,y\  considerata  come  funzione  deHa  sola  x  e  dalU 
sola  tf^  ha  un  massimo  o  un  minimo  in  <a^ò).  Questo  spiegai  le  pa- 
role «In  generate^  usata  nel  testo.  Ma  ancora  in  questi  casi  di- 
rebbe sempre— y-^  =  0  o  — jp^  =  0,  e  quindi  le  conclusioni  eoi 
siamo  giunti  rispetto  alle  derivate  parziali  rimangono  inalterata. 
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le  quali,  posto  ht=^h\  kt=k\  ci  dicono  che,  per  tutti  i  va- 
lori di  h\  k'  tali  che  \h'\<t^t,,  |*'l<^o*"2,  è 

Aa  +  A^  b'\-k')—f{a,b)<Q 
oppure 

cioè  che  la  f(x,y)  ha  nel  punto  (a, 5)  un  massimo  o  un  mi- 
nimo. 

Ora  affinchè  9(/)  abbia  un  massimo  o  un  minimo  per  /=:0, 
occorre  che,  limitandoci  a  considerare  i  massimi  e  minimi  pro- 
venienti dell'annullarsi  della  derivata,  sia  ^'(0)  =  0  e  ^''(O) 
mantenga  lo  stesso  segno  o  sia  nullo  pei  valori  A\  h,  q  k  non 
maggiori  numericamente  di  certi  numeri  positivi  e^Sj. 

Ma  (vedi  n.  151) 

e  quindi  affinchè  sia  9'(0)=0,  qualunque  siano  quei  valori  di 

h,  k,  ed  in  conseguenza  affinchè  (a,b)  possa   essere   punto  di 

massimo  o  di  minimo  per  la  funzione  /*(«?, y),  occorre  intanto 

,      .    d/'ia^b)      ^   df{a,b)      ^  .^  ,     ,, 

cne  sia  — — —  =  0,  — =  0,  come  già  sapevamo.  Inoltre, 

poiché  è 

^    ^  '  dx^  Ox  òy  dì/ 

occorre  che  la  funzione  omogenea  di  2  grado  in  A  e  &  del 
secondo  membro  di  questa  formola,  ove  non  sia  zero,  non 
cambi  segno  per  quei  valori  di  A  e  A;  e  se  si  manterrà  sem- 
pre positiva  si  avrà  effettivamente  un  minimo,  se  sempre  ne- 
gativa un  massimo;  e  se  risulterà  zero  per  alcuni  valori  di 
h  Q  k  rimarrà  dubbio  se  il  punto  (a, è)  sia  di   massimo  o  di 
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minimo  o  ne  di  massimo  ne  di  minimo  per  la  /*ft,^)  ed  oc- 
correrebbe allora  considerare  le  ^"'(0),  'j^^{0).  Osservando  ora 
che  la  precedente  funzione  omogenea  di  2*  grado  può  scri- 
versi cosi  : 


Ox» 


si  vede  che,  posto 


se  A>0,  la  predetta  funzione  omogenea  sarà  sempre  positiva 
oppure  negativa,  per  qualunque  sistema  dì  valori  di  A  e  £,  $e- 

co ud oche 

~^^>0    oppure    ^3^<0; 

e  notiamo  che  queste  ultime  condizioni  unitamente  alla  A>0 
portano  di  coiiseguenza 

'  \   '      >  0    oppure    -^ <  0. 

Se  poi  A<0  non  esistono  numeri  i|  ,  ^^  tali  che  p^f 
1^1  ^-r  tl^l^^i  1^  funzione  omogenea  di  secondo  grado  mau- 
tenga  sempre  lo  stesso  segno,  potendosi  allora  scegliere  i  va- 
lori di  /t  e  ifc  in  guisa  che  per  alcuni  abbia  un  segno,  per  altri 
l'opposto. 

E  se,  in  ultimo,  À  =  0  la  funzione  omogenea  è  nulla  porgli 


447 


infioìti  valori  dì  h  e  k  pei  quali  è 


dar  Ot/^ 

Da  quanto  precede  ricaviamo  che:  ai  sisteim    di  valori 

3  f        lì? 
(a^b)  di  x,y  che  anmtiiano  le  —  ^   t—  possono   cù?TÌspon* 

derc  massimi  o  minimi  per  la  funzione  f(x,jr). 
Se  per  x  =  a,  y^b  si  ha 


a/  sisiema  (a,b)  cor?*i5pe?Krfe  «é  massimo  wé  ìnìnimo. 
Se 


i)y'       \3x  Oy 

per  X3=a,  y^:b,  ^Z  sistema  (a,b)  corrisponde  un  massimo 

«e,  per  x^a^  y  =  b,  è  r-à<0  t*  quindi  anche  t-i<Oj  tt*i 

3x  jy 

minimo  se  r— =  >  0  e  quindi  anche  r— ?  >  0. 
3x*  ^  Dy^ 

Se  poi  per  as^a^  y^ò  ò 


0  se  le  derivate  seconde  — ;  ,  r4  ,  sono  tuiie  nulle,  oc- 

Jx*      rf//      i?a;  Oy 

correrebbero   ulteriori   considerazÌouÌT  che   non   preudtjrerao   a 

trattare. 
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EsiCUPI 
1)  Determiniamo  ì  massimi  o  miDimt  della  fuuzioQe 

Abbiamo 

I  valori  che  atiDullaiiu  le  derivata  prime,  e  pei  quali  po- 
tremo avere  un  massimu  o  uu  mìnimo  per  la  fuiizioae,  sano 

x=zZ  .1J  —  Ì  ;  *~4  ,  y=rl. 

Al  punto  (2,  I)  carrispundc  tiè  massimu  ne  minimo  perche 
per  aJ:=2,  y=:l,  abbiamo 

S?V_(_iZ-Y=_,.,.2<0; 

al  punto  (4,1)  corrisponde  un  minimo  per  la  funzione  [il  va- 
lore /'(4,  l)=i=20]  perchè  per  x-.^\,  !f=^l  abbiamo 

ed  inoltre 

?:f=e>o.2  =  2>o. 
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2)  Determinare  fra  ì  triangoli  di  ugual  perimetro  quello  che 
ha  l'area  massima. 

Indichiamo  con  2p  il  perimetro  con  x^y,  c=^2p  —  x — y 
i  lati  del  triangolo.  L'area  del  triangolo  è  espressa  dalla  for* 
mola 

|/p(p— 0?)  {p—y)  ijp—c) 
zz:|/p(p— X)  ip—y)  (x+y— p), 

cosi  che  basterà  cercare  i  valori  dì  x  q  y  che  rendono  massi- 
ma la  funzione 

f{x,y)  =  (p— a?)  (p—y)  (a?-f y— p). 

Ora  abbiamo 

^  =  {P-y)(2p-2x-y),   ^l  =  (p-x)(2p-2y-x), 
^'^    =(2a;  +  2y-3p). 


ex  dy 


I  valori  di  ^,y  che  annullano  le  derivate  prime  sono 
x=  -^^  yzz:  -^,  che  sono  quelli  che  annullano  2p  —  2a?  — y 
e  2p — 2y—x,  e 

(x=p,y=p);  {x=p,y=0);  {y=p,x=0). 

Ma  queste  tre  ultime  coppie  di  valori  non  debbono  essere 
prese  in  considerazione  perchè  per  esse  uno  dei  lati  del  tri- 
angolo sarebbe  di  lunghezza  nulla. 

Rimane  quindi  la  prima  soluzione  x=y=  -;— per  la  quale 

29 
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abbiamo  effetti vamen te  un  massimo,  perchè  per  a;  =  y^-^  4 

ó 


2  a*/"  2 


n  triangolo  ricercato  è  equilatero  avendo  i  tre  lati 

3^t=f/^c=  ~^i  cioè  fra    i  triangoli   isoperi  metri   quello  di 

area  ma^ìsima  è  il  triangolo  equilatero. 
3)  Massimi  e  minimi  della 


f{x ,  y)  =:  x*  +  ^^—2(0:*  -f  t/^)  +  i£!/. 


Abbiamo 


1  sistemi  di  a? ,  y  ohe  annullano  le  derivate  prime  sono 

Ai  due  ultimi  sistemi   corrisponde   un   minimo  per  la  fuu* 

zione  f,  perchè  per  ciascuno  di  essi  è  A>0,  r^>0. 

Pel    primo   sistema  abbiamo  A:~iO,  caso  che  non  abbiamo 
studiato  in  generale,  Però,  per  questa  funzione^  e  ciò  avyieoe 
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ancora  per  altre  simili,  possiamo  riconoscere  direttamente  che 
abbiamo  né  massimo  nò  minimo.  Infatti,  osservando  che 

/•(0,0)=0,    f{x.y)  —  x'  +  y'  —  2{x-yf. 

si  ha 

AO+A,  0  +  A)  — /*(0,0)  =  2A^>Ò; 

e,  prendendo  poi  A'<2, 

AO+A,  0)-A0.0)z=:A«(A'-2)<0, 

cosichè  non  vi  è  alcun  intorno  del  punto  (0,0)  per  tutti  i  ponti 
(0-f  A.  0  4- A)  del  quale  la   differenza  AO  +  A,  0  4-A)— A0,0) 
mantenga  lo  stesso  segno,  ove  non  sia  nulla.  Quindi  il   punto 
(0,0)  è  punto  né  di  massimo  né  di  minimo. 
163.  Supponiamo  ora  che  sia 

d^^~~'       Oy'      ~   '     Oxdi/    —  "   '• 

Allora  essendo  9''(0)z=:0  qualunque  siano  h,  k,  affinchè 
((z,b)  possa  essere  punto  di  massimo  o  minimo  per  la  nostra 
funzione  f(x,y)  occorre  che,  qualunque  siano  A,  A, sia  (jp'^'(0)=0. 
Ed  allora  avremo  effettivamente  un  massimo  od  un  minimo  se- 
condochè  9*^(0)  si  manterrà  sempre  negativa  o  positiva,  qualun- 
que siano  i  valori  di  h,  k  tali  che  |A|<c,  ,  |A|<£8. 

Cosi  proseguendo  vediamo  che: 

Ammessa  la  continuità  di  quelle  derivate  parziali  della 
f(x,y)  che  occorrerà  considerare,  se  il  primo  gruppo  di  de- 
rivate parziali  che  non  si  annullano  tutte  per  x  =a,  y  =  b 


1)  Per  errore  furono  stampato   in  fondo  alla  pag.  447  le  parole 
€0  se  le  derivate  seconde  -2—-  ,  —-i-  ,  ,  sono  tutte  nulle  ». 
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è  quello  d'ordine  n  edn  è  dispari^  al  punto  (a ,  b)  corrisponde 
né  7nassimo  né  minimo;  se  n  è  pari,  può  f(a,b)  essere  valore 
7nassimo  o  minimo,  e,  affinchè  lo  sta,  bisogna  che  esistano 
numeri  e,,  e^  tali,  che  la  funzione  omogenea  di  grado  d 
m  h,  k 


dH{sL ,  b) 


hn,^^-f(a.b)  D(a-l)    ;?-*f(a/b] 


3"Ì(a ,  b) 


k" 


non  cambi  segno  per  tutti  i  valori  |h)<et,  |kl<£,.  E.  se 
non  si  annullerà  mai  altro  che  per  h,  k  contemporanea- 
mente nulle,  si  avrà  un  massimo  o  un  ìninimo  secondochè 
ai  manterrà  sempre  negativa  a  positiva. 

Giova  qui  notare  che  affinchè  la  precedente  funzione  omo- 
genea non  si  annulli  mai,  altro  che  per  k^  k  contemporanea- 

mente  nulli,  bisogna  che  — \  ^      ,    ■  z-^ —  siano  entrambi 

diversi  da  zero,  poiché  se  p.  e.  fosse  —^ ^=^0^  essa  si  an^ 

nullerebbe  per  h  =  0  e  k  qualunque;  ed  affinchè  non  carabi 
segno  bisogna  che  queste  due  deiivate  abbiano  lo  stesso  segno, 
altrimenti  avrebbe  un  segno  per  h^Q  e  k  qualunque,  e  il  se* 
gno  opposto  per  h  qualunque  e  k^O. 

Notiamo  ancora  che  la  natura  speciale  della  funzione  che 
bi  studia  permette  spesso  di  decìdere,  con  speciali  considera- 
zioni,  se  si  ha  un  massimo  o  un  minimo  o  ne  l'uno  né  Tal* 
tro  per  a?=a,  y  =  b,  senza  aver  bisogno  di  ricorrere  alla 
precedente  funzione  omogenea. 

Esempio.  Massimi  e  minimi  della  funzione 

f{x ,  y)=  ;x;Y{a  -^x  —  fj). 
Abbiamo 

^  =  xyC3a-4x^3j/),^  =  Ahj{2a-2x-3!/) 
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^  =  2ar/(3a  -  ix  -  3y)  -  4xy.  ^  =:X^(2a  -  2x  -  3y)  -  3x»y, 

'''    —  2a?y3a  — 4a;  — 3y)— Sa;*/. 


dx  Ot/ 

I  sistemi  di  a;,y  che  annullano  le  derivate  prime  sono 

(a  a\ 

(fl?  =  0,  y  qualunque),         (y  =  0,  x  qualunque). 
Pel  primo  sistema,  essendo  per  esso 

dx*  ìy*      \dx  ìy/  \2«  .3"      2,*.  37  ^ 

SI  ha  un  massimo  fi  -p-  ,  ^j- I  =  -j^^. 

Pel  secondo  sistema  sono  nulle  tutte  le  derivato  seconde. 
Le  derivate  terze  essendo 

^  =  Qy\a-fj)-2ixy*  ,  |^  =  _6x». 
dIiP  =  ^^^(««-  %-12x).^-i|,  =  2xX3a-4«.-9,), 

si  annullano  tutte  fuori  che  j^  ^^^  diventa  6^(a — y),  diversa 

da  zero  a  meno  che  siay  =  a  oppure  y=0.  Possiamo  intanto 
asserire  che  per  xz=.Q  e  y  qualunque,  escluso  j^==:0  e  y:=-a, 
si  ha  né  massimo  né  minimo.  Ma  per  (a?  =  0,  y  =  0)  abbiamo 

/•(0+A,  O+t)— /*(0,0)  =  /i*A«  h(a  —  h-k), 
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cosìchè  prendendo  h,  k  in  modo  die  |/^-^S:|  <i\fi\  la  precetlent^ 
differenza  cambia  se^no  con  h;  per  .rr=0,  y^^  è 

/^(O  ^  /i,  a  +  h)  -  /(O , fl)  =  -  yi^(a  f  A)*  (A*  4-  Ai) 

e  ta  quantità  h^  +  hk  non  mantiene  lo  stesso  segno  qualunque 
siano  A,  A,  perchè  affinchè  ciò  avvenga  per  una  funzione 
ah^-\-2hhk'^ck^  occorre  (vedi  n,  162)  che  ac — J^>0,  Quindi 
anche  per  {x^z^,  yz^Q)  e  per  [x^Q^  V-^^)  ^i  ha  né  massimo 
né  minimo,  cosichè  per  a;  =  0  e  y  qualunque  si  ha  né  massimo 
ne  minimo. 

Pel  terzo  sistema  (^^0,^  qualunque)  si  annullano  le  de* 

rivate  seconde  eccetto  la  -— r  che  diviene  23?[a  —  x\   diversa 

"// 

zero  a  meno  che  sìa  37=^0  oppure  x^a.  11  caso  r=3  0  è  stato 
già  considerato.  Se  xz:^aj  annullandosi  allora  tutte  le  derivate 

seconde  ma  non  la   ~,  si  ha  ne  massimo  né  minimo.  Se  poi 

dtf 


y^=0  e  X  qualunque,  escluso  zero  ed  a,  abbiamo 


^DV 
^ 


Per  decidere  se  abbiamo  massimo  o  minimo  o  né  l'uno  afe 

Taltro»  ricorreremo  anche  qui  alla  differenza 

f{x-\-h,  0  +  k)—fix,0)  =  {m^hyk'(x-^h)  [a~x  —  {h-hk)l 

Pi'endendo  \h^k\<^\a  —  ^|  ,  |/i|<k|  noi  vediamo  che  co- 
munque varino  A,  A  entro  quei  limiti,  che  determinano  un  certo 
intorno  di  punti  {x-hh,  0-f-A)  del  punto  (x^O)^  la  precedente 
differenza  mantiene  sempre  lo  stesso  segno,  il  segno  di  cc{a — se)* 
Quindi  abbiamo  un  numero  infinito  di  ma'^simi  e  minimi 
/■(.T, 0)^=0  della  nostra  funzione,  corrispondenti  ciascuno  a  eia* 
scuno  df»gU  infiniti  punti  (.c,0)  (asse  delle  jtJ,  esclusi  i  punii 
(0,0),  e  {a,0);  e  avremo  un  massimo  se  :r(rt  — x)<0,  UD  mi- 
nimo se  w{a — t)>0. 


myv'^rs'vv  ^ 
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164.'  Per  le  funzioni  f{x^,  x^,..  x^)  di  n  variabili  indipen- 
denti valgono  analoghe  definizioni  e  considerazioni.  E  così,  am- 
messo che  la  funzione  /*  non  sia  costante  in  nessuna  porzione 
anche  piccolissima,  a  n  dimensioni,  del  campo  C  in  cui  la  si 
considera,  diciamo  che  la  /'ha  un  valore  massimo  o  un  maS' 
Simo  fitti,  a,...  Un)  nel  punto  m,  («i,  a,-  ^n)>  quando  esiste  un 
intorno  di  m,  nel  quale  i  valori  della  /*  nei  punti  diversi  da 
m  non  sono  mai  superiori  ai  valori  di  f  nel  punto  m,  potendo 
però  in  alcuni  punti,  ma  non  in  tutti,  essere  f{Xi,  x^..  x^) 
=  A«ii  ««•.  «n)  etc. 

E  il  punto  m  sarà  punto  di  massimo  se  esisteranno  numeri 
positivi  ei,  €,..  e^  tali  che  per  |Ai|<£,,  |Aj|<£2,...  |Ant<£«,  sia 

A«i  +  Al ,  a,  -f  At . . .  «„  +  An)  —  A«i ,  a« . . . .  «n)  <  P  etc. 

Seguendo  una  vìa  completamente  analoga  a  quella  tenuta 
per  le  funzioni  di  due  variabili  indipendenti,  e  ammessa  la 
esistenza  e  continuità  delle  derivate  prime  e  seconde  della  /*, 
si  vedrebbe  che  i  sistemi  di  valori  delle  variabili,  ai  quali  può 
corrispondere  massimo  o  minimo,  sono  quelli  che  soddisfanno 
alle  equazioni 

(1)  JZ1=0-^— 0       -?^-0- 

^^^  dxi        ^'   dx,  —^''"dx^  — "' 

e  a  uno  di  tali  sistemi  corrisponde  efiettivamente  un  massimo 
0  un  minimo  secondochè  la  funzione  omogenea  di  Z'  grado 
nelle  A| ,  Ag  •  • .  A„ 

^=  ^  *■•+  ^  *•■+..+  ^  V 

non  annullandosi  mai  altro  che  quando  tutte  le  h  siano  zero, 
si  mantiene  negativa  o  positiva  qualunque  siano  i  valori  delle 
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hit  All'  f^nt  avendo  supposto  che  la  derivate  seconde  non  siano 
tutte  nulle  pel  sistema  di  soluzioni  che  sì  considera. 

Potremo  anche  supporre  che  una  delle  ~~  ,  — -, . . .  — —  , 

poniamo  la  r-^,  non  sia  nnlla,  poiché,  se  tutte  fossero  nulle 
la  V  ri  ducendosi  a 

supposto  r- — T— ^  diversa  da  zero,  avrebbe  un  certo  segno  per 

A3^Ajzr..,:^ft«3=0,  A,^/i'i,/i,=-A'i   e  Ìl    segno  contrario 
per  As^A^^r, ,  .T3A,j-=0,    h^-=.h\   h^'=-  —  //i,  così   che  si 
avrebbe  allora  né  massimo  né  minimo. 
Ora  posto 

— ^  =  Al,  — 4_  Aj+  X — T—  ^-13  +  -+  \ — k —  /'i*  =  P* 

è  TziiAiV  +  2  PAi  +  Q, 

e  poiché  Vsì  riduce  a  Ai/ij*  quando  si  faccia /i^rrAs  =:^,.r=A^^)» 
sì  vede  intanto  che  Ai  e  Vi  qualunque  siano  le  A,  devono 
avere  lo  stesso  «egno,  ed  avremo  minimo  se  A|>0,  massioiQ 
se  Ai<0. 

Osservando  inoltre  che 

A,y={AA^Fy+V,,  dove  V»  =  A.Q  — P", 

p 

Tediamo  che  AiV  si  riduce  a  Vi  quando  si  faccia  A,r:r —  —, 

Ai 


1 


valoi'e  che  possiamo  sempre  attribuire  ad  fti  per  quanto  pic- 
cola essa  debba  pur  essere  numericamente,  giacché  P  contiene 
la  A,,  A5,..  h^,  che  potremo  prendere  comunque  piccole.  Oc- 
corre dunque  tanto  pel  massimo,  come  pel  minimo,  che  Vi  sia 
sempre  positiva,  qualunque  siano  i  valori  delle  A, ,  A3 . . .  A^.  Ma 
V,  ò  una  funzione  omogenea  di  2*  grado  delle  n — I  quantità 
ht,h3,...hn  come  lo  è  V  delle  n  quantità  hi,hf..,hn.  Quindi 
troveremo,  trattando  la  Vi  come  la  V,  che,  onde  V,  sia  sempre 
positiva,  occorre  che  una  certa  quantità  Ag  sia  positiva  e  una 
certa  funzione  omogenea  di  2**  grado  delle  n — 2  quantità 
fh,h4,...hn  sia  costantemente  positiva  e  cosi  di  seguito.  Otter- 
remo così  successivamente  le  condizioni  A2>0,  A3>0,...An>0. 
Cosichò  vediamo  che  le  condizioni  comuni  al  massimo  e  al  mi- 
nimo sono  le 

A,>0  ,  A8>0,...An>0. 

ottenute  come  si  è  detto,  e  intendendo  sostituito  nelle  A,,  As,...A^ 
in  luogo  delle  ^1  Xt,...a?M  il  sistema  di  soluzioni  delle  (l)  che  si 
considera,  e  allora  avremo  un  massimo  se  per  esso  Ai<0,  un 
minimo  se  A,>0. 

Se  qualcuna  delle  quantità  A2,A3,...An  è  negativa  si  ha 
né  massimo  né  minimo. 

Giova  poi  notare  che  la  V,  essendo  le  hi,ht,hn  aumenti 
attribuiti  alle  a;,, or,,  ...a?,»,  è  il  differenziale  di  2^  ordine  (3Pf 
della  /*,  sicché  si  avrà  un  massimo  oppure  un  minimo  secon- 
dochè  questo  differenziale,  pel  sistema  di  soluzioni  delle  (l) 
che  si  considera,  si  manterrà  negativo  oppure  positivo  qualun- 
que siano  i  valori  dei  differenziali  delle  Xi^x^.^.x^* 

In  particolare,  perle  funzioni  f{x^y  ^z)  di  tre  variabili  in- 
dipendenti si  trova  che  le  condizioni  comuni  al  massimo  e  al 
minimo  sono 


3V;3V:__/jVLY>o 
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veriflcalfì  le  quali  si  ha  inassìino  oppure  minimo  secondocbè 


A.  =  ^-^<0    oppure    g>0. 


Tralasceremo  poi  di  considerare  i  ca^ii  plii  complicati,  Tiei 
quali,  per  la  soluzione  delle  (1),  sì  annullino  alcune  delle  quan- 
tici A^,  A3,, ,  A„. 

Se  poi  sì  annullano  tutte  le  derivate  secontle  valgono  con- 
siderazioni analoglie  a  quelle  svolte  nel  n,   163. 


Esempi 


1)  Massimi  e  minimi  della  funzione 


Prendendo  i  logaritmi  dei   due   membri  e  differenziando  otte- 
niamo 

e  da  questa,  pure  differenziando, 
(2) 


45d 
Dalla  penultima  forinola  riconosciamo  inoltre  che 


\a,tt^  -f  a,x,  +...4-  «n^H  / 


_    -a,W'^tW"-'  nW  [^^  _ 27ir^Xr  {a,X,  +  fle^T,  -f  . . .  -f  «.o:,)]. 


e  le  equazioni  r-^  =  0,  -— ^  zizO,...-— ^  zmO  danno  adesso 


dalle  quali  equazioni,  risolute  rapporto  alle  a*,  ,.^,.,,0?^,  otte* 
niamo 


avendo  posto 


p.  =  ±i 


ed  abbiamo  cosi  due  sistemi  di  valori  per  le  a)i,X2,..,iVn,  uno 
con'ispondente  al  segno  4-  e  l'altro  al  segno  —  della  quantità  p, 

1      _  i_ 
pei  quali  sistemi  il  corrispondente  valore  -^ —  e     *  di  /*  potrà 

essere  massimo  o  minimo.  Ora  poiché  il  precedente  valore  di  / 
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è  positivo  oppure  negativo  secondochè  si  eoa  side  ri  il  sistema 
di  valori  corri spondeati  al  segno  -f  o  al  segno  — ,  e  poiché 
questi  valori  annullano  d/,  risulta  dalla  (3)  che,  pel  primo  si- 
stema di  valori ,  d^f  è  sempre  negativo,  qualunque  siano 
dXi^dXz,...dXj„B  quindi  ad  esso  corrisponde  un  massimo  per 
la  nostra  funzione;  e  pel  secondo  sistema  di  valori  d'f  è  sem- 
pre positivo  e  quindi  ad  esso  corrisponde  un  mìnimo. 

2)  Massimi  e  minimi  della  funzione 

1  valori  di  se^p^z  cui  possono  corrispondere  massimi  ù  mì- 
nimi soddisfanno  alle  equazioni 


dX 


(3)      (  ^  —  zy^  —  b\k  —  a*jr  ™  4V  —  c'^)1  =0 

éz 


yt  Jt  ^t  ^ 

delle  quali  ricaviamo  intanto  -^  i^ --;-  ,  — g- ^  — r-    e    qumdi 


m 


y  ^=  :+■ x^     S  ^  it m. 


a 


Prendendo    i    segni    -h    abbiamo 


r;^  =  0  diventa  3i^=[ka  —  (a^H-è^+c^Jo?]*,  che,  paste 
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ci  dà  a;  =  i ,  X  =  = ,  ed  abbiamo  così  i  sistemi  di  so- 

1  +  m  I—m 

lazioni  delle  (3): 
,.,  /  ka  hb  kc   \ 

Combinando  poi  in  tutti  i  modi  possibili  i  segni  -(-e  — 
nelle  (4)  e  procedendo  in  modo  analogo  troviamo  gli  altri  si- 
stemi di  soluzioni: 

i^^  /  ha  —  kb  —kc  \ 

,Q,  /         —ka  kb  kc    \ 

(«>      (*=T=^'  y=n:^"  '=\=;p) 

dove  m'=.o? — b^ — c^; 
iQ\  (    —     ^^  —      ^^  —  ^I*£_^ 

^^^         V-l+^I^'   ^-TT^P'    ^-TT^>^ 

/lAx  /  —ha  —kb  kc     \ 

(10)     (^=r=^'  y==r=^'  ^=1=-^'-') 

dove  w'^=r:a*+6'  —  c^; 
/in         (    —         ^^  _    —kb  _      kc    \ 

^  /    ka  kb  —kc  \ 

dove  m'"  =  a^— *3+c^ 
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Si  può  osservare  che  tutte  queste  soluzioni  si  ricevano  da 
una  di  esse  p.  .es.  dalla  (5)  attribuendo  alle  a,ò,c  i  segni  4* 
o  —  in  tutti  i  modi  possibili,  come  era  da  prevedersi  avuto 
riguardo  alla  natura  della  nostra  funziooep 

Abbiamo  inoltre 


^*^  —  Qà^b\k  —  a}x  ~  bhj  —  c*z),  etc. 


dxìy 
cosichè  pel  sistema  (5)  abbiamo 


*'  =  T^" +  "''>'•• 


*'=(E^'"^'  +  ''"+*'»''' 


e  ad  esso  corrisponde  dunque  un  minimo. 

Osservando  ora  che  il  sistema  (6)  ìà  ottiene  dal  sistema  (5) 
cambiando  in  questo  a,b,o  in  —a,  — é^  —e,  avremo  per  es^so 
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A3  = 


[\^rnf   I—m  ' 


e  perciò  se  1 — m>0  avremo  un  massimo;  se  1  —  m<0  né 
massimo  nò  minimo,  perchè  o  è  l<a^  cosichè  A3>0  ma,  es- 
sendo  anche  allora  l<a^4-&'è  A2<0,  oppure  è  l>a^-fft^  co- 
sichè A,>0  ma,  essendo  anche  allora  l>a^  è  A3<0. 

Procedendo  in  modo  analogo  si  trova  che  ai  sistemi  (7), 
(10),  (12)  corrisponde  né  massimo  né  minimo;  al  sistema  (8) 
corrisponde  un  massimo  se  1  — m'<0,  né  massimo  né  minimo 
se  1 — m'>0;  al  sistema  f9)  corrisponde  un  massimo  se 
l  +  w'^<0,  né  massimo  né  minimo  se  l-fm'^>0;al  sistema 
(11)  corrisponde  un  massimo  se  l+w'''<0,  né  massimo  né 
minimo  se  l4-m'''>0. 

165.  Passando  ora  a  considerare  il  caso  generale  di  fun- 
zioni implicite,  supponiamo  che  le  equazioni 


n 


(1) 


|^«(acMX,,...a7^,y,,y,,...y«)  =  0 
I 


definiscano  completamente  le  funzioni  yi ,  .y« , .  • .  y»»  ^i  •''i  »  «^i-  -^n* 
e  si  vogliano  determinare  i  massimi  e  minimi  di  una  qualun- 
que delle  funzioni  y;  poniamo  della  t/i. 

Dovremo  allora  calcolare  le  derivate  parziali  della  f/i,  e  de- 
terminare i  valori  delle  a) ,  ^  che  soddisfanno  alle  equazioni 
(1)  e  a  quelle  ottenute  eguagliando  a  zero  queste  derivate; 
poi  r esame  delle  derivate  seconde,  nel  modo  indicato  nel  nu- 
mero precedente,  ci  indicherà  a  quali  sistemi  di  valori  corri- 
sponda effettivamente  un  massimo  o  un  minimo  per  la  y,. 

Per  ottenere  quelle  derivate  parziali  possiamo  anche  diffe- 


I 

i 
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reaziare  le  equaziouì  (I),  ottetiendu  cosi 


(2) 


e  tra  queste  equazioni   eliminare  dt/^^di/^,.  .^di/,^;  il   risultati) 
della  eliminazione  sarà  della  forma 

Xidoc^  +  Xtdcct  +  . .  .-\-X^dx^  +  Yidfjt  =  0 
e  perciò  avremo 

axi~      Yi   '  Dx^  Yi  "'i}x^~^       Y/ 

La  oliminazione  può  venire  facilitata  dall'uso  di  mottipli- 
catari  indeterminati \  cioè  moltiplichiamo  la  seconda  delle 
equazioni  {2)  per  a,,  la  terza  per  ?t,-.,  la  m"'™*  per  >,„,_,  e 
sommiamo  le  equazioni  (2),  determinando  i  moltiplicatori  /  iti 
modo  che  i  coefficienti  di  dyt^  di/^,*.  ,df/f^  nella  somma  siano 
zeroj  cioè  in  modo  che  sia 

*^^     ^  ^t       ^^     4.   >       "^^^    -L         a,  ì  ^^«     ~  fi 

^ r  fi  -r 1-  /  ,  -7 h  ♦  ^  -  +  /'Bi_r  -r =  U 


otterremo  allora  una  equazione  della  forma  della  (3)« 


ì 
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II  problema  generale  ora  studiato  contiene  come  caso  par- 
ticolare quello  dei  massimi  e  minimi  relativi,  cioè  quello  nel 
quale  si  richiede  di  determinare  i  massimi  e  minimi  di  una 
funzione  esplicita 

F(x,,a:,...a:^,yj,ye...y,^_,) 

di  n  +  m — 1  variabili  quando  tra  esse  esistano  m — 1  rela- 
zioni 

(4)  

perchè,  posto 

il  problema  di   determinare  i  massimi  e  minimi  di  y^  è  pre- 
cisamente quello  trattato  precedentemente. 
E  cosi  quest'ultima  equazione  ci  da 

OF  3F  OF  dF 

(5)rfy«=— dx.+  ...+  — rfa;„+  — dy..f...+  -j^dy«_.. 

dalla  quale  eliminando  dt/i,dt/^,...du^^i  mediante  le  equazioni 
che  si  ottengono  differenziando  le  (4)  si  ottiene  una  espressione 
della  forma 

dyfn=  XiCtoi  -f  XtCtet-h  —  4-  X^da?^ 

e  le  X|  =  0,  X,sbO,...X^  =  0  sono  le  equazioni  dalle  quali 
unitamente  alle  (4)  si  devono  trarre  i  sistemi  di  valori  per  le 
iri,iP,...a:^,yi,y2...y,H-i»  cui  può  corrispondere  per  la  F  un 
massimo  o  un  minimo. 

30 


166 

Possiamo  anche  qui  usare  il  metodo  dei  molti plicatorì  io- 
detonniiiati.  MoItiplìcaQdo  per  Xi ,  >a,  ./^m-i  le  m  —  1  equazioni 
che  si  ottengono  difleren^iando  le  (4)  e  sommando  colla  (3), 
si  ottiene 


+  . 


avendo  determinato  te  /, ,  /,,.,  /„_,  in  modo  che 


(6) 


i^^>,J^^...^,_i^^O. 


Lo  equazioni  da  cui  si   devono  trarre   i  valori  delle  x,t/,  cui 
possono  corrispondere  massimi  o  minimi,'  sono  così  le 


unitamente  alle  {i). 
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NotìaiQo  che  le  equazioni   (7),  (6)  sono   quelle   stesse  che 
servirebbero  per  risolvere  il   problenia  di  determinare  i    mas- 
simi e  minimi  assoluti  della  funzione 


Esempi 

1)  Massimi  e  minimi   della   funzione  z  di  x^fj  d^tìtììta  dalla 
equazione  (Vedi  esercizio  11  a  pag  217) 

Abbiamo 

dz a^-^éyz       dz    by^-¥éwz 


ùx 


cz^-i^  exf/   '    Zy 


€z^-\-exy  ' 


e  i  valori  di   ^,tj\z  che  soddisfanno  alla  equazione   proposta 
e  alla 

Oz       ^z 
ottenute  uguagliando  a  zero  -—  ,  —  ,  sono 


/ 


{«) 


a:  =  0 


aÒG 


y=o 


(S'J 


f  —  ^  |7   s 

\  ^       r    é^-ì-aòc 

Per  calcolare  i  valori  delle  derivate  seconde  corrispondenti 


.=_[/x 


a  questi  sistemi  di  valori  di  x^y.z,  gioverà,  derivando,  msk 

te[ier  calcolo  di  quei  termini  che  siamo  sicuri  si  annulleranno 
sostituendo  per  x^y^z  i  sistemi   (8)   o  (9);  cosi    si  vede  che 

z-^  ::=  —   — i -f  altri  termini  che  si  annullano  quando 

dar  €z^  -h  ewy  ^ 

per  Xff/^z  si  pongano  i  valori  (9), 

Cosi  facendo  si  trova  che  pel  sistema  (8)  è 

e  quindi,  essendo 


il   valore   z  =  —  y  -^-~ -i  corrispondente   ad   x^O,   y^O,  è 

né  massimo  né  minimo. 
Pel  sistema  (9)  abbiamo 


a*j_  2aeVb  D»i_  '^b(\/li 


e  abbiamo  un  massimo  o  un  minimo  secondochè  ^~ — ^è>0 


ovvero  <0,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  secondochè  >0    ov- 

vero  <0;  cioè  vi  è  un  ramo  della  funzione  z  che  per 

s    

^=1 —  1/    o       ,     »  y=  -: —  V  ^       j.     prende  il  valore 

8    

— l/ab  V  :a        r  f  massimo  se  >0,  minimo  se  <0. 

^   e*  4-  aoc  g  g 

2)   Massimi  e  minimi  delle   funzioni   y\,y%  delle  a?,  definite 

dalle  equazioni 

(  a?i4-a;2H-irs4-...4-a?n  +  yi  +  y«=l, 
(10) 

Abbiamo,  differenziando, 

x^dxi  -f  artrfa?2  -f . . .  +  xjix^ + y  i^i^i + y^Vt = 0. 

Prendendo  >i  in  modo  che  1-f  Xiy,z=0,  cioè  \:=i ,ab- 

biamo 

e  quindi 

^.Vi  _  _  1-f  V,.  _  _  f/t  — a^r 

i)»r  1+Àiyi  y«— yr 

Le  equazioni  pel  massimo  o  minimo  di  tfi  sono  perciò  le 
Vt  —  X^  —  O,  yj  — a?g=:0,...y8  — a:^=0, 


per  1p  quali  lo  (10)  diventano 

(n^ì)r,^y,  =  l,     (n  +  lK^  +  y,^— l; 

sofitituendo  nella  seconda  il  valore  di  yi  ricavato  dalla  prima, 
si  ha 

-s 

(n+l)xi[(n +  2)^4  —  2]  =  a 

2 
]a  quale  ci  da  ar|:=0  e  d?!^    ■    ,-..  Abbiamo  cosi  due  sistemi 

(12)  (j?i  =  a?j:=...  =  x,,  =  //ì  =  0  ,  fjx=ì), 

(13)  (x,  =  ,r,=  ..z=^,=:y,=^,  y>  =  -irT2) 

ai  quali  può  corrispondere  mass  imo  o  minimo  per  Vi* 
Osserviamo  ora  che  differenziando  le  (11)  si  ha 

d^,*  +  dxt*  + . , .  +  rfa;^*  +  j/i  £f  i/i  +  yW  V*  +  ^i^i*  +  d^i*  =  0, 
dalla  quale,  in  virtù  della  penultima  formola,  ricaviamo 
1 


(l'in  = 


(rfjCi*  H-  dx/  +  . . .  +  rf^„^  +  dy,*  +  dt/t^y 


y^  —  Vi 

Ora  i  sistemi  (12),  (13)  danno  rispettivamente 

à*f/^  =  —  (^/a?,H  fte,'  4- , . .  +  da?„^  +  dy»^)  <  0, 

tf y,  =  rfa;  *  4-  (hr^^  +  -  -  4-  dx,,^^dìj^  >  0  j 

co^jicliè  vi  è  un  ramo  della   runzìone  y^  che  per  ì)7i;==ìF|  — »- 
;=a;„^^0  prende  il  valore  massimo  1,  e  un  ramo  della  st<^sa 


^1, 

2 
funzione  che  per  .q^, ^=arj=:  ...  =  j?„  = ^j  prendo   il  valore 


minimo  — 


n 


n^2 

Lo  stesso  avvltìDe  della  finizione  r/j, 
3)  Si  voglia  calcolare  l'area  della   eli  isso   risultante  dalla  in* 
tersezione  dell'ellissoide 


(14) 

!ol  piano 

(ló) 

/a;  +  wiy  +  «J  =^  0, 

Ciò  equivale  a  calcolare  il  prodotto  Aq\  semiassi  della  el- 
lisse, poiciiè,  come  \^  noto  e  come  vorrà  anelli?  di[nostrato  in 
seguito,  l'area  di  una  ellisse  ì  cui  semiassi  sono  A,  B  è  "AB, 
D'altra  parte  i  semiassi  dì  una  ellisse  sono  il  massimo  e  mi- 
nimo raggio  vettore  R  della  ellisse,  cioè  la  massima  e  minima 
delle  distanze  dal  centro  della  ellis?:e  ai  suoi  punti,  come  si 
verifica  subito  osservando  che,  se  la  equazione  di  una  ellisse  è 

posto  X^A  cos  z,  Y^rB  sen  ^.  R':=:X'+  V^A'  cos'  9  +  B"  sen'if 
ì  valori  massimi  e  minimi  di  R^  corrispondono  a 

Il  nostro  problema  adunque  è  ridotto  a  determinare  la  ra- 
dice quadrata  del  prodotta  del  massimo  e  minimo  valoi^e  di 

(16)  r'  =  x'  +  ^Vjs' 

essendo  le  x,y,z  legate   dalle   equazioni  (14),  (15),    DifFeren- 


KÌatido  questa  equazione  e  le  (14),  (16),  otteniamo: 
rdr  =3  xd^ + ydi/  +  zdz 

Oz=ldx  +  mdfj  H-  ndz 
^     xdr      ifdtf      zdz 

per  cut,  facendo  uso  del  metodo  dei  moltiplicatori,  e  chiamati 
questi  X],  — A^,  le  equazioni  pel  massimo  e  mìnimo  soqo: 


le  quali,  moltiplicate  rispettivamente  perx,^,^  e   sommate, 
avuto  riguardo  alle  (14),  (15)»  (16),  ci  danno  ?'*  =  >£,  e  poi 

.      la^  _^.     mb^  ,     no* 

Moltiplicando  queste  per  /,  m,  n,  e   sommando  si  ha,  in 
virtù  della  (15), 


che  è  la  equazione,  le  cui  radici,  considerando  r'  come  inco- 
gnita, sono  il  massimo  e  minimo  valore  di  r^.  Ordinando  Te* 
quazione  rispetto  ad  r\  si  trova  che  il  prodotto  delle  radici  è 


e  quindi  Tarea  richiesta  è 


m 


4}  Massimi  e  minimi  della  funziona 

essendo  le  x^ffi^  legate  dalla  relazione 
(17}  a''i*'c=  =  i% 

Prendendo  i  logaritmi  abbiamo 

logt#=:log(x+I)  +  log(y  +  I)H-log(^H-l) 
(18)  fljloga  +  ^log&  +  alogc  =  logA, 

e  differenziando 


(19) 
(20; 


du dx  dtf  dz 


u        fl?-h  1       y+ 1       ^  +  1 
0:— rfo?  Ioga  -f-  d^  log  b-^dz  log  e, 

I 


e  posto  À  =  ^ —  ' 7—; ,  abbiamo 

*^  (z+l)logc' 

dalla  quale 


I  sistemi  di  valori  di  x.y^z  che  soddisfanno  alle  -— ==0, 
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—  ^0  e  alla  (17) o,  ciò  che  è  lo  stasso,  alla  (18)  sono  quindi 

r"  i.y-  1,^-  ,^g^  ^'V      '^"  ]ogj'^"V 


(*  =  ^ 


1     log  haòa 


log  a 


1     ÌOQkaòc 


log  6 


1     lop  Aséc       \ 


A  ciascuno  dei  primi  tre  sistemi  corrisponde  w^^O,  il  quale 
valore  di  «  è  né  massimo  né  minimo,  considerato  come  corri- 
spondente a  ciascuno  di  quei  tre  sistemi  dì  valori;  perchè  pel 

primo  risultano  le  due  derivate  -—=  ,  —-;  tutte  e  due  ^e^o,  pel 
secondo  è  zero  i— ;,  pel  terzo  è  zero  ^-i,  e  per  ciascan  siste  ■ 
ma  è diverso  da  zero,  cosichè  per  ciascuno   di  essi  è 

^  ^  _  /  J'^  Y  ^  _  /  j'tf  y   Q 

Pel  quarto  sistema  è 


(21) 


i        (log  kahcf 

9    Ioga  log  è  log  e' 


differenziando  la  (19j  otteniamo 


«        \kA^      Var  +  l^       Vy+1/       U+t^      i+i 


47r> 
od  osservando  che  è  (Pz:=zO  in  virtù  della  (20),  avremo,  pel 
sistema  che  consideriamo, 

~       9    Ioga  log*  log  e    LWl/       Vy+l/   ■**\-a^l/J 

Il  valore  (21)  è  quindi   massimo  oppure  minimo,  secondo- 

,  ,         log  kabc         . 
che — — è  numero  positivo  oppure  negativo. 


Esercizi. 
IVlassimi  e  minimi  delle  seguenti  funzioni: 

2.  xy{ax-\-by  —e); 

3.  sen  x-\-  seny+  cos(i2?-f  y); 

6.  Aa?V  B/+C^«-f  2Dy;2;-^2Earz  +  2Giry  +  2Ka;-+-2Hy4-2L;2;f  M  ; 
6.  ^ 


ma 
n 


{a^-x)  (:X-\-y){y  +  z)  {z-Vb)  ' 

7.  Decomporre  un  numero  positivo  a  in  n  parti  positive  tali 
che  il  prodotto   delie  loro  potenze  positive   a,"**,  (x^^^,...a 
sia  massimo  o  minimo. 

8.  Massimi  e  minimi  della  funzione  — - — —  ,  essen 

x^ix^t..,Xt^^ 

do  nir  numeri  positivi  e  le  a;  legate  dalla  relazione 
?w,ir,  +  m^Xt  + ...  -f  m,^Xn  =  1 
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9.  Masi^imi  e  minimi  di  3!*,'+^,*+..  -h^^^  essendo 

10,  Massimi  e  miai  mi  di  ù^^  +  y^-\-z^  essendo  xyz-=&~ 

IL  So  x,y,z  indicano  angoli  di  un  triangolo,  ."^i  deterrai- 
nino  i  massimi  e  minimi  di  sen'"^  sen^'y  seu"^,  essendo  m^n^p 
numeri  positivi. 

12.  Tra  i  parallelepipedi  rettangoli  di  uguale  superficie  si 
assegni  quella  di  maasimo  volume,  e  tra  quelli  di  ugual  vo^ 
lume  quello  di  superficie  minima  *)> 

13.  Determinare  il  parallelepipedo  rettangolo  di  massimo  vo- 
lume tra  quelli  che  banno  per  tre  spigoli  gli  assi  delle  z^^.z 
ed  il  punto  di  comune  intersezione  dogli  altri  tre  sopra  un 
piano  dato* 

14.  Inscrivere   in   un  ellissoide   — r--f -^  + Ar  ^=1   il  P^* 

a*       i'        e* 

rallelepipedo  rettangolo  di  massimo  volume» 

15.  Calcolare  Parea  della  ellisse  ax^  +  2bxy-\-cy^^h. 
10.  Calcolare  il  volume  deir  ellissoide 

a;*         V*      -  * 

17.  Area  della  ellisse  sezione  dell' ellissoide  — ^H-Ti-+-r=^ 

a*        fi'     e* 

col  piano  ^x  +  w^-j-nj  — p. 

18.  Area  della  ellisse  sezione  dell' ellissoide 

Afl5*+Bj^*4C2H2D^^  +  2Ea;^  +  2G^ir=:K 

col  piano  lx-^iny^nz*=zQ. 

19.  Per  uu  punto  entro  un  angolo  retto  condurre  una  retta 
tale  che  sia  minima  la  parte  di  essa  intercetta  dai  lati. 


1)  In  questo  problema  ©  negli  analoghi  sarà  bone  veritìcare  eh©  si 
ha  eHetti vomente  un  massimo  oppure  un  minimo. 


1 
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30,  Per  un  punto  entro  un  angolo  retto  condurre  una  retta 
tale  che  sia  mìnima  Tarea  del  triangolo  che  viene  cosi  a  for- 
marsi. 

21,  Per  un  punto  entro  un  angolo  triedro  t rirettangolo  con- 
durre un  piano  tale  che  sia  minimo  il  volume  del  tetraedro 
che  viene  così  a  formarsi, 

22,  Determinare  un  ponto  M  sut  lato  CB,  un  punto  N  aul 
lato  CA  di  un  triangolo  AbC  in  modo  che  Tarea  del  trian- 
golo CMN  sia  la  metà  di  quella  del  triangolo  ABC  e  la  retta 
MN  risulti  minima. 

23,  Determinare  le  dimensioni  interne  di  un  recipiente  che 
debba  avere  la  forma  di  un  parallelepipedo  rettangolo  a  base 
quadrata  ed  essere  aperto' superiormente,  affinchè  la  superficie 
tuterna  sia  uguale  ad  a^  e  la  capacita  sia  ni  assi  ma. 

24,  Con  un  dato  volume  V  di  una  qualsiasi  sostanza  deve 
costruirsi  un  vaso  di  forma  parai lelepìpeda  rettangola  aperto 
superiormente  e  le  cui  pareti  devono  avere  uno  spessore  a  ; 
determinare  le  dimensioni  del  vaso  affinchè  risulti  di  capacità 
massima. 

25,  Con  un  dato  volume  V  deve  costruirsi  un  vaso  cilin* 
drico  aperto  superiormente;  lo  spessore  del  fomio  sia  A  ed  a 
quello  della  parete  laterale.  Determinarne  le  dimensioni  affin* 
che  risulti  di  capacità  massi ma< 


,     _  og~be  ce  —  qq     .  , 

1.  Per  ,^=  -^ =-,  y=L  — - — — V  SI  ha   massimo   se,   os- 

ai—e*     ^         ah  —  c^ 

sendo  ab  —  c*>0,  è  a<0,   minimo  se  a>Oj  né  massimo,  né 
minimo  se  ab  — c'<0. 

0  e 

2.  Massimo  por  0^=  -rr— ,  w^=t— ^, 

de*  do 

3.  Minimo  per  a:^ — —  -{^2kn,i/—  —  ^^'\-2k'R;  massimo 
per  {a=z  -^  +  ZAtt,    y=~+2k'n  J,  {j;=  —  Tc  +  2kit, 
j^33— r  T  +  2i''jt J,    dove  i,4'  indicano  interi  qualunque. 
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4.  Mai  massimo  o  minimo   per  alcun  valoi-e   fiuito  delle  va- 
riabili. 

iAGEj 

5.  Posto  Az=   (jUdL  6  supposto  A  divergo  da  zero,  ai  ts- 

EDC| 
lori  di  w^fi^z  che  annullano   le  derivata  corrisponde  ne  mas^ 
simo  ne  minimo  se    AG  —  B*<0  oppure   A  e  Jl  hauno  segni 
contrari I  se  AG — B*>0  e  A, A  sono  entrambi  positivi  si  ha 
minimo,  ^e  entrambi  negativi  massimo, 

6.  Massimo  per  otz^.ai-r-y  j  yz^a  (-f-)^ ^  '^^^^(x/  ^ 

mìnimo  per  x  =—  a  y^)^ »  y  =—  ^  \X/    '  '^ ~~ ^  (j/^ 

7.  Indicate   con  a^i ,  a-j , . . ar^j^i ,  a — Xi  —  Xt  —  '* — ^„_i  queste 
partit  sì  ha  massimo  perir|3^>|M,  XB^ofaM,.,,»^:»^, z::^b_jMi 

dove  M  ^ , 

3^1  -h  3f,  +  .  ,  +  ^rt 

8.  V^alore  minimo  (ffii-h  w^H- .,  +  mrt)"*»^'**"*^"^'*"  per 

_      _       _      _  1 


Wi  +  mt+.*.  +  mH 


9,  Valore  mìnimo  — .  -  -  .      =-  per  arj--  a, M ,  x,^ fifM,». 

a;  i=a»M,  dove  M=: — = r- r* 

10.  Minimo  per  a;=:y  =  ;::zrc,  (x  =  c,y  =  ^== — cj»  (y^^^* 

IL  Massimo  per  x  =  are  tg  (mM),    i/  ^  are  tg(n  Mj , 

z  ^=  are  tg  (p  M)  devo  M  ;=  [/  — — — ^  . 

12*  Il  cubo. 

13*  Se  /iX'-hmy  +  n«^=a  è  requazlonG  del  plano,  i  lati  X,Y,Z 

Bono     A  ==    --—  »     Yr=  -rr™  .   ^  = 


'M    '  3m  '  3n 
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14.   Le   coordinate   x,ìj,z  di    un   vortice   sono    x^ 
_     b         _     e 

TTfe' 

ac  —  ò* 


1/3' 


16.    -r: 


3 

A  G  li 

GBD 

EDC 

17.  ir 


18»      -^ dove  j:rz 


^  AGE 
mGB  D 
n  E  D  C 
0    i  TU  n 


19,  Preso  il  vertice  come  origìiie  e  i  lati  dell'angolo  come 
assi  coordÌEiati  9.  ìudicate  con  ajj  le  coordinate  del  punto 
dato  rispetto  ad  essi,  la  retta  taglia  sugli  as^i  delle  .x  e  y  ri- 
spettivamente i  segmenti 

^0.  Presi  i  lati  come  assi  ed  indicate  con  a, è  le  coordinate 
del  punto«la  retta  taglia  sugli  assi  delle  x  e  ^  rispettivamente 
i  segmenti  jr  =  2a,  j/z=2A. 

lM,  Prese  le  faccie  come  piani  coordinati  e  indicate  con  a^  J,  e 
le  coordinate  del  punto,  il  piano  taglia  sugli  assi  delle  x^y„z 
rispettivamente  i  segmenti  xz^'òa^  yr^dò,  z:zzi^e. 

22.  Posto    BCzTfi,  Ck  =  b,  è.  CN=GM-:l/^, 


SÌ3,  Lato  della   base  ^—p^^  altezza  =:-^  -j^ . 
24*  Se  Si^y^z  indicano  la  lunghezza,   larghe^iza  e   profondità 
Gstarne  deve  esaere  x: 


l/V—o^  X 


25.  Se  r  è  il   raggio  dì  tatta  la   base,  h  l'altezza  ^tema 
deve  essere 


_a_       1    [/   4V  a"      ft— A       1    l/  4V  b        ò' 

Se  a^=b,  è  r=i-A. 
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ni.  Applicazioni  geometriclie  del  Calcolo  Ditaziale. 


CurTe  piane.  —  Tangenti  e  normali. 

166.  Ci  limiteremo  alle  più  semplici  e  fondamentali  appli* 
cazioni  geometriche  del  calcolo  differenziale,  poichò  esse  sono 
cosi  estese  ed  importanti  da  formare  un  corpo  di  dottrina  a  se, 
come  si  è  già  anche  riconosciuto  neir  insegnamento  universi- 
tario. 

Preso  un  sistema  di  assi  coordinati  ortogonali  nel  piano, 
cominciamo  dal  precisare  ciò  che  si  intende  per  angoli  di  una 
retta  cogli  assi. 

Sopra  una  retta  distinguiamo  le  due  direzioni  opposte  lungo 
le  quali  essa  può  venire  percorsa  a  partire  da  un  suo  punto, 
fissandone  una  come  direzione  positiva.  Parte  positiva  della 
retta,  a  partire  da  un  suo  punto,  è  quella  che  viene  per- 
corsa da  un  punto  che  si  muove  nella  direzione  positiva. 

Immaginiamo  descritto  col  centro  nell'origine  delle  coordi- 
nate un  cerchio  di  raggio  uno;  A,  6  i  punti  d'incontro  di  esso 
colle  parti  positive  dell'asse  delle  x  e  delle  y.  Per  direzione 
positiva  degli  archi,  che  misurano  gli  angoli  che  le  rette  uscen- 
ti dair origine  fanno  colla  parte  positiva  dell'asse  x,  suole 
scegliersi  quella  per  la  quale  si  muoverebbe  un  punto  che  da 
A  va  a  B  lungo  il  quadrante  AB,  e  direzione  positiva  degli 
archi,  che  misurano  gli  angoli  colla  parte  positiva  dell'asse  ?/, 
quella  per  la  quale  si  muoverebbe  un  punto  che  da  B  va  ad  A 
lungo  il  quadrante  BA. 

Per  angolo,  cogli  assi,  di  una  retta,  che  passa  per  lorigine, 
si  intende  Tangolo  che  la  parte  positiva  della  retta,  a  partire 
dall'origine,  fa  colla  parte  positiva  degli  assi,  misurato  nel  modo 
sopra  indicato. 

Per  angolo  di   una  retta  qualunque  cogli   assi  si   intende 

31 
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l'angolo  che  la  parallela  ad  essa,  condotta  per  T  origine,  fa 
cogli  assi,  avendo  preso  su  questa  parallela  per  direzione  po- 
sitiva la  stessa  della  retta  data. 

Segue  da  ciò  che,  indicati  con  a,  j3  gli  angoli  che  una  retta 
fa  rispettivamente  coU'asse  delle  x  e  delle  y,  è  sempre 

cosaz=:sen/3  ,  cos/3zz:sena 

cos*a  +  cos*/3zz:l  ,  sen*a  +  sen*/3  =  l. 

167.  É  noto  come,  facendo  uso  di  un  sistema  di  coordinate 
cartesiane,  che  per  semplicità  supporremo  ortogonali,  possa  ve- 
nire, in  generale,  rappresentata  geometricamente  una  funzione 
y^zy(iv).  Noi  supporremo  che  nell'intervallo  di  valori  per  x, 
che  si  dovrà  considerare,  la  j/(x),  sia,  o  sia  ridotta  ad  essere, 
uuivalente  e  sia  generalmente  (fatta  cioè  eccezione  di  un  nu- 
mero finito  di  punti)  continua  ed  ammetta  derivata  determinata 
e  finita  *). 


1)  Intorno  alla  rappresentazione  geometrica  dello  funzioni  os- 
serviamo che  (Vedi  «  Harnack,  Die  Elemente  der  Differential-und  In- 
tegralrechnung  -k  pag.  23)  ad  ogni  valore  di  a?,  e  al  corrispondente 
valore  di  y  corrispondendo  un  punto  del  piano  (l'estremo  della  ordi- 
nata y)  per  ogni  valore  x  dell'intervallo  che  si  considera  si  può 
sempre  determinare  il  corrispondente  punto  del  piano.  L'insieme  di 
questi  infiniti  punti  ci  danno  la  curva  rappresentata  day»y(a7).Ma 
poichò  materialmente  non  possiamo  costruire  una  curva  assegnandone 
tutti  gli  infiniti  suoi  punti,  cosi  ci  procuriamo  una  immagine  dell'an- 
damento della  funzione  segnando  quanti  si  vogliono  punti,  corrispon- 
denti ad  altrettanti  valori  della  funzione,  e  congiungendo  questi  puuti 
successivamente  con  rette,  ottenendo  così  un  poligono  di  quanti  si 
vogliano  lati  e  che  ci  darà  un  immagine  tanto  più  approssimata  ed 
esatta  della  curva  corrispondente  alla  funzione,  quanto  maggiore  è  il 
numero  dei  puuti  che  si  sono  costruiti  ;  ma  nelle  sue  parti  piii  pic- 
cole questa  rappresentazione  non  sarà  giammai  esatta.  In  particolare 
poi  i  punti  che  rappresentano  geometricamente  la  funzione  possono, 
nelle  vicinanze  di  un  punto  speciale,  succedersi  in  modo  cosi  ondula- 
to, che  quella  immagine  rappresenterà  molto  incompletamente  la  fun- 
zione, e  subirà  notevoli  cambiamenti  quanti  più  punti  verranno  a  co- 
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Cosi  per  la  funzione  a  due  valori  yiz:jr|/a*-ha?*  si  consi- 
dereranno separatamente  i  due  rami  univalenti  della  funzione, 
yzi:-fa?(/a*-f  a^,  y=:  —  xj/a'-f  x',  cui  corrispondono  due  rami 
di  curva,  il  cui  insieme  costituisce  la  curva  y  -=.  arj/a*  -f  d?'.  In 
pratica  però,  eccettuati  casi  speciali  che  diano  luogo  ad  am- 
biguità, questa  separazione  della  funzione  nei  suoi  rami  suole 
sottintendersi,  senza  propriamente  eflFettuarla. 


struirsi  in  vicinanza  di  questo  punto  speciale;  la  vera  immagine  della 
funzione  in  questo  luogo  non  potrà  in  alcun  modo  fissarsi. 

Il  eh.  prof.  Di  ni  a  pag.  54  della  sua  opera  «  Fondamenti  per  la 
teorica  delle  funzioni  di  variabili  reali "^  osserva  ancora  che  «Quando 
il  numero  dei  tratti  di  invariabilità  di  una  funzione  sia  indnito,  ben 
si  intende  che  non  potrà  costruirsi  per  essa  una  curva  rappresenta- 
tiva, e  solo  col  pensiero  potremo  talvolta  riferirci  a  una  curva  rap- 
presentativa con  un  numero  infinito  di  vertici.  S'intende  poi  che 
questa  mancanza  di  una  rappresentazione  geometrica  può  presentarsi 
anche  quando  la  funzione  sempre  continua  in  tutto  l'intervallo  non 
ha  tratti  di  invariabilità  o  ne  ha  soltanto  yn  numero  finito,  come 
p.  es.  :  quando  la  funzione  sia  tale  che  per  essa  non  possa  pensarsi 
che  una  curva  rappresentativa  costituita  dalla  porzione  di  un  poli- 
gono i  cui  lati  sono  in  numero  infinito  e  non  sono  nò  perpendicolari 
né  paralleli  all'asse  delle  a?».—  Supponendo  però  che  la  funzione, che  si 
considera  in  un  certo  intervallo,  sia  in  esso  continua  ed  ammetta  in 
ogni  punto  derivata  a  destra  e  a  sinistra  e  non  abbia  infiniti  massimi 
e  minimi  o  infiniti  tratti  di  invariabilità,  potremo  asserire  che  essa 
sarà,  in  queir  intervallo,  rappresentabile  geometricamente  mediante 
una  curva  intuitiva,  o.  se  si  vuole,  si  potrebbero  chiamare  funzioni 
rappresentabili  geometricamente  quelle  che  soddisfanno  alle  precedenti 
condizioni.  E  si  intende  che  potrà  avvenire  che,  tolti  da  un  intervallo 
alcuni  punti,  in  numero  finito,  mediante  intorni  comunque  piccoli, 
negli  intervalli  parziali  restanti  la  funzione  sia  rappresentabile  geo- 
metricamente; come  avviene,  in  qualunque  intorno  che  contenga  il 

punto  zero,  per  la  funzione  che  per  x  diversa  da  zero  è  y:=^x  sen  — 

OD 

e  per  a7=0  è  zero,  per  quella  che  per  x  diversa  da  zero  ò  y =a:*  sen  — 

e  per  07(^0  è  zero,  le  quali  hanno  un  numero  infinito  di  massimi  e 
minimi  in  un  intorno  qualunque  del  punto  zero,  e  la  prima  delle  quali 
non  ammette  derivata,  nò  a  destra  nò  a  sinistra,  per  07=0. 


484 

Se  la  y  è  funzione  implicita  di  x  data  dalla  equazione 
/*(ac,j^)  =  0,  sì  suppone  che  questa  definisca  nell'intervallo  di 
valori  che  si  considera,  una  funzione  univalente  o  più  rami 
distinti  di  una  funzione»  che  ammetta  generalmente  derivata. 

A  questi  rami  univalenti  della  funzione,  corrispondono  rami 
della  curva,  il  cui  insieme  costituisce  la  c^irva  /'(a?,y)zr:0.  Ogni 
retta  parallela  all'asse  della  y  incontra  ciascuno  di  questi  rami 
al  più  in  un  punto. 

I  valori  di  a;,y,  dati  dalle  equazioni  x-=ix(t)^  y=^9(^) 
corrispondenti  allo  stesso  valore  di  /,  si  possono  considerare 
come  coordinate  dei  punti  d'una  curva,  definita  da  quelle  dae 
equazioni.  E  qui  pure  si  suppone  che  le  x(t)j  f/(t)  siano  uni- 
valenti  e  continue  e  che  ammettano  derivate  determinate,  in 
generale. 

Consideriamo  sulla  curva,  rappresentazione  geometrica  della 
nostra  funzione,  un  punto  M  di  coordinate  x,j/;  ammesso  che 

esista  e  sia  finita  la  corrispondente  derivata  --^,  l'equazione 

della  tangente  alla  curva  nel  punto  ^f  è  (Vedi  n.  43). 


indicando  X,Y  le  coordinate  correnti. 


Ma  non  insisterò  ulteriormente  su  questo  soggetto,  sul  quale  mi 
pare  che  le  vedute  dei  geometri,  che  se  ne  occuparono  direttamente 
o  indirettamente,  non  siano  ancora  completamente  conformi.  Tra  altri 
si  potranno  consultare  i  lavori  seguenti:  Klein:  Ueòer  den  allgemei' 
nen  Functionsbegriff  qìq,  Math.  Annalen,  voi.  22  pag.  249;  due  scritti 
di  Kòpcke  nei  Math.  Annalen,  volumi  29  e  34,  pag.  123  e  161;  l'^*«- 
leitunr;  in  die  Diffi  imd  Integralrechnurìg  del  Pasch;  la  memoria  del 
Prof.  G.  Ascoli,  Le  curve  limite  di  una  varietà  di  curve,  voi.  18  Atti 
Acc.  dei  Lincei  (serie  3.*)  ed  ^n Osservazioni  critiche  afa  medesima^ 
dello  stesso  autore  nel  voi.  1 1  (serie  2.*)  dei  Rendiconti  del  R.  Istituto 
Lombardo  di  Scienze  e  lettere. 
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La  -^ — ,  e  i  dx  ,dy  si  ricavano  dalla  equazione  della  curva 

yz=zf[x)'^  0  dalle  x^=oc[i),  yz=zy{t),  nel  caso  che  le  coordinate 

dei  suoi  punti  venissero  espresse  cosi  mediante  il  parametro  /. 

Se  la  equazione  della  curva  fosse  in  forma  implicita  fiXyy)=0, 

IL 

sostituendo  per  —j"  '^  valore  —  -^,  si  avrebbe  l'equazione 
della  tangente 

La  equazione  della  normale  alla  curva  nel  punto  M,  cioè 
della  retta  perpendicolare  alla  taugente  e  che  passa  per  M,  ri- 
sulterà subito  la 


oppure 


<^-^)^-(^-^)/l=^- 


168.  Indicati  con  a,j3  gli  angoli  della  tangente,  nel  punto 
M(a7,y),  cogli  assi  abbiamo  tga=y— ,  qualunque  sia  la  di- 
rezione che  si  scelga  come  positiva  sulla  tangente  e 

n      ^  dx  ^       ,  di/ 

cos  a  =  sen  p  =  =t  — ,  sen  a  m  cos  p  =  r^ 


[/da^-^dy^'  \/dx'-}-iiy'' 

nelle  quali  dobbiamo  prendere  contemporaneamente  il  segno 
superiore  o  T  inferiore.  Questo  segno  dipende  dalla  direzione 
che  si  sceglie  come  positiva;  cosi  se  si  sceglie  per  direzione 
positiva  quella,  nella  quale  si  dovrebbe  muovere  un  punto 
sulla  tangente  per  percorrere,  a  partire  dal  suo  punto  d'in- 
tersezione coir  asse  delle  ascisse,  la  parte  di  essa  che  è  situata, 
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rispetto  a  quest'asse,  dalla  stessa  parte  ove  è  situata  la  parte 
positiva  dell'asse  delle  ordinate,  il  coseno  di  j3  è  positivo  e 
dovremo  quindi  prendere  quello  dei  due  segni  che  rende  posi- 
tivo cos^;  se  si  prendesse  per  positiva  la  direzione  opposta,  do- 
vremo scegliere  quel  segno  che  rende  negativo  cos  /3. 
Possiamo  anche  scrivere 

1  ♦'' 

cosa  =  it  ,  cos  (ì=± 


dove  y'  =  -5^,  e  se  l'equazione  della  curva  è  /'(a?,y)=0, 

1£  IL 

C0sa^=±  =j-,  cospuz^r 


doye  dobbiamo  prendere  contemporaneamente  i  segni  superiori 

0  gli  inferiori. 

Indicati  con  /x ,  v  gli  angoli  della  normale  cogli  assi,  abbiamo 

dx 
tg|jt  = -V-,  qualunque  sia  la  direzione  che  sopra  di  essasi 

scelga  come  positiva,  e 


cosfA:z=seny  =  3: 


Vi 


a'*(D' 


dx 
sen  a=:cosi/r=:- 


VI  hi 


my<^)' 


.-difc^ 
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nelle  quali  forinole  dovremo  prendere  contemporaneamente   il 
segno  superiore  o  T  inferiore,  e  questo  segno  dipenderà  dalia 
direzione  che  si  sceglie  come  la  positiva  sulla  normale. 

In  quei  punti  x^y  ove  la  derivata  -r^  risulta  comunque 

infinita  (si  tenga  presente  quanto  fu  dimostrato  al  n.  G6)  la 
tangente  è  parallela  all'asse  delle  j^  è  la  sua  equazione  è  X  =x, 
e  l'equazione  della  normale  è  Y^z^^. 

169.  Si  chiamano  tangente  geometrica,  o  lunghezza  della 
tangente  e  normale  geometrica  o  lunghezza  della  normale 
le  parti  di  tangente  e  di  normale  comprese  tra  il  punto  M 
sulla  curva  e  il  punto  d'intersezione  della  tangente  e  della 
normale  con  uno  degli  assi  p.  e.  coli' asse  x;  e  si  chiama  sot- 
totangente la  porzione  di  a»*se  compresa  tra  il  piede  della  coor- 
dinata abbassata  da  M  sull'asse  ed  il  punto  nel  quale  la  tan- 
gente interseca  l' asse  e  sottonormale  la  porzione  di  asse  com- 
presa tra  il  piede  della  coordinata  e  il  punto  nel  quale  la  nor- 
male interseca  Tasse  stesso. 

Cosi  indicando  con  L|,  L.^, 
St ,  Sn  la  lunghezza  della  tan- 
gente e  della  normale,  la  sotto- 
tangente e  sottonormale  rela- 
tivamente all'asse  x,  avremo 


L,  =  MT,L,  =  MN,S,=:TP. 
.^  S„  =  PN. 

Convenendo  di  considerare 
la  sottotangente  positiva  se  il  punto  P  è  alla  destra  dì  T  e  nega- 
tiva se  alla  sinistra;  e  la  sottonormale  positiva  se  il  punto  P  è 
alla  sinistra  del  punto  N  e  negativa  se  alla  destra,  i  triangoli 
MTP,  MPN  ci  danno,  qualunque  sia  la  mutuai  posizione  dei 
punti  M,T,P,N, 

dt/        ^  dx 
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Gli  stessi  triangoli  ci  danno  altresì 


ed  i  segni  nei  secondi  membri    di  queste  due   ultime  formole 
si  sogliono  prendere  in  modo  che  le  corrispondenti  espressioni 
di  L|,  L^  risultino  positive. 
^     170.  Applichiamo  la  teoria  a  qualche  curva  particolare. 

1)  Cicloide.  —  La  cicloide  è  la  curva  generata  da  un  punto 
di  una  circonferenza,  la  quale,  mantenendosi  sempre  in  un  piano, 
rotola  senza  strisciare  sopra  una  retta  indefinita,  alla  quale 
si  mantiene  sempre  tangente.  Dal  modo  di  generazione  di  qué^ 
sta  curva  risulta  subito,  che  essa  è  composta  di  un  numero 
infinito  di  rami  tutti  uguali  aventi  per  base  una  parte  della 
retta  uguale  in  lunghezza  alla  circonferenza  del  circolo  ge- 
neratore. 

Per  determinare  l'equazione  di  questa  curva  prendiamo 
per  asse  della  x  la  retta  sulla  quale  rotola  il  circolo  e  per 
asse  delle  y  una  retta  ad  esso  perpendicolare  e  che  passi  per  uno 
qualunque  dei  punti  nei  quali  la  curva  è  incontrata  dall'asse 
delle  X,  punto  che  si  può  riguardare  come  origine  del  movi- 
mento.  Consideriamo  un  punto  M  della  curva  e  siano  x^t/  le 
sue  coordinate.  Immaginiamo  il  circolo  generatore,  di  cui  indi- 
chiamo con  a  il  raggio,  nella  posizione  che  ha  dovuto  assumere 
affinchè  il  punto  generatore  sia  venuto  in  M.  Avremo  allora 
arco  BM  ==0B  essendo  B  il  punto  di  contatto  del  circolo  coll'as- 
se  a\  Designando  con  u  l'angolo  MAH,  contato  nel  verso  indi- 
cato dalla  freccia  nella  annessa  figura,  essendo  A  il  centro  del 
circolo,  avremo 

a:r=OP  =  OB— PB-=arcoMB--QA 

=  «u — a  cos(MAQ)=^  au  —  asenu 

i/^zQP-{-MQ  =  a-^a  sen(MAQ)z=:a  — a  coste. 


P         B  F 


Le  coordinate  x ,  y 
vengono  quindi  espresse 
per  mezzo  della  variabile 
u  dalle  formole 

.      (  .r  =  a(u  —  senw) 
^       (  y  =  a(l — coau). 


L'angolo  u  è  compreso  tra  0  e  tt  per  tutti  i  punti  della 
curva  appartenenti  all'arco  OV, V  essendo  il  vertice  o  punto 
più  alto,  rispetto  all'asse  x,  della  curva  stessa  e,  pei  punti 
dell'arco  VO',w  è  compreso  tra  tt  e  27r. 

Se  si  vuole  la  equazione  della  cicloide  in  coordinate  car- 
tesiane basterà  eliminare  u  tra  le  equazioni  (1).  A  tale  scopo 
dalla  seconda  di  esse  ricaviamo 


cosm:=: 


a 


V  a — ;/ 

-,  u  =  are  cos ,  sen  u  = 


1 


a 


±^l/2af/-y' 


e  la  prima  delle  (1)  diviene  quindi 


(2) 


x^=a  are  cos 


a 


che  è  r  equazione  della  curva,  nella  quale  dobbiamo  prendere 

il  segno  superiore  pei   punti  pei  quali   sen  u  è   positivo  cioè 

pei  punti  dell'arco  0  V,    e   il   segno   inferiore   pei  punti    pei 

quali  senu  è  negativo  cioè  pei  punti  dell'arco  VO'. 

dy 
Per  determinare  ora  il  --f—,  onde  avere  l'equazione   della 

tingente,   invece  di    ricavare  questa  derivata  dalla  equazione 
(2)  della  curva  in  coordinate  cartesiane,  giova  meglio  ricavarla 
dalle  (1). 
Avremo  cosi 

dx  =  a(\  —  cos  u)  du  =-r  //  du 


dy=za  sen  u  du  =  \/'>^ay  —  y^  du 
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dove  nella  seconda  formola  è  sottinteso  il  segno  ±;  e  quindi 

dff    _l/2ay-y^ 
da;  y 

e  per  conseguenza  le  equazioni  della  tangente  e  della  normale 
sono  rispettivamente 


v-y-l/2a.y-y'  (x_x) 
y 

Abbiamo  inoltre 


La  formola  che  da  la  sottonormale  può  scriversi, 

S^  =  |/y(2a— y)  =  |/MP.CD  =|/DB.CD 

=  MD  =  CD 

Quindi  la  normale  si  ottiene  immediatamente  unendo  il 
punto  M  col  punto  B,  ed  in  conseguenza  la  tangente  unendo 
M  con  G;  per  cui  la  tangente  e  la  normale  in  un  punto  della 
cicloide  vengono  con  molta  semplicità  determinate  mediante 
il  circolo  generatore  nella  posizione  che  ha  assunto  quando  il 
punto  generatore  è  venuto  nel  punto  che  si  considera.  Ci  si 
può  anche  risparmiare  di  descrìvere  il  corrispondente  circolo 
per  ogni  punto  nel  quale  si  vuol  condurre  la  tangente;  basta 
di  questi  circoli  averne  tracciato  uno,  p.  e.  il  circolo  VHF, 
perchè,  volendosi  ad  es.:  la  tangente  e  la  normale  nel  punto 
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M',  basta  condurre  per  M'  una  parallela  aira^^se  r  sinn  ad 
incontrare  in  H  il  circolo,  unire  H  con  V  **d  F,  essendo  VF 
il  diametro  del  cìrcolo  parallelo  all'asse  y\  e  le  rette  M'T' 
e  M'N'  rispettivamente  parallele  alle  HV,  HF  sono  la  tangente 
e  la  normale  nel  punto  M'. 

2)  Catenaria,  Coustideriamo  la  curva  che  lia  per  equazione 


y  =  -^{e^  +5 


') 


dove  prenderemo  h  positiva.  Si  scorge  che  questa  curva  è  si* 
tuata  tutta  al  disopra  delTasse  delle  x  (cioè  nella  parte  del  piano 
che  contiene  la  parte  positiva  dell'asse  delle//),  che  è  simmetrica 
rispetto  all'asse  y,  e  che  h  è  l'ordinata  de!  punto  nel  quale  la 
curva  taglia  l'asse  delle  ^,  il  qual  punto  è  il  punto  più  basso 
della  curva»  perchè  per  jjinO  abbiamo  un  minimo  per  la  fun* 
zlone^^,  come  facilmente  si  può  verificare,  e  non  abbiamo  minimi 
per  nessun  altro  valore  di  x.  Questa  curva  notevole  si  chiama 
catenaria^  perché,  come  si  dimostra  in  meccanica,  è  la  curva 
lungo  la  quale  si  dispone  un  filo  pesante  flessibile  e  ìnestea- 
di  bile  quando  venga  sospeso  a  due  suoi  punti;  la  quantità  h  è 
allora  la  tensione  orizzontale  che  ha  luogo  nel  punto  più  basso 
del  filo.  Per  condurre  la  tangente  in  un  punto  M  di  questa 
curva  osserviamo  che 


dx        2  ^ 


or 


e  perciò 


h'        \da:J  ~ 
dalla  quale 


0  PQ 
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nella  qual  formola  dovremo  prendere  il  segno  -f  quando  x  è 

positivo,  il  segno  —  quando  so  è  negativo,  perchè 

du         ì        -^         -^\        .  . 

-^^— -{e^  —  (?   "^e  positiva  per  x  positivo,  negativo  per  .r 

dx        e 

negativo. 

Ora  col  centro  nei  punto  più  basso  V  e  con  raggio  ngualf 

a  MP  =  ?/  descriviamo  un  circolo  che  taglia  in  Q  Tasse  a?;ab' 

biamo  OQ— l/^—  VO'  =  1/^'  — A»  e  quindi  tgQVO  — tga. 
Perciò  la  MT  perpendicolare  alla  VQ  sarà  la  tangente  nel  punto 
M  alla  catenaria  e  la  MN  parallela  alla  VQ  sarà  la  normale. 


Asintoti, 

171.  Ricordiamo  che  una  retta  dicesi  asintoto  d'una  curra. 
avente  rami  che  si  estendono  atl* infinito,  se  la  distanza  tra 
un  punto  M  della  curva  e  la  retta  converge  a  zero,  quaafio 
il  punto  M  si  allontana  indefinitamente  rimanendo  sempre  sulla 
curva. 

Per  riconoscere  se  una  curva  ha  asintoti  paralleli  all'asso 
delle  X  (o  delle  p),  si  osservi  se  l'equazione  della  curva  è  sod- 
disfatta da  qualche  valore  finito  per  t/  (o  per  x)  quando  si 
faccia  crescere  indefinitamente  la  x  (o  la  r/).  Così  ad  esempio 

Tequazione  ar*^*  =  a*{a;^ «— .V*}  ossia  la  y^^a^(  1  — —^  )  è  sod* 

disfatta  da  T  infinito  e  da^^  =  a*,  esprimendo  brevemente  con 
ciò  che,  quando  x  cresce   indefinitamente,  il  valore  di  ^'  ch^ 
soddisfa  alla   equazione   converge  verso  a*;  la   corrÌ5!pondentfì 
l  curva  ha  quindi  gli  asintoti  y=ia^  y=^ — a,  paralleli  alFaase 

I  delle  a:.  Cosi  ancora  riconosciamo  che  la  curva  ^^(jn— 2a)— x'— rt' 

I  Ita  lasintoto  ù^  =  2a,  parallelo  all'asse  delle  y\  che  la  curva 

y^    ^  ■  ha  Tasse  delle  w  per  asintoto;  che  la  curva  a^+/ 

—  axyz^O  non  ha  asintoti  paralleli  ad  alcuno  degli  assi* 
Vediamo  ora  come  possano    determinarsi   gli    asintoti   non 
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paralleli  all'asse  delle  y,  AfBnchè  la  retta 

sia  asintoto  della  nostra  curva  occorre  che  la  distanza  dal  punto 
M(j7,^)  a  questa  retta,  distanza  che  ò  data  dal  valore  assoluto 
della  espressione 

y—gx—h 

converga  a  zero  quando  x  cresce  indefinitamente.  Dovremo 
quindi  ayere  y—gw  —  A  r3i,  essendo  £  quantità  che  converge 

a  zero  quando  x  cresce,  ossia  yi^igoo-^-h-i-e^  -^—  =^-f , 

X  co 

n  quindi  gzziWm  — .  Determinato  così  g,  la  hz=:y — gx-^-e  ci 

^•=:ao      X 


da  A  n::  lira  {y — gx). 


Ad  esempio,  per  la  iperbole  ^ —  —5-  =  1    ossia  y=:±  — 
(/a;*  —  a\  abbiamo 


ed  inoltre 

Az=:lim(y — gx):=.±i —  lira  ((/x*  —  a*  —  x) 

«         l/jc*  — a'^  +  a; 

e  perciò  gli  asintoti  Y  =  dr  —  X. 

172.  Data  l'equazione  di  una  curva  è,  il  più  delle  volte,  dif- 
ficile determinarne^  gli  asintoti  procedendo  nel  modo  che  ab* 
biamo  ora  indicato. 
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Ma,  come  è  noto,  si  dimostrano  in  geometria  analitica  altre 
regole  di  agevole  applicazione,  e  che  noi  qui  semplicemente 
riporteremo. 

Supponiamo  che  alla  equazione  della  curva  possa  darsi  la 
forma 

dove  n,  p,  q,..  sono  numeri  qualunque,  tali  che 

n>p>q>...., 

avendo  cosi  aggruppato  i  termini  omogenei  di  grado  n,  quelli 
omogenei  di  grado  p^...  e  dove  le  funzioni  (i^{z),  ^(a),  yJiz),.,. 
si  suppone  siano  finite,  continue,  e  che  ammettano  le  derivate 
fino  a  quell'ordine  che  occorre  considerare. 

Sia  g  radice  della  equazione  9.(^)1=0,  e  n(»n  sia  radice  della 
(jp^(^)=zO,  cioè  sia 

Allora  se  n— l<p  non  abbiamo,  in  generale,  alcun  asintoto 
di  equazione  Y=gX  +  h,Se  n — 1  =p  vi  è  un  asintoto  la  cui 
equazione  è 

Se  n  —  l>p  vi  è  un  asintoto  di  equazione  Y:=:gX. 

Esempi 


1)  La  curva  y  —  3a;  +  l7a?*-f  y*— a  =  0,  per  la   quale  ^^(z) 
5 2 


k 
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2 

^  =  3,  (};'(3)=1,  n — r=0<-^  non  ha  asintoti  di  equazione 

Y=gX^h. 

2)  La  curva  y\x  —  2a)  =  a!P — a^  per  la  quale  9(z)=;8* — 1, 

'^(z}=-2az\  x(;^)=a^  n=3,  pzz2, 3=0,  g=±ì,<f\±\)z=z  it2 

r|(±:l) 

-77— -iT=^=^>  w—  l=2r=:p,  ha  gli  asintoti 

Y  =  X  +  a,  Y=— X— a. 

3)  La  curva  y\x  —  2a)=  —  x*  —  a^  per  la  quale  (f{z)  =  js*  -1- 1 , 
gz=±[/ — 1  non  ha  asintoti  di  equazione  Y=:gx  +  h. 

4)  La  curva  a^ — t/*'{'x(sen  —  —  1  j=0,  per  la  quale  nrr2, 

p=l,    n— l=p,    9(ja;)=l— ^«,    ^(;j)=sen^— 1,    i7  =  ^^ 
«}''(±^1)=±:2,  d(d:l)  =  drseul-- 1,  ha  gli  asintoti 


2 

ossia 

Y  =  X  —  0,079265...,  Y  =  —  X  +  0,920735... 

5)  La  curva  xy^ — ax^-i-y-^-bx-^-czizO  ha  gli  asintoti  fjz=.±x^/^ 


Se  poi  g,  radice  di  9(^)zz:0,  annulla  anche  la  derivata  prima 
Y(z)   ma   non  la   seconda,   cosi   che   sia   (jp(^)  =  0,    (^*{g)zziO, 

V*^)%^^  allora,  in  generale,  se  n— 2<p  non  vi  è  asintoto 

di  equazione  Yz=pX-f  A;  se  n  —  2=«=p  vi  è  l'asintoto 


v=,x.  |/-f*'^) 


2'Mq) 
supposto 77r^>0;   e    se    n  —  2>p   abbiamo    Tasintoto 

Y=zgX. —  E  cosi  di  seguito,  si  potrebbero  considerare  i  casi 
in  cui  9(p^)=rO,  9'(^j=0,  (i>''(g)  =  0,  ^^'"V)  >0»©tc.  — ma  non 
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ci  estenderemo  più  oltre.  —  Cosi  ad  esempio  riconosciamo 
subito,  applicando  queste  regole,  che  la  curva 

non  ha  asintoti  di  equazione  Ym^rX-f  A;  che  la  curva  x\X'^yf 
—  aV*+y*)  =  0  ha  gli  asintoti  Y  =  X:±a(/2  (Vi  sono  anche 
i  due  asintoti,  paralleli  all'asse  delle  y,X  =  db  a);  che  la  curva 
x\y'\'2xf-¥ax^-¥by^'^d  =  0  ha  l'asintoto  Y  =  — 2X. 

173.  Dimostriamo  ora  che,  se  la  tangente  alla  curva  in  ud 
punto  ^{x,y)  converge  verso  una  retta  limite,  quando  M  si 
allontana  indefinitamente  sulla  curva,  questa  retta  limite  è  un 
asintoto. 

Scriviamo  la  equazione 

della  tangente  nella  forma 
e  supponiamo  che  sia 

cosichè  la  retta  limite  delle  posizioni  della  tangente  sia  la 

Y=i7'X-fV. 

Dico  che  flf'=lim  -^,  A'r=:lim  [y—g'x)^  e  allora  questa 

retta  sarà  appunto  un  asintoto. 

Basta  perciò  osservare  che,  applicando  la  regola   di   l'Ho- 
spital, il  che  può  farsi  dietro  la  supposizione  dell'  esistenza  dei 


m 


limiti  (1),  si  ha 


^>         ..dm         , 
Hrn  -—=  li™  ^r^  =i? 


3;  '^  -' 


lim  (^  —  ^'i«)=Iìm  ^ =lim 


=.i„.  (,-.^^)=v. 


Notiamo  che,  ove  al  crescerò  dì  x  la  -j^  0  la  espressione 

t/  —  X —j—  non  avessero  Umili  detcTmiiiati  (ed  allora  la  tan- 
gente non  convergerebbe  verso  una  retta  de  terrai  11  ata)^  potrebbe 
ciò  fìOQ  ostante  la  curva  avaro  asintoti.  Ciò  accade  ad  es.  ;  per 

la  curva  y  :^ ,  che  ha  per  asiatoto  Tasse  delle  ^. 


Convessità  e  concaTltà.  <—  Flessi. 

174.  Sìa  la  curva  f/^zì/(t)  o  /"(x^yjrz^O;  sia  M  nn  suo 
ponto  di  coordinate  (x.y)^dove  supponiamo  y  po-^itivo.  Diamo 
ad  X  un  aumento  h  positivo  0  negativo,  e  paras^onìami)  tra 
loro  la  ordinata  della  curva,  Y^,  e  quella  della  tangente,  Y^, 
corrispondenti  allo  stesso  valore  ^  +  ^  deirascissi.  Supposto 
che  la  funzione  y  Ai  00  soddisfi  alle  condizioni  di  sviluppabilità 
secondo  !a  formo! a  del  Taylor,  estesa  fino  a  quel  termine  che 
ci  occorrerà  considerare,  abbiamo  (0<^<1) 

* 


498 
e  dair  equazione 

della  tangente  nel  punto  M,  supposto  X^x  +  A»  abbiamo 
per  cui 

So  si  suppone  clie  la  —  sia  continua  e  sia  diversa  da  zem 
nel  punto  x,  esisterà  un  intorno  e  tì\  questo  punto,  per  tutti 
i  punti  del  quale  -p^  iwvk  lo  stesso  soi^uo  di  ^"(a'^),ed  ove  inol- 
tre y\e  Yt  saranno  positive  perchè  le  funzioni  7/(x)  e  //[ar)+Ay'(^) 
sono  continue  e  pof?itÌve  nel  punto  aj^  Ai  punti  di  e  sui!' asse 
delle  X,  corrispondono  sulla  curva  punti  che  costituiscono  no 
tratto  di  curva,  che  potremo  cliiamare  intorno  del  punto  M,  e 
pei  punti  di  quest'intorno  ì\,  —  Y^  ha  !o  ste^^so  segno  di  j/"(-r!. 
Se  è  |/"(a^)>0,  le  orfJinate  della  curva,  in  quest'intorno  di 
ij  M,  essendo  maggiori  delle  corrispondenti  della 

tangente,  T intorno   è  tutto   nell'angolo  ottuso 
che  la    tangente    fa   coli' asse   delle  j:^;  si  tljci? 
allora  che  la  curva  nel  punto  M  volge  la  sua 
0^  X      convessità  all'asse  delle  x  o  che  è  convessa 

verso  quest'  asse, 

^e  è  i^"(j")<Ot  le  ordinate  della   curva  sono   minori  delle 

corrispondenti  della  tarìgente;  Tin torno  del  puii^ 

to  M  è  nell'angolo  acuto  della  tangente  coIl'a>se 

delle  jr  ;  ^'\  ilice   allora  che  la  curva  nel  punto 

M  volge  la  sua   concavità  alTasse  delle  jt  o 

X        che  è  concava  verso  quest'asse, 

Se  la  ordinata  del  punto  M  fosse  negativa  seguiterebbero  a 

sussistere  le    forinole   precedenti,  e  poiché    possiamo   prendere 

r  intorno  e  in  modo  che  Y^,  e  Y(  siano  negativi,  sì  scorge  fa* 


cilmente  che  sey"(.r)>0  rintarno  dei  punto  Me  nell'angolo 

acuÈo  della  tangente  colTasse  x,  e  la   curva  è  in   M    concava 

verso  questuasse;  e  se  j/"(:r)<0  la  curva  è  convessa. 

Da  ciò  si  raccoglie  che:  Se  la  ordinala  y  di  un  punto  M 

dV 
d^una  curva  non  e  zn'O^  e  se   la  ~^  corrispondente  a  quel 

punto  ^  è  pure  diversa  da  zei'O  e  continua^  la  cure  a  in  M 
è  convessa  oppure  concava  verso  l'asse  delie  x  secondockè 
yi^)  B  y^^(x)  sono  dello  slesso  segno  oppuì'e  di  segno  diverso; 
ed  in  entrambi  i  casi  vi  è  un  intorno  del  punto  M  sulla 
cu7'va  tutto  dalla  s lessa  parte  rispetto  alla  tangente  in  M, 
0,  eome  suol  dirsi,  la  curva  è  nelle  vicinanze  del  punto  M 
tutta  dalla  stessa  patate  della  tangente. 

Se  una  curva  è  convessa  o  concava  in  tutti  i  punti  di  un 
suo  tratto,  essa  dicesì  convessa  o  concava  in  tutto  fjuel  tratto 
verso  Tasse  delle   a;. 

Se  la  ordinata  y  del  punto  M  ò  zero,  cioè  il  punto  M  i 
sull'asse    delle  x,  le  formole  trovate  rimangono  itialterate. 

Se  è  ì/'(x)^0  ì  punti  dell' intorno  di  M  che  sono  al  di- 
sopra dell'asse  delle  f/  sono  neir angolo  ottuso  che  la  tangente 
in  M  fa  colTasse  iitesso;  diremo  allora  che  la  curva  è,  nel 
punto  M  e  al  disopra  dell'as^ie  x,  convessa  verso  questuasse,  I 
punti  deir  intorno  di  M  che  sono  al  disotto  sono  invece  nel- 
l'angolo acuto;  diremo  che  la  curva  è,  nel  punto  M  e  al  di- 
ij*otto  dell'asse  w,  concava  verso  quest'asse.   L'inverso  avviene 

Laonde  possiamo  dire  che: 

d*v  . 
Se  il  punto  M  é  sull'  asse  delle  x  e  in  esso  j^èdivcì^sa 

da  zeì'O  e  continua,  la  curva  7iel  pianto  M  e  al  disopra  dell'as- 
se delle  X  e  convessa j  e  al  disotto  concava  verso  guest*  asse 

I  dV 
se  in  M  è  t^>0;  ed  è  concava  al  disopra  e  convessa  al  di- 
dx* 

d*v 
sotto  se  t4<0-  /i  entrambi  i  casi   la  curva  è  nelle   vici- 
dx^ 

nanze  del  punto  M  dalla  stessa  parte  della  tangente^ 


500 

Nelle  precedenti  ricerche  si  è  tacitamente  supposto  che  nel 
punto  M  siay'(a7)  diversa  da  zero.  Se  ciò  accadesse  il  valore  y{x) 
sarebbe  massimo  o  minimo,  e  potremo  chiamare  il  punto  M  punto 

di  massimo  o  di  minimo,  secondochè  in  M  è  ;7^<0  o  ti>0. 

d}u 
174.  Si  supponga  ora  che  nel  punto  M  sia  ^=:0.  Allora 

possiamo  scrivere 


(Pv 
Se  la  -T^3  è  diversa  da  zero  e  continua  nel  punto  x^  avre- 

CL3C 

mo  un  intorno  del  punto  x,  e  quindi  un  corrispondente  intorno 
del  punto  M  sulla  curva,  per  tutti  i  punti  del  quale  questa 
derivata  terza  ha  lo  stesso  segno  di  y^^^{(v);  in  conseguenza 
Y^  — Y^  cambia  segno  con  h.  Considerando  dell'intorno  di  M 
le  due  porzioni  che  stanno  da  una  parte  e  dall'altra*  del  punto 
M,  si  vede  cosi  che  se  una  di  queste  porzioni  è  da  una  parte 
rispetto  alla  tangente,  l'altra  è  dall'altra  parte.  La  tangente 
attraversa  la  curva  nel  punto  di  contatto.  Que- 
sti punti  M  si  chiamano /?e5S2  o  punii  di  in- 
flessione. Sono  caratterizzati  da  ciò  che  in  essi 


__-. e  -r^.zziO  e  -~  e  diversa  da  zero. 

^^  x^      dx^  da^ 

175  Abbiamo  nelle  precedenti  ricerche  escluso  che  la  tan- 
gente al  punto  M  fosse  parallela  all'asse  delle  y,  caso  che  cor- 
risponderebbe all'essere  infinita  la  —  nel    pnnto    M.  Ora  se 

dx 

ciò  appunto  avviene,  si  intende  che  non  potremo  parlare  nel 
punto  M  di  convessità  o  concavità  della  curva  verso  l'asse 
delle  X.  Però  se  la  derivata  è  infinita  e  indeterminata  di  se- 


'i^ 


-j 
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gno,  sappiamo  allora  che  (Vedi  n,  157)  il  punto  M  è  punto 
di  massimo  o  minimo,  e  la  tangonto  in  M  noD  attraversa  la 
curva.  Se  invece  la  derivata  *>  in  fin  Uà  e  determinata  di  spp^no, 
i  due  rapporti  incrementali 

.jy(a?  +  h)—f/lx)     j/(i^  —  h)  —  r/jcr) 
h  '  —k 

finiranno  per  essere  dello  stessn  segno  eriuindi  i  loro  numeratori 
dt  segno  diverso;  da  ciò  è  facile  riconoscere  chn  la  tan^iento 
nel  punto  M  attraversa  la  cnrva.  —  il  punto  M  è  quindi  un 
flesso. 

176.   Se  nel   punte    M  ò  --—   diversa  da   zero,  — y  ==0, 

■  -  =^0., .   -— -^-r  ^=0  è  -r-^  diversa   da    zero,    osservando 
che  allora 

si  riconosce  subito,  ammessa  la  continuità  della  -,   '-  nel  punto 

Mj  che:  se  m  è  pari  la   curva   è   nei  punìo   M  C07ivessa   o 

rl'*v 
concava  verso  l'asse  lìelh  x  sccondochè  v  e  -r^  sono  dello 

stesso  segno  o  di  segno  diverso;  se  m  e  dispari  il  punto 
M  è  un  flesso. 

Se  poi  fosse  anche  —^^0   nel  punto    M,   allora  se   m   è 

pari  ti  punto  M  e  punlo  di  massimo  o  nunimo;  &e  m  è 
dispari  il  punto  M  è  un  flesso. 


B02 


Esempi 

1)  Sia  la  cun^a  ^^sùnx  {sinussoide).  Poiché  senjF  è  fun- 
zione periodica  col  periodo  2::  basterà  osa  ni  in  are  la  cur^^a  per 
l'intervallo  (0,2.^)  di  x.  A  questo  intervallo  corrisponde  uà 
tratto  di  curva,  la  quale  nella  sua  totalità  è  composta  da  infiniti 
altri  tratti  uguali  a  questo.  Ora  poiché  i/' z^cosx,  i/''^— seajf, 
y'^'^z — cosiT^,  si  vede  che  la  curva  è  concava  all' asse  delle 
X  neir  intervallo  (0,  tt)  ael  quale  le  ordinate  sono  positiva  bò 
è  pure  concava  iielT  intervallo  fv.,  2jt)  nel  quale  le  ordinate 
sono  negative;  per  a;  =  0,  t:,  S-t  vl  è  un  flesso,  situato  sul- 
l'asse delle  X.  La  curva  è  facilmente  disegnabile,  come  è  Boto. 

2}  Per  la  curva  j/^^nf*^a;*=ip'il — x^  abbiamo 

y'  =  2x{l-2^},  ^''-2(1—6:.*),  ^'-:=~2^.r. 

La  curva  è  simmetrica  rispetto  all'asse  delle  y,  perchè^ 
assume  lo  stesso  valore  per  valori  dì  t  uguali  e  di  segno  con- 
trario- Paj^sa  per  i   punti  0,  1, —  1  dell'  asse  della  x.  Ha  4tK' 

1  5 

flessi  per  w^z^  -p^,  cui  corrisponde  yrr^-rr.  11  putito 

(35:^0,  j5^rrrO)  è  punto  di  minimo,  e  i  puott  (x^——^y=  —  y 
/^,_,_  __^  p,^       \  gonfi  punti  di    massimo-  Il  tratto  di 

curva  corrispondente  alT intervallo  (  —  — T=r ,    — j^^   di  X  !' 

\      1/6       1/6  / 

convesso  verso  Tasse  delle  a?,  i  tratti  corrispondenti  agii  inte^ 
valli   (rr^*    V-    (^  '   * 7^)    ^^"^   concavi,  e  queUi 

corrispondenti  agli  intervalli  (1  ,   oo)^  (— oo, —  I  sono  convessi 
verso  quell'asse- 

h—    l 
3)  Per  la  curva  ff^:z2ax^  ossia  ^=:|/a  ar  *  {parabola  semi- 
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cubica)  la  ordinata  è  sempre  positiva,  supposto  a>Oje  per  -^^==0 
è  Mro;  inoltre  èy*=-;^  1/  —    per  w  diverf^o  da  zero,  e 


//  =  — 


2_  y  a 
9^      4 


La  curva  è  dapertutto  coucava  verso  Tasse 


(]&lla  X,  e  per  x^^^O^  essendo  ;/  influita  e  indeterminata  di  segno 
(Vedi  n.  158,  esempio  ^0}   si    ha    un    minimo,    e  non    vi  sono 
tiessi  perchè,  inoltre,  y"  non  può  an  in  ili  arsi  per  alcun  valore 
finito  di  ar. 
4)  Per  la  curva  t/7z:x^  —  a;*  +a?+l  abbiamo 


La  iy"  si  annulla  per  .r:=0,  a'^-^]/_Ì_;  ai  due  ultimi    va~ 

;      5 

lori  di  X  cor  rispondono  due  flessi  ;  pel    primo,  essendo  ancora 

^'"=^0,  ^ '^  =  —  24,  non   si   ha  flesso,  e  poiché   ò  ivi  //^l, 

la  curva  è  concava  verso  Tasse  della  jr*  Inoltre  negli  intervalli 

per^  da  — oo  a —  [/-^  ^  da  y  —  all' oo  è  2/''*>0;  ii^^lTin- 

tervallo  /—  |/^,    |/— j  ^  2^"<0    ^'^i^iè  ^'(0)^-^1, 

0<^'((/  -^  j  <  l,  la  //'è  positiva  e  decrescente  da  x^\)  a 

x^zy  -^^  positiva  e  crescente  da^irrlZ-p-  a  aci^oo;  ed  es- 
sendo ^(0)=l  la  t/  è  quindi  sempre  positiva  e  crescente  da/r==0 
a  x^oo  ,  e  il  tratto  di  curva  dal  punto  (0  J)  al  flesso  è  conca- 
vo verso  Tasse  delle  x,  quello  da  (0,1)  alT infinito  è  invece 
convesso.  Applicando  iaoHre  opportunamente  noti  teoremi  di 
algebra,  si  riconosce,  senza  diflicoltas  che  ^^/'(r)  ha  una  sola  ra- 
dice  negati va^   che   chiameremo   — a,   situata   tra  j^zr — 1    e 
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xz=i — y-^;   che   y'(j?)    è   sempre    negativa    nel!' intervallo 

( —  00,  — a),  sempre  positiva  nel!'  intervallo  ( — a  ,  oo  ).  La  fun- 
zione f/{w)  si  annulla  per  x= — 1;  da  0?  =  —  oo  aa?  =  —  1  è 
sempre  positiva  e  decrescente,  è  negativa  per  x=  —  a  dove 
ha  un  minimo,  si  annulla   nuovamente  per  un  certo  valore 

xzz:  —  b  compreso  tra  — a  e  —  V  'K~*  ^  positiva  nell'inter- 
vallo ( —  i,  00  ).  Per  cui  la  curva  è  convessa  nel  tratto  cor- 
rispondente all'intervallo  ( —  co,  —  1)  di  ,r,  è  concava  nel 
tratto  corrispondente  all'intervallo   (—1,  — J),  convessa  pel 

tratto  corrispondente  airintervallo  f  —  J,  — [/  -=^)i  concava  pel 

tratto  corrispondente  all'intervallo  (""[^'r"»^)- 
5)  Sia  la  curva 

dove  a(/r)  è  funzione   univalente  finita   che  ammette   derivata 
prima  e  seconda. 
Abbiamo: 

e  poiché  -r^  non  si  annulla  mai  per  alcun  valore  (reale)  di  y 

e  di  X,  la  f'(x,t/)  =  0  definisce  una  funzione  univalente  finita  e 
che  ammette  derivata  ;  e  si  riconosce  che  essa  è  formata  da  un 
solo  ramo,  perchè  se  ad  un  certo  valore  di  x  potessero  corri- 
spondere tre  radici  reali  y  della  f{x,y)  =  Q,  tra  due  di  queste 

radici  dovrebbe  esservene  una  della  -— mO,  che  non  ha  mai 

radici  reali.  Per  ogni  valore  di  x  abbiamo  quindi- «n  sol  valore 
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freale)  di  y  definito  dalla  f{x,y)^Q.   Osservando  che  (Vedi 

n.   117). 


r--  n.-..,t.3 


e  introducendo  in  questa  forinola  Is  coordinate  tlel  punto  che  si 
con?sidera  sulla  curva,  si  riconosce  se  essa  iu  quol    punto   sia 
concava  o  convessa  verso  Tasse  delie  x. 
Sa  p;  e:  fosse  ^^{x]=^az-^ò^  sarebbe 

^éy  ,,_  tvìV 


tf .  "'^  ^        ..j-"  — 


*J   =—  rT"7IT7?»  y    =    -  .TTTTTX*  UU     — — 


e  la  curva  sarebbe  sempre  concava   verso  Tasse   delle  :sff.  Per 

^r^O,  cui  corrispondo  ^=  —  ^,  cioè  nel  punto  fop^ — ,  y=^\ 

la  curva  ha  un  flesso,  perchè  è  ^^'=0  e^'"  è  diversa  da  zero; 
e  non  ne  ha  altri,  perchè  ^"  non  si  auuulfa  per  altri  valori 
di  y,  e  y*  non  è  mai  infinita. 

Notiamo' però  che  la  ricerca  dei  flessi  e  della  convessità  e 
concavita  d'una  curva,  la  cui  equazione  sia  data  in  fonna  im- 
plicita  /{^,y)=iO.  riesce  qua^i  sempre  malagevole. 
6)  Siano  x^ni-\-^^  r/^l^^i^  !e  coordinate  tiei  punti  di  una 
curva-  Essendo 

abbiamo 


dx  ~    1  +  2/   '^    ^^       dj^  ~^    {\^nf 


Osservando  che  le  radici  della  equazione  3/"  +  i^/+l=ii 
sono  complesse,  si  vede  che  non  vi  saranno  flessi  provenienti 
dall' annullarsi  di  f/\  Questo  ci  fa  ancora  vedere  che  y"  non 
può  cambiar  segno,  altro  che  cambiarlo  segno  il  denominatore 
del  suo  secondo  membro,  giacche  possiamo  scrivere 
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è  ,^''<0i  ossia  è  /'>0  per    '>— ^^  è  y'' <0  per  t<~^. 

E  poiché  i/  =  t%t^])  è  >0  per  />  — 1,  è  <0  per  /<-!. 
vediamo  che  pei  valori  di  /  da  — oo  a  ^ — 1  la  curva  è  con- 
vessa verso  Tasse  delle  ùj,  pei  valori  (31  ^  da  — 1   a  ^  -5-    è 

concava,  e  per  quelli  da rj-  a  +  oo  è  con  vessa. 

Per  avere  una  idea  dell'andamento  della  curva,  ^i  osservi 
che  xr^i{i-hl)  prende  i  valori  da  00  a  zero,  quando  t  passa 
da  — cxr  a  —  1  e  la  y  i  valori  da  —  00  a  zero,  cosicljè  abbiamo 
un  ramo  di  curva  al  disotto  dell'  asse  positivo  delle  w  che  pasi>a 
per  l'origine  delle  coordinate  e  che  è,  come  si  è  visto,  sempre 
convesso  verso  l'asse  delle  ìf.  La  tangente  a  questo  rame  nel- 
l'origine  fa  coli* asse  delle  x  un  angolo  la  cui  tangente  trigono- 
metrica è  — K  come  risulta  dal  valore  dì  j^'  per  t^ — I;  la 
tangente  è  la  bisettrice  dell'angolo  retto  formato  dalle  parti 
negative  degli  assi  coordinati.  La  x  assume  Tunico  valore  mi* 

nimo per  (^^^^—;  per  i  valori  di  /  da  — 1  a  ^ -^ 

la  X  prende  t  valori  da  0  a  — -7*  e  la  .y  i  valori  da  zero  a 
—  ed  abbiamo  cosi  un  corrispondente  ramo  di  curva  che  è, 

o 

come  abbiamo  visto,  concavo  verso  l'asse  delle  a?;  per  i  valori 
di  i  da  —  ^  a  zero  la  x  prende  i  ^valori  da  — -1-   a    zero  e 

la  y  un  altra  successione  di  valori  positivi  da  —  a  zero  e  sì 
ha  cosi  un  corrispondente  ramo  dì  curva,  convesso  verso  Tas^e 
delle  a:.  Per  /:=— 1,  f  jc::^  — — ,  y^—Y  !a  tangente  è  pa- 
rallela all'asse  delle  y.  Per  £  =  0,  (x=:0,  ,^=::^0),  la  tangente 
ò  Tasse  della  x.  Infine  pei  valori  di  l  da  zero  a  +  co  la  j:  prende 
i  valori  da  zero  a  +  00,  la  y  i  valori  da  zero  a  +  00  e  si  ha  uu 
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ramo  di  curva  convesso  all'asse  delle  x,  tangente  nell'origine 
all'asse  delle  x. 

Per  avere  l'equazione  della  curva  in  coordinate  cartesiane 
si  elimini  t  dalle  equazioni  ar  =/+<',  y  =  ^*-f-/*;  perciò,  osser- 
vando che  i/z=tx,  si  ricavi  il  valore  di  t  dalla  prima  equazione 
e  si  sostituisca  in  quest'ultima.  Elevando  poi  al  quadrato  si 
ottiene:  y^-\-xy  —  x^z=zQ. 

Fanti  singrolari  delle  curve  piane.  — 
Desorizione  delle  curve. 

177.  Si  sogliono  chiamare  punti  singolari  d'una  curva 
piana  i  punti  che  ora  andiamo  a  considerare. 

1)  /  flessi  della  curva,  che  sono  stati  precedentemente  stu- 
diati. 

2)  Punti  d'arresto  o  di  fermata.  Sono  punti  nei  quali 
un  ramo  di  curva  viene  bruscamente  a  fermarsi.  Ad  es.  la 
curva  la  cui  equazione  è  yz=.x\ogx  per  x  diverso  da  zero,  e 
y=:0  per  xzziO,  ha  per  punto  di  fermata  l'origine  delle  coor- 
dinate, perchè  per  valori  negativi  di  x  la  funzione  x  \ogx  non 
ha    alcun    valore  (reale).    Lo   stesso   avviene   per    la   curva 

yzzie    ^,{x  ^  0),  e  y=0  per  x=zO;  il  ramo  di  curva  che  passa 

per  l'origine  si  arresta  ivi  bruscamente. 

3)  Punti  salienti  o  angolosi  o  vertici. 
Sono  punti  di  un  ramo  di  curva,  nei  quali  vi 
è  una  tangente  da  una  parte  distinta  dalla  tan- 
gente dair altra;  se  yz=zy[x)  è  l'equazione  della  curva,  y[x)  fun- 
zione univalente,  questi  punti  corrispondono  a  quei  valori  di  x 
pei  quali  la  y[x)  non  ha  derivata  ordinaria,  avendo  però  una 
derivata  a  destra  e  una  a  sinistra  diverse  tra  loro.  Ad  es.  :  l'ori- 

gine  delle  coordinate,  per  la  curva  y  = p,  [x  ^  0),e  5^=0 

1+e-^ 

per  x  =  0  e  per  la  curva  y  =  a?arctg — ,  (^^0),  e    yrnO  per 
x=:0,  è  un  punto  saliente. 
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4)  Punti  ùolaii  o  coniugaii.  Sono  punti  le  cui  coorti t- 
nate  soddisfanno  all'equazione  di  una  curva,  ma  pei  quali  esiste 
un  intorno  dove  non  cade  alcun  altro  punto  della  curva.  Ad 
es,:  per  la  curva  y^^^x^x^  —  1)  l'orìgine  è  un  punto  isolato 
perchè  le  sue  coordinate  ,r^0,  ^:^0  soddisfanno  alla  equa- 
zione della  curva,  inentro  poi  solo  attribuendo  alla  x  valori 
tali  che  2*  >  1  sono  possibili  corrispondenti  valori  (reali)  per^. 
Per  la  curva  y^:=.xs^v?T'  sono  punti  isolati  tutti  quelli  le 
cui  coordinate  sono  j/r:=0,  ir^=—  k-,  e^ssendo  k  intero  positivo. 
/  5)  Punii  di  regrestm  o  cuspidi  0  punti  sta- 

y^-^^    zionari  sono  quelli  nei  quali  vengono  ad  arrestam 
^^^^^^-.^      Jiifì  rami  dì  curva  e  dove  essi  hanno  una  tangente  ov 
mune.  Ad  es.:  per  la  curva  ìjz^y{w),y{x)  essendo  uni- 
valente,  ai  valori  di  x^  pei  quafi  la  derivata  è  infi- 
nita e  indeterminata  di  segnoj  corrispondono  puoti 
di  regrosso. 

Sia  ancora  la  curva  y^{l  -^xf-^yx^  del  n- 

dicale  consideriamo  i  due  valori  reali  ^-^/a:^    — l/x*;  cosichè 

y7=:{\  +xf^\/x^  dove  allora  yx^  indica  il  valore  aritmetico 
della  radice  quarta  di  a;^  Ad  ogni  valore  di  x  positivo  corri- 
spondono due  valori  per  y  j  per  x  negativo  la  y  non  è  reale;  e 
i  due  valori  reali  di  tj  diventano  uguali  tra  loro  e  uguali  a 
uno  per  x^O,  Quindi  i  due  rami  della  curva  vengono  a  riu- 
nirsi e  ad  arrestarsi  nel  punto  (0,1)»  Inoltre  essendo 

ì 

I  '  quindi  vi  è  una  sola  tangente  comune  ai  due  rami  di  curva  nel 

punto  (0,1),  che  è  perciò  effettivamente  un  punto  dì  regres^^o. 
Si  sogliono  anche  distinguere  i  regressi  di  primo  genere  0 
prima  specie*  che  sono  quelli  pei  quali  i  due  rami  di  curva 
stanno  da  una  parte  e  da  IT  altra  della  tangente  comune,  e  quelli 
dì  secondo  genere  o  seconda  specie,  pei  quali  i  due  rami  di 
curva  sono  della  stessa  parte  della  tangente  comune. 


^ 
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0)  Punti  nmliipH,  Sodo  quelli  nei  ^juali  6i 

incontrano  due  o  più  rami  (lolla  curva.  Iji  parli- 
colare  sono  punti  doppi,  tripli,....  quelli  pei  quali 
passau  Jue,  tre,.<,.  rami  della  curva.  La  curva 
ammette,  in  generale,  più  tanj^euti  in  quotiti 
punti. 

Ad  e:*,:  sia  la  curva  y  =  ±x|/l— jc*.  Essa  è  simmetrica 
rÌ!5petto  agli  assi.  Ad  ogni  valore  di  x  dell'intervallo  { — L  1) 
corrispondono  per  y  due  valori  uguali  e  di  segno  contrario^ 
questi  valori  diventano  uguali  tra  loro  o  uguali  a  zero  per 
per  xz:-^\  nell'origine  ddte  coonliuate  pusi^ano  quiudi  due 
rami  delia  curva.  Inoltre  essendo 

:*  1  —  2.f^ 


j^'~=tl/l— 2»^ 


l/i  — . 


yi^::7'^ 


è  ^'(0)  r=^  1  ;  vi  sono  quindi  due  tangenti  distinte  nell'origine 
liei  le   coordinate,  e  sono  le  biseltrict  itogli  assi. 

Essendo  poi  ancora  ì/*:=.±  -^^- *—, 


^^^__^(6j*— O])_0^-a*^)*   f :jx(3x^  — 3>c](l  —  a-^^ 


(i-^V 


e  quindi  j/"(0)^Oj  y'"(0)=:i::p3,  sì  vede  che  l'origine  è  anche 
un  flesso  per  ciascuno  dei  due  rami  della  curva  che  passano 
per  esso,  Que.ita  curva  ha  la  forma  di  un  otto  rovesciato,  o&. 
178-  Sia  ia  equazione  della  cui  va  data  biotto  forma  implicita 
/'(^,f/)^0,  dove  supponiamo  \ii  f{x  ^y)  funzione  univalente 
finita  delle  due  variabili  x,y  e  che  ammetta  tutte  quelle  de- 
rivate parziali,  che  ci  occorreranno,  e  tutte  queste  funzioni  sia- 
no continue  per  i  sistemi  dei  valori  per  x  ,  y  che  dovi'emo  con- 
siderare.  Affinchè   il    punto  di   coordinate  J^^^y^,   appartenente 

alla  curva,  sia  punto  multiplo  occorre  che  Io  ^  ,  rr-.    siano 

^  ^  O.C        ùy 

entrambe   nulle   per  x^^jc^^  y^=y^*  Infatti  se  /'^(j"a,^o  ^  di- 
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verso  da  zero,  pel  teorema  al  n.  92,  esiste  uà  intervallo 
(oTo  — A  ,  a?o  +  AA  per  tutti  i  punti  x  del'  quale  la  f'{x,y)=0 
definisce  una  unica  funzione  univalente  //  z=zy{x)j  che  per  x=:Xq 
prende  il  valore  ?/o=y(^o);  cosichè  pel  punto  (xo^yo)  P^sa  un 
solo  ramo  di  curva,  quello  corrispondente  alla  funzione  y  =y{x), 
.  Sia  dunque /"j^(cro,?/o)  =  0;  naa  dovrà  anche  essere /^a^l^o» 2/©)= 0, 
affinchè  (j^ojJ/o)  possa  essere  punto  multiplo;  perchè  se  ciò  non 
fosse la/'(x,//)=0 definirebbe  in  un  certo  intervallo (^o-"^»yo  +  *) 
di  y  una  funzione  xz=zw[fj)  univalente  di  y  etc. 

Vediamo  cosi  che  le  coordinate   dei   punti    multipli   d'una 
curva  f(x,y)=0  devono,  oltre  che  all'equazione  della  curva, 

soddisfare  alle  due  equazioni  "-^=zO,  ^=zO. 
^  Ox  dy 

Supponiamo  adunque  sia 

fixo ,  yo)  =  0,    f'xi  ^0 .  yoì  =  0,     f'\{x^ ,  yo)  =  0 

^  /"yy('^o«yo)  diver^^o  danzerò. 

Avremo,  applicando  la  formula  del  Taylor  relativa  al  caso 
di  due  variabili  indipendenti, 

(1)  ricco^h,  y,-vk)  =  ~  [hY'a^x{^o^''h\y,-^  Ok) 

dove  0<5<1. 

Supponiamo  esista  un  intorno  del  punto  (Xo,yo)  P©r  tutti  i 
punti  del  quale,  escluso  al  più  il  punto  (^01^0)»  sia 

(2)  c,(x,y)  =  [r.y[x . y)Y - r..(^ . .v)  T'yvC^ , y) > 0 ; 

e  poiché  vi  è  pure  un  intorno  di  {Xo.yo)  nel  quale  /^'y/a:,//) 
ha  sempre  lo  stesso  segno  di  r\y(^o'>!/o)^  avremo  un  intorno  e 
nel  quale,  oltre  a  quest'ultima  condizione,  sarà  ancora  verificata 
la  (2).  1  valori  di  h,  k  che  compariscono  nella  (1)  siano  tali 
che  i  punti  (rof  A,  ya^-k)  appartengano  a  e.  La  (1)  può  seri- 
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versi  cosi  : 

dove 


Fissiamo  un  valore  A=zA*o  positivo.  Potremo  anche  fissare 
^oin  guisa  che,  per  |A|  < /?oJA|  <  fto»sia  \y\h  ,k)\  <kf^\fi{h  ,k)\<kQ] 
cosichè,  essendo  perciò 

h  —  ^{h ,  k^  >  0,         — /;  0  —  y-ih,  —  ko)  <  0, 

vi  sarà  almeno  un  valore  i,  di  A,  compreso  tra  —  Aq  ^  Ao,  tale 
che  A?|  —  a(h,ki)z=:0. 

In  modo  analogo  si  vede  che  dovrà  esservi  almeno  un  va- 
lore k^  di  k  tale  che 

^2  — /3(A,Ì2)=0. 

Con  ciò  rimane  dimostrata  l'esistenza  di  un  certo  inter- 
vallo (yq  — Ao,  Xf^-hho)  del  punto  Xq,  tale  che  ad  ogni  suo  punto 
x^zccQ-hh  corrispondono  per  y  almeno  due  valori  distinti, 
i/o  4-^1,^0+^  soddisfacenti  alle  equazioni 

/•( ^0  +  A  ,  ^0  +  *i)  =  0»         A-^o  +  /^  J/o  +  ^2)  =0- 

Ma  di  questi  valori  non  pos^jono  esservene  più  di  due.  Ed 


k 
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invero,  ove  per  un  terzo  valore y^ ^ ìi^  fosse  f{£^ -f  A,  i^i> H-  fej)=0, 
e  suppouessinio  ;/o+^ii!/o+ fti»J/o+ ^3  Jn  ordine  di  grandezza 
crtìscetite,  tra  y^^k^  e  //o  +  A:^  dovrebbe  essere  un  valore  ytì\y 
tale  che  fossa  /^/r^j  +  A,  y^-\-  k')z^O;  tra  y^-^k^  e  y^^-k^  uq 
valore  y^^k*'  tale  che  f^ix^^h,  ^^  +  &")^0;  ed  allora  al- 
tresì tra  y^'\-h^  e  ^^1  +  4"  con  valore  //^j  +  A"'  tale  che  fosse 
r\y(^ù^^^^  yo^k^'^)=^0,  il  che  oon  può  essere» 

Possiamo  adunque  dire  clie  uelF  intervallo  {Wù  —  ht^,  ìP^  +  A,) 
la  equazione  /'(a?,y)  =  0  definisce  due  funzioni  y^^yiix), 
^j==^j(>)  che  pr*r  w=.jr^  divengono  entrambe  uguali  a  y^,  cioè 

yi{^ù)  =  yi(^o)' 

Si  riconosce  subito  che  queste  due  funzioni  sono  continue 
perchè  k^  lo  si  può  scegliere  piccolo  quanto  si  vuole,  e  la  tJif 
ferenza  tra  due  valori  che  una  qualunque  di  questo  due  fun- 
zioni prende  in  due  punti  qualunque  dell'intervallo  (£ro-Aft,a?(,+A^) 
è  numericamente  minore  di  ho-  Quindi  k^  e  k^  convergono  11 
zero  con  h.  Inoltre  queste  due  funzioni  ammettono  derìvatJi 
nel  punto  {.rQ,y^)j  perchè  abbiaino 

y  ìi^ù)  —  Iim  -7-^^nm —  — — ^^^^^^ — 


hsO 


A  r\vC^^*//o) 


]1  punto  (.r^tj/o^  è  quindi  un  punto  doppio,  perchè  per  e^so 
passano  i  due,  e  due  soli,  rami  di  curva  y^^y^{x),  y^-^yJ,X)^ 

l  valori  precedenti  di  y\{>i^^,  //ff-^'o)  sono  ì  coefiìcìanti  an- 
golari delle  due  tangenti  in  (a*J^p)  ai  due  rami  di  curva*  Se 


*)  Queste  eonsiJeraaioai,  reiitive  al  ca^o  in  cui  por  3sz^x^,y—y^ 

è  -^  =  0,  -5^  =  0,   e  Cile  servono  di   complemento   al  teorema  del 

n.  92^  smio  Inlta  dalla  tesi  por  l'^tbilit^izie ne  air  insegnamento.  «  S^fU^ 
teoria  defU  funzioni  ùnp  licite^  preaeutut'L  dal  Dott,  Elda  Sai  un  ali» 
IL  i>cu*jla  Normale  superiore  di  PUa  e  stampata  ael  volume  4°  dogli 
Annali  della  Scuola  medesima. 
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fosse,  in  particolare,  9(iro»yo)=0, 1  due  rami  di  curva  avreb- 
bero la  stessa  tangente,  ossia  sarebbero  tangenti  tra  loro  nel 
punto  doppio. 

La  condizione  dell'esistenza  di  un  intorno  di  (^o>yo)  P^^ 
punti  del  quale  sia  ?(a?,j/)>0  è  soddisfatta  se  ^(a?© » ^o) > 0- 
Se  invece  si  suppone  9(070, j^oXO  vi  è  un  intorno  del  punto 
(^o>y«)  pel  quale  è  9(x,y)<0.  Allora  la  (1)  può  scriversi  cosi  : 

A^o+A,  yoH-A) 

■*■  [ryy(^o-h0h,y,-^6k)f  y 

e  si  vede  perciò  che  Tequazione  /][a?o  +  A,  yo  +  A)  =  0  Qon  può 
essere  soddisfatta  da  alcun  sistema  di  valori  di  A,  k  eccet- 
tuato il  sistema  AnzO,  kznO.  Pel  punto  (Xo,yo)  ^o^  passa 
quindi  alcun  ramo  di  curva;  esso  è  perciò  un  punto  isolato. 

Se  poi  è  9(0:0,1/0)  =  0  non  possiamo  subito  decidere  nulla 
intorno  alla  natura  della  curva  nel  punto  {xq^ì/o).  Se  esiste  un 
intorno  di  {Xo^yo)  per  tutti  i  punti  del  quale  è  a>(a7,y)>0  al- 
lora siamo  nel  caso  accennato  più  sopra,  e  il  punto  (Xo^t/o)  è 
un  punto  doppio,  dove  i  due  rami  di  curva  si  toccano.  Se  esi- 
ste un  intorno  nel  quale  9(^2?, y)<0  il  punto  (^o.^o)  è  punto 
isolato.  Se  poi,  condotta  pel  punto  (a:o,yo)  ti^a  parallela  all'asse 
delle  y,  si  trova  che  vi  è  un  intorno  del  punto  (iro,yo).  da  una 
parte  di  questa  parallela,  nel  quale  ^(co,y)'>0,  e  uno  dall'altra 
parte,  nel  quale  9(x,y)<0,  allora  i  due  rami  di  curva  si  ar- 
restano nel  punto  (aro,yo)  ed  hanno  ivi  una  tangente  comune; 
il  punto  (xo,yo)  è  quindi  un  punto  di  regresso.  Notiamo  però 
che  queste  condizioni  sono  sufficienti,  non  necessarie,  affinchè 
si  abbia  un  punto  doppio  coi  due  rami  che  si  toccano,  0  un 
punto  isolato,  0  un  punto  di  regresso. 

Da  tutte  le  considerazioni  precedenti,  ritenute  per  la  f{x  ,y) 
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le  condizioni  poste  iu  principio,  risulta  il  teorema: 

Sia  (so,y(i)  un  sistema  di  calori  che  soddisfa  alle  equa- 

3  f  T  f  ì^f 

zioni  ffx,y)z::;0,  -— ^0,  r— znOe  Sta  zr-^  diverso  da  zero 
"^  Dx  dy  dy^ 

per  x=:Xo,  yr=Xo. 

Allora  se  nel  pun(o  (x^jy^)  è  fi  — :^  y^>0  '^ 

pwnfo  (xo  Ve)  t^  punio  doppio  della  curva  {{x,y)z^O  e  le  ian^ 
genti  trigonometriche  degli  angoli^  che  le  due  tangenti  nel 
punio  (xo,yoJ  fanno  coir  asse  dslle  x^  si  ottengono  dalla 
espressione 


facendo  in  essa  x^Xj,,  y^ju» 

(x,j,yo)  è  un  punto  isolato. 

^— ^j  --^^-5  =  0,17  punto  (Xo,yo)  è,  general- 
mente^ 0  un  punto  isolalo  o  un  punto  di  regresso  o  un 
punfo  doppio  in  cui  sì  toccano  i  due  rami  di  curva  die 
passano  per  esso;  ed  occorre  studiare  come  si  comporta  la 

I{x,y)o  la  espressione  l- — —ì  — ^— s  tt?  negli  inioì^i  di 

(xopyo)- 

179.  Se  nel  punto  {x^^^yo)  ^  r— j  =  0,  ma  è  diverso  da  zero 

r-^,  si  intende  subito  come,  prendendo  per   variabile  itìJipen- 

dente  la  y,  i   ragionamenti   precedenti   seguitino  a   sussistere, 

e  come  si  possa  decidere,  in  modo  completamente  analogo,  intor* 

no  alla  natura  del  punto  (iTo^yo)» 

Ove    poi    nel    punto    {x^ ,  f/ti)    fosse   contemporaneamente 

yf  5Y  3V 

:-^  =  0,  r-^  =  0  ma  - — '-—  diverso  da  zero,  allora  può  giovare, 
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par  decidere  della  natura  del  punto  {So^yù)^  fare  ruotare  gli  assi 
intorno  airorigme  di  un  angolo  qualunque  sf,  che  può  vouire 
poi  convenienteniento  scelto  secondo  i  casi;  indicate  con  j;%y' 
le  nuove  coordinate  cartesiane,  e  con  F(x' ,!/'J=rO  T  equazione 
cui  si  riduce  la  /'(x,y):=iO  mercè  le  note  relazioni 

a-^=a?'  cós«  —  jy'sena,        ynraj'senst-hy' cosse, 

e  con  (3c'ojy'u)  le  coordinate  del  punto  (^qm!/^  relativamente 
al  nuovo  sistema  di  assi,  ie  formule 

OF        Of  df  ZF  ^f  ìf 

r-?  =:  ~  cos  X  +  -^  sen  5(,  — ?  =  —  ~  sen  :?.  -h  -^  cos  se 
ex        tJfl?  5j/  d^  dx  Zy 

-r—^  ^  -^  sen*a  —  2  - — '-—  sen  ;c  cos  5(  +  -^  cos*  a 
i)y^        Ùx^  Òm  dy  3/ 

DF  3F 

ci  mostrano  che  nel  punto  {co\,^\)  è  — -r^O,  r^z=0   (che 

ci  provano,  comò  era  da  prevedersi,  che  i  punti  singolari  che 
stiamo  studiando  sono  indipendenti  dalla   posizione   degli    assi 

coordinati  intorno  all' orìgine)  e  che       ,^    è  diverso  da  zero, 

riducendosi  a  — 2/''^(iro,  ^o) sen  3f  cos  et.  Possiamo  quindi  appli- 
care alla  funzione  F{où\y*}  Tanalisi  che  ci  ha  condotto  al  teo- 
rema del  n.  precedente. 

Qualora  poi  fossero  zero  tutto  e  tre  le  derivate  parziali  di 
secondo  ordine  della  f{oc,y)  per  m^s^^,  !/^^yoì  uia  fo.sse  di- 

versa  da  zero  k  r-^  allora  si  potrebbero  istituire  ricerche  ana- 

leghe  a  quelle  del  n,  178»  e  saremo  cosi  condotti  a  risolvere 
la  equazione 

^f/^  y^dx  /         di/^  Ùx  \dx  /         du  ùx^  dx      d^ 

dv 
per  avere  i  valori  di  ~  nel  punto  (xo^ye);  ma  Tesarne  accu- 

€tX 


rato  di  questo  caso  e  degli  altri  più  cotuplicatt  che  ancora  pos- 
sono  presentarsi  ci  porterebbe  troppo  io  luugo. 
Applichiamo  lo  precedeuti  ricerche  a  degli 


Esempi 
1)  Sia  la  curva  /  =  (j;*  +  y'  —  bxY  —  a^  (x"  4-  y*)  =  0, 

Abbiamo         ^  —  2{2.r  —  b){a^-^p^^  bx)  —  2a*  r, 

dy 

Cerchiaiuo  se  vi  sono  valori  A\  x^y  che  soddisfacciano  a  tutte 
e  tre  lo  equazioni  f^K),  -i- =  0,  :^  ^  0,  Daile  due  ultime 
abbiamo 

y  ^  -  ■«  ^y  =  - 2hif[x'  +  f/-bx}  =  0, 

e  i  valori  di  fl?,y  che  la  annullano  soddisfanno  alla  equa* 
zìone  a;'  +  /y'  —  Jj?i=0  oppure  alla  y=0.  Pei  valori  che  sod* 
disfanno  alla  prima  la  /'=:=0  diviene  ar^+2/*-=0  che  è  solo 
soddisfatta  da  x=^0,  j/  =  0,  l  quali  valori  soddisfanno  alle  tro 

f=0^  Ì£  =  0,  4^  =  0.  Per  ^^0  la  f=0  divìeue  x%(x—bf 

i)X  ut/ 

—  a']:=0,  che  è  soddisfatta  da  iC  =  0  (cui  corrisponde  la  so- 
luzione precedente  c^O,  ?/^0)  e  da  a^^firira- ma  pery  =  0» 

a)^b-±a  la  t—  diviene  It2a|i=!^a)^  che  è  zero  solo  nel  cas*j 

ùx 

dì  a=i,  e  quando  si  prenda  il  segno  inferiore  j  ma  allora  a:  =  0. 
Vediamo  aduiicjue  che  in   ogni  caso  le  sole  soluzioni   comuni 

allo   equazioni   f^^O,  r— =  0,  -^  :=0  sono  xr-0,  y:=:0< 


SIt 
Abbiamo  inoltre 

Perciò  se  b^>a^  l'origine  delle  coordinate  è  un  punto  dop- 
pio, se  b^<^a^  è  un  punto  isolato;  e  le  tangenti  nel  punto 
doppio  fanno  angoli  coli' asse  delle  x  le  cui  tangenti  trigo- 
nometriche sono  dr  '- . 

a 

Esaminiamo  il  caso  b^z=.a^.  Abbiamo 

=  16//«(2a:  —  a)*— 8(3a?'  -f-  f/—'Sax)  [2x{x  —  a)  -f  61/*  —a*]  ; 

poiché  2x{x  —  a)-f-6y' — a*  diventa  — a*  per  ìtzziO,  //  =  0 
esiste  un  intorno  e  del  punto  (0,0)  nel  quale  questa  espres- 
sione è  negativa;  e  nella  parte  e,  di  questo  intorno,  dove  è  x<0, 
è  3a;*-f  J/*  — 3ax>0  se  a>0  ed  allora  pei  punti  die,,  escluso 
(0,0),  è  9(ir,y)>0.  Se  fosse  a<0  ciò  avverrebbe  nella  parte 
dell'intorno  e  dove  x>0.  Dunque  intanto  abbiamo  due  rami 
di  curva  situati  da  una  parte  rispetto  all'asse  delle  y,  che 
passano  per  T origine  delle  coordinate  ed  hanno  per  tangente 
comune  l'asse  delle  x. 

Per  esaminare  l'andamento  della  curva  per  a;>0,  oppure 
per  a:<0,  secondochè  a>0  oppure  a <0,  osserviamo  che  dal- 
l'equazione della  curva  (a;*4-y*  —  axf  —  a\x^-ht/^)=0,  risol- 
vendola rispetto  a  a?*  +  y*  dopo  aver  sviluppato  il  quadrato,  si 
ottiene  2{x^  4-  y')  =:  a*  +  2a jc  it  [/a*  -h  4a^w  e  si  vede  che  i  due 
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rami  di  curva  che  passano  per  T  origine  corrispondono  al  segno 
— ,  e  quindi  avremo  per  essi  2y*  —  a^-h2aa?  —  2x* — |/a*+4fl*x; 
ma  (a*  +  2ax  —  2x^f=:z  a^  4-  4a^a;  —  4x{2a  —  a:)  è  <  a*+  4a'x  per 
a;  <  2a  se  a >  0,  e  quindi  a*  4-  2air  —  2af  <  a  l/a* 4-  4ax,  e  per- 
ciò nelle  vicinanze  dell'origine,  per  x  positivo,  y  non  può  es- 
sere reale.  Allo  stesso  modo  si  vede  che,  se  a<0,y  non  può 
essere  reale  per  x  negativo. 

Da  tutto  ciò  si  conclude  che  l'origine  delle  coordinate  è 
un  punto  di  regresso  per  la  nostra  curva  nel  caso  a*=J*. 

La  curva  che  abbiamo  studiato  si  chiama  Lumaca  di  Pa- 
scal;  quella  corrispondente  al  caso  a^=b'^  si  chiama  anche 
cardioide^  perchè  ricorda  la  forma  di  un  cuore. 

Si  abbia  nel  piano  una  curva  C,  un  punto  0  ed  una  retta 
di  determinata  direzione  positiva  che  passa  per  O;  a  partire 
dal  punto  B  nel  quale  questa  retta  incontra  la  curva  C,  e  nella 
direzione  positiva,  si  porti  una  lunghezza  costante  a;  si  otterrà 
cosi  un  punto  M.  Il  luogo  geometrico  del  punto  M,  quando  la 
retta  che  passa  per  0  ruota  di  un  angolo  uguale  a  due  retti 
intorno  ad  0,  chiamasi  concoide  della  curva  C  rispetto  al  polo  0. 

La  lumaca  di  Pascal  è  la  concoide  di  un  circolo  di  diametro 
b  rispetto  ad  un  punto  0  della  sua  circonferenza,  preso  come 
polo.  Per  riconoscere  ciò,  si  faccia  uso  di  un  sistema  di  coor- 
dinate polari  col  polo  nel  punto  0,  e  il  cui  asse  polare  sia  il 
diametro  del  circolo  che  passa  per  0.  Allora  si  ha  p  =  a  +  6  cos  5 
{p  raggio  vettore,  5  angolo  polare).  Passando  poi  al  sistema 
cartesiano  ortogonale,  coir  origine  in  0  e  coli*  asse  delle  x  coin- 
cidente coir  asse  polare,  mediante  le  note  formolo  a?=/)  cos  5, 
yrzpsen?,  otteniamo  la  equazione  fz=zO, 
2)  Sia  la  curva  fz::zx\x^-\'i/)  —  a\y—xfz=.0.  Le  equazioni 

/•=0,  -^  urO,  -r^  izzO   hanno   la   sola   soluzione    comune 

'  d:c  dy 

x  =  0,  y=0,  pei  quali  valori  t-t  ^  diversa  da  zero;    inoltre, 
essendo 

^(x  ,fj)  =  4  [ZxY  +  aK2x  +  yY  4-  Sx%a' — 2a?')], 
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è  o(0,0)  =  0.  Ma  per  2ic*<a*  è  sempre  9(:r,j/)>0;  in  conse- 
guenza l'origine  delle  coordinate  è  un  punto  doppio  nel  quale 
i  due  rami  di  curva  hanno  tangente  comune,  che  è,  come 
si  riconosce  subito,  la  bisettrice  dell'angolo  retto  formato  dalle 
parti  positive  degli  assi. 

3)  Per  la  curva  f=x^-hi/^  —  3axi/z=zO  {Folium  di  Descartes) 
abbiamo  l'unica  soluzione  07  =  0,  y  =  0  comune  alle  equazioni 

^=^'  1^  =^'  -^  =^''  ^'  '''^  '■^=^'W  =  ^' 

— ^ —  =  —  3a.  Per  decidere  sulla  natura  del  punto  singolare 

(0,0)  faremo  qui  un  cambiamento  di  coordinate,  passando  dal 
sistema  di  coordinate  (x^y)  attuale  ad  un  altro  {x\y')  tale 
che  l'asse  delle  a;'  faccia  coir  asse  della  j:  un  angolo  semiretto, 

mediante  le  note  formole  a?=  —^{x'  —  y')^  y  -=•  -p=  {x'+  y'). 
L'equazione  della  curva  diviene: 

F=[/2a)'''^Z\/Zx'y''—3a{x''  -!/'')  =  0, 
ed  allora  per  x^  =  0,  y'  =  0  è 

^'^•  =  -6a,  ^=6a,  :^=0,  (p(0,0)  =  36a; 


l'origine  delle  coordinate  è  quindi  un  punto  doppio  e  le  due 
tangenti  in  esso  alla  curva  fanno  coli' asse  delle  x^  angoli  le 
cui  tangenti  trigonometriche  sono  ±:  1  ;  cioè  le  due  tangenti 
sono  i  primitivi  assi  delle  a:,y. 
4)  Sia  la  curva  f=y^  —  x^z=zO.  Supposti  x,y  positivi  ab- 
biamo: 

^=y<^logy-yxy'',  lL  =  :r.i/^'i-xnogx 
^=y^{logyy-y(y-\)xy-\^=x(x-l)y'^'-X'Oogx^^ 
'    =  y«-*  —  x^'^  +  xy"^'^  log  y —yx^'^  log  x. 


dxdy 
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Le  equazioni  /*zzO,  — ^  =  0,  ~i-  =  0  sono  soddisfatte  da 

x^ie,  y izze,  e  non  vi  sono  altri  valori  che  le  soddisfacciano. 

Inoltre  le  precedenti  funzioni  sono  tutte  continue  per  or^^y^o- 

d'arie  e) 
sitivi   e      '^  l     zr  —  e*-\  e  ^(e ,  e)  =  e'^-« ;  il   punto  {e, e)  è 

quindi  un  punto  doppio  e  le  tangenti  fanno  coli*  asse  delle  x 
angoli  le  cui  tangenti  trigonometriche  sono  4-1  e  — 1. 

Si  noti  che  la  retta  y  =  ar,  cioè  la  bisettrice  dell'angolo 
retto  formato  dalle  parti  positive  degli  assi,  fa  parte  della  nostra 
curva,  perchè  la  /'=0  è  soddisfatta  ponendo  y  =  x.  Questa 
retta  costituisce  uno  dei  due  rami  di  curva  che  passano  pel 
punto  doppio  {e, e).  Per  determinare  facilmente  quanti  si  vo- 
gliano punti  dell'altro  ramo  pel  quale  x  é  diverso  da  t/,  si 
ponga  y=(x;  allora  dalla  equazione  y^=.x^  si  ottiene  t^x^=x^^, 
dalla  quale,  estraendo  la  radice  a?,  si  ha  tx=za\  e  quindi 

-^  —  1 

x=:t'^^  ,  y  =  t^~^.  Ponendo   ancora  ^— 1= —  si  ha 

u 

«=(,.±)',.=(,.±)- 

che  esprimono  le  coordinate  del   ramo  di   curva  mediante  la 
variabile  u.  Facendo  ad  e:  a:  =  1,  2,  3,  4,...  abbiamo 

o  .  9  27  64  256 

x  =  2,y=i;x=j.  y=_;  a;=— ,  y=-^; 

_  625  _    2125 

^~"  25G  '         ^""    1024  '••• 

5)  Sia  la  curva  yznx^ —  Per  aj>0èy>0e  per  calcolare 
y  potremo  usare  la  equazione  log  y  =  a:  log  a?,  che  ricaviamo 
dalla  equazione  della  curva.  Per  a:=:0  abbiamo  il  valore  in- 
determinato 0^;  ricordando  che   lim  ^*rrzl  (n.    155)  attribui- 

remo  alla  y   il    valore    uno  per   a?=:0.    Per  x:=.\   abbiamo 
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yirzì;  h  y^2=zx''{ì  +logx)  si  annulla  per  x=  — =0,36787944 

e  la  jf''  è  sempre  positiva,  quindi  !/=z(  —  y=:  0,6922005  è 

la  ordinata  minima.   Attribuendo  ad  x  i  valori  da  zero  a  — 

e 

V  ordinata  diminuisce  sempre  e  pei  valori  di  a?  da  —  a   oo  Ki 

ordinata  cresce  sempre;  la  curva  è  sempre  convessa  all'asse 
delle  X.  Se  alla  espressione  x^  attribuiamo  il  significato  che  ri- 
sulta dalla  definizione  data  al  n.  27  per  la  funzione  esponen- 
ziale, non  potremo  dare  alla  x  valori  negativi;  rimane  cosi 
esauritala  curva  e  il  punto  (0,1)  è  un  punto  d'arresto. 

Sappiamo  però  che  la  espressione  ( — x)*  {x  positivo)  ha 
un  significato  determinato  per  infiniti  valori  di  x,  cioè  se  x 
è  intero,  o  è  una  frazione  avente  pari  il  numeratore,  o  una 
frazione  avente  dispari  il  numeratore  e  denominatore.  In  questi 

casi  è  ( — a?)~^=  z — j^r^,  e  quindi  ( — x)-*  ha  un  significato 

determinato,  e  un  unico  valore,  quando  dei  radicali  si  consi- 
deri il  valore  aritmetico.  Se  dunque  vogliamo  prendere  in  consi- 
derazione anche  questi  valori  di  a?,  la  curva  avrà  un  numero 
infinito  di  punti,  che  non  costituiranno  una  successione  continua, 
ossia  un  tratto  continuo  di  curva,  ma  un  numero  infinito  di  punti 
discreti,  le  cui  coordinate  soddisfanno  alla  equazione  della  curva, 
E,  attenendosi  alla  definizione  che  abbiamo  data  dei  punti 
isolati,  non  potremo  neanche  chiamarli  punti  isolati,  perchè  in 
qualunque  intorno  comunque  piccolo  di  ciascuno  di  essi  vi  sono 
sempre  di  tali  punti,  cioè  punti  della  curva. 

Se,  inoltre,  consideriamo  tutti  i  valori  reali  che  hanno  i  radi- 
cali, avremo  ancora  un  numero  infinito  di  punti  discreti,  le  cui 
coordinate  soddisfanno  alla  equazione  della  curva,  e  che  cor- 
rispondono anche  a  tutti  i  valori  positivi  di  x  uguali  ad  una 
frazione  col  denominatore  pari. 

Questo  esempio  mostra  l'esistenza  di  un  altra  specie  di  punti 
singolari,  e  come  sia   necessario  precisare  bene  il  significato 
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delle  quantità  che  compariscono  nell'equazione  di  una  curva, 
onde  evitare  possibili  equivoci.  Così,  ancora  ad  es:  la  equa- 
zione yziz[/x,  ove  al  radicale  si  attribuisca  il  suo  significato 
più  generale  +|/a?  o — j/x,  rappresenta  la  parabola  y^—x, 
mentre  che  se  col  radicale  intendiamo  il  valore  aritmetico 
-fj/x,  ci  rappresenta  una  curva  (la  parte  della  parabola  al 
disopra  dell'asse  delle  ar),che  ha  un  punto  d'arresto  neli* ori- 
gine delle  coordinate, 

180.  Data  una  curva  mediante  la  sua  equazione  y  =  t/{x)Q 
f(x,f/)z=0^  occorre  spesso  costruirla,  o  almeno  avere  una  idea 
della  sua  forma.  Senza  entrare  in  particolari  su  questo  sog- 
getto, quanto  abbiamo  finora  esposto  è  spesso  sufficiente  a  que- 
sto scopo  *). 

Mediante  l'equazione  della  curva  si  comincino  a  segnare 
quei  punti,  che,  dalla  ispezione  della  equazione  stessa,  appari- 
scono subita  appartenenti  alla  curva.  Poi  si  potranno  cercare 
gli  asintoti  e  i  punti  singolari.  Lo  studio  delle  derivate  ci  farà 
conoscere  le  tangenti  e  se,  e  ia  quali  tratti,  la  ordinata  sia 
crescente  o  decrescente  e  se  la  curva  sia  concava  o  conversa 
verso  l'asse  delle  x  o  delle  y.  Si  determineranno  anche  i  punti 
di  massimo  e  di  minimo.  Questi  procedimenti  sono  stati  adope- 
rati negli  esempi  che  abbiamo  dato  nei  n.  precedenti,  e  quindi 
li  riteniamo  con  essi  sufficientemente  sviluppati. 

Curve  riferite  a  co  orditi  a  te  polari. 

181.    Sia  P  =  A^)»  0  Hp,5)  — 0 

l'equazione  di  una  curva  in  coordinate  polari,  dove  p  indica  il 


^)  Nel  caso  delle  curve  algebriche  sodo  state^  già  da  luogo  tèmpo, 
date  regole  assai  utili  praticamente  per  ta  lorc  costruzlooo,  ma  eUe 
non  formano  applicazione  diretta  del  Calcolo  difTerenzÌJtle.  —  Si  ^q- 
dano,  tra  altre,  le  opere  di  Cramer^  lotroductiou  a  V  Analyso  des 
courbes  planes  algebriques,  1750;  lohnson^  Curve  Traciag,  IBS-'s 
Reuschle,  Praxis  der  Kurvendiskussion^  1886:  e  le  opere  che  trattalo 
analiticamente  le  curve  di  ordine  superiore^ 


i 
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raggio  vettore,  e  9  l'angolo  polare;  facciamo  per  le   funzioni 
/*(5)  e  <f(p,5)  supposizioni  analoghe  a  quelle  del  n.  167. 

Le  formolo  che  servono  a  passare  dal  sistema  cartesiano 
al  polare»  quando  il  polo  è  l'origine  delle  coordinate  cartesiane 
e  Tasse  polare  è  la  parte  positiva  dell'asse  x,  sono,  come  è  noto, 


x-=  p  cos  5,      y'=p  sen  9, 


dalle  quali, 


dx        do        ^  . 

--z^=  -77- cos  5 — p  sen  5, 


~  sen  9  -H  p  cos  9, 


e  quindi,  a  essendo  l'angolo  della  tangente  nel  punto  M  col- 
Tasse  X  e 'coir  asse  polare, 


-^  sen5-fp  cos  5 
rfy        dS            ^ 
tga=-^= 


'I,-  %»+f 


dp 
dS 


cos  5  —  p  sen  9 


do 


dO 


.ptg5 


e  da  questa 


dp 


l  +  tgg  tg 


rf5    — ^    tga-tg$    —^  tg(a-5)- 


Indichiamo  con /x  l'angolo  che  il  raggio  vettore  fa  colla 
tangente  nel  punto  M  contato  dal  raggio  vet- 
tore alla  tangente  nel  verso  nel  quale  è  con- 
tato l'angolo  0,  verso  indicato  dalla  freccia 
nella  figura;  allora,  qualunque  sia  la  posi- 
zione del  punto  M  e  della  tangente  MT  e  la 
T^  direzione  positiva  sulla  tangente,  «  —  9  è  l'an- 

golo della  tangente  col  raggio  vettore,  cioè  a=i:«  —  5,  ed  in  con- 
seguenza 


dp p 

d9~  tgu. 


tg(x=z=p 


dp 
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La  conoscenza  dell'angolo  ^a,  che  rimane  determinato  me- 
diante questa  formola,  risolve  il  problema  di  condurre  la  tan- 
gente alla  curva  nel  punto  che  si  considera. 

Per  il  polo  0  conduciamo  una  perpendicolare  al  raggio 
vettore  OM  e  su  di  essa  segnamo  i  punti  T,N  nei  quali  viene 
intersecata  dalla  tangente  e  dalla  normale  alla  curva  nel  punto 
M.  Il  segmento  OT  chiamasi  sottotangente  polare,  il  segmento 
ON  sottonormale  polare,  e  conveniamo  di  riguardare  positiva 
la  sottotangente  polare  S^  quando  il  punto  T  rimane  alla  destra 
di  chi,  situato  in  0,  guarda  da  0  nella  direzione  positiva  del 
raggio  vettore,  e  negativa  quando  il  punto  T  rimane  alla  si- 
nistra; e  positiva  la  sottonormale  polare  quando  il  punto  N 
à  alla  sinistra,  negativa  quando  è  alla  destra  nel  modo  indi- 
cato. Allora,  qualunque  sia  la  posizione  dei  punti  M,N,T  e 
qualunque  sia  la  direzione  positiva  sulla  tangente,  i  triangoli 
OMT,  OMN  ci  danno 


^dO    Q  _  dp^ 


Esempi 

Applichiamo  la  teoria  ad  alcune  curve  spirali,  così  chia- 
mate dai  ripetuti  avvolgimenti  che  fanno  intorno  ad  un  cen- 
tro 0  polo. 

1)  Spirale  d* Aì'chimede,  la  cui  equazione  è  pzzzaO. 

Per  costruirla  si  descriva  col  centro  nel 

polo  un  circolo  di  raggio  a;  Tarco  AB  di 

questo  circolo, contato  a  partire   dall'asse 

polare  fino  al  punto  B   nel  solito    verso, 

è  la  lunghezza  del  raggio  vettore  che  passa 

per  B.  Quando  a  è  positivo  facendo   variare    5  tra  o  e  oo   la 

curva  fa  un  numero  infinito  di  giri  intorno  al  polo;  variando 

5  da  0  a  —  00  si  ottengono  i  punti  già  ottenuti. 

Per  questa  curva  abbiamo 
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la  quale  ultima  formola  mostra  che  per  la  spirale  d'Archimede 
la  sottonormale  polare  è  costante  ed  uguale  ad  a,  e  ci  porge 
quindi  un  mezzo  molto  semplice  di  condurre  la  tangente  e  la 
normale  in  un  punto  qualunque  della  curva. 

2)  Spirale  iperbolica,  cosi  chiamata  perchè  la  sua  equazione 

pO=a 

ha  la  forma  dell*  equazione  della  iperbole  riferita  ai  suoi  asin- 
toti come  assi  coordinati  cartesiani. 

Per  0  convergente  a  zero  p  converge  all'infinito,  e  p  de- 
cresce quando  5  aumenta,  e  converge  a  zero  per  0  crescente 
indefinitamente;  la  curva  fa  quindi  un  numero  infinito  di  giri 
intorno  al  polo  avvicinandosegli  indefinitamente. 

.  Essa  ha  per  asintoto   la  retta  paral- 

lela  all'asse  polare  distante  da  esso  della 

lunghezza  a;  perchè  la  equazione  di  questa 
retta  essendo  p^  sen  7 — a=0  {p',5'  coor- 
dinate correnti),  la  distanza  tra  essa  e  il 
punto  (p,5j  è  il  valore  assoluto  di  p sen 5 —  a,  che,  se  questo 

(sen  0        \ 
— -^ lì,  che  ha  per  limi- 
te zero  quando,  0  convergendo  a  zero,  p  cresce  indefinitamente. 
Abbiamo  poi 

tgf*  =  -4-=-'A  S,  =  -a,  S„  =  --|-. 

La  sottotangente  è  costante  ed  uguale  a  — a;  perciò  la 
costruzione  della  tangente  e  della  normale  è,  anche  per  questa 
curva,  molto  semplice. 

3)  Spirale  logaritmica  o  logistica.  La  sua  equazione  è 

pzz^ae"^^. 

Per  5rrO  abbiamo  f=a,  e  p  cresce  con  0;  attribuendo 
a  0  dei  valori  negativi  p  diminuisce.  Quindi  la  curva  fa  un 
numero  infinito  di  giri  intorno  al  polo,  allontanandosene  e  av- 
vicinandosegli indefinitamente. 
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Per  questa  curva  è  costante  l'angolo  a,  poiché  abbiamo 

dO  p  1 

^~      '    dp       amc*''^       m 

4)  Lìiuus^  ]a  cui  equazione  è  p^9^a\  così  chiamata  da 
ÒQtes  (Harmonia  mensurarum^  anno  1722)./;  cresce  indefinita- 
mente per  0  con  Tergente  a  zero,  e  converge  a  zero  per  5  crescente 
indefinitamente*  Fa  un  numero  infinito  di  doppi  giri  intorno 
al  polo  ed  ha  per  assintoto   l'asse  polare,  perchè  la  distanza 

.      a*sen5  ,  . 

ù  seii5^ 7 —  da  un  suo  punto 

^  py 

(jOjS)  all'asse  polare  ha  per  limite 
zero  al   diminuirò  indeflnitamente 
^  ^      ^  ^  di  ^,  La  curva  ha  due  flessi,  die  si 

determinano  nel  modo  seguente,  che  vale  per  una  curva  qualun- 
que in  coordinate  polari. 

Sia  ì/:=r:ij(x)  T equazione  della  curva  in  coordinate  carte- 

L       .,.  .       dxiPy  —  dxdhi 
siane:  osserviamo  che  y   (x)'^ -—r-^ ^.    ovg    si    cam- 

bino  le  coordinate  cartesiano  nelle  polari  colle  formole  ;c^ocos5, 
tjzzzp^QuO  e  si  assuma  5  come  variabile  indipendente,  diviene 
(Vedi  n.  120) 

^_cos^  — ,csen5j 

I  fleasi  della  curva,  riferita  al  sistema  polare,  corrispondono 
quindi  ai  valori  di  0  che  soddisfanno  alla  equazione 

Ora  nel  nostro  caso,  in  cui  p—-—zj  la  precedente  equa- 
zione diviene  -7-(*4  —  — )^=0,  che  è  soddisfatta  dai  soli 


i 
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valori  finiti  di  0,  Oz=±-^.  Abbiamo  cosi  i  due  flessi 

{9=—,  p  =  a[/2J  (5=—,  (>  =  —  a\/2y  La  curva  ha 
la  forma  della  annessa  figura;  A,B  sono  i  flessi. 

Esercizi. 

1.  La  perpendicolare  dall'origine  delle  coordinate  sulla  taii- 

±        i.        1 
gente  nel  punto  {x,y)  alla  curva  x  ^  -^-y  ^  ziza^    è  uguale  al 


valore  assoluto  di  yaxy^  e  la  parte  di  tangente  compresa  tra 
gli  assi  è  uguale  ad  a.  Indicando  con  a  l'angolo  che  la  nor- 
male alla  curva  nel  punto  (a?,y)  fa  coirasi>e  delle  x,  alle  equa- 
zioni della  normale  e  della  tangente  in  quel  punto  si  può  dare 
la  forma,  rispettivamente: 

Y  cosa  —  X  sen«  =  a  cos  2« 

Y  sena  +  X  cosa  =  a  (1 —  sen  2a). 

2.   Tutte  le  curve  rappresentate  dalla   equazione  (— )  + 

(-4^)  =2,  attribuendo  in  essa  ad  n  qualunque  valore,  hanno 

comune  la  tangente  nel  punto  {a,b). 

3.  Determinare  n  in  modo  che  l'area  triangolare  racchiusa 
tra  la  tangente  e  gli  assi  sia  costante  per  tutti  i  punti  della 
curva  y**i=a**"*a?.  v 

4.  L'equazione  d'una  curva  sia  della  forma 

/■=  Wn  +  W^  -f  Wp  4-  . . .  =  0 

dove  Uny  Wmi  ^p  indicano  funzioni  omogenee  della  a7,y  di  grado 
n,m,p,...,  e  n^m^p^.,,^  essendo  n,m,p,...  numeri 
qualunque. 

Si  dimostri  che: 
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!.•  All'equazione  della  tangente  nel  punto  {x,y)  alla  curva 
può  darsi  la  forma 

2.^  Se  da  un  punto  di  coordinate  [h,k)  si  conducono  le  tan- 
genti alla  curva,  i  punti'  di  contatto  sono  situati  sopra  la  curva 

0/         df 
F  =  A^  +  A-^  +  (n— m)u^-f(n— p)Wp+...=:0, 

dove  qui  (x,t/)  indicano  le  coordinate  correnti. 

Questa  curva  possiamo  chiamarla  la  prima  polare  o  sem- 
plicemente la  polare  del  polo  (A,i)  rispetto  alla  curva /'iizO; 
poiché  nel  caso  particolare  che  la  f=zO  sia  curva  algebrica 
(e  r  equazione  di  qualunque  curva  algebrica  si  può  sempre  ri- 
durre alla  forma  f=0)  la  Fzz:0  si  chiama  la  polare  del  polo 
(A, A)  rispetto  alla  f=zO, 

3.*  Se  il  polo  (h,k)  è  sulla  /"rrO,  la  polare  passa  pel  polo, 
ed  ha  ivi  la  tangente  in  comune  colla  /*=0,  escluso  il  caso 
di  n  =  l. 

Se  n=:l  la  polare  ha  nel  polo  una  singolarità  la  cui  na- 
tura dipende  dalla  espressione 

Se  la  polare  passa  pel  polo,  questo  è  sulla  /"^O,  eccetto 
il  caso  nzirO,  nel  quale  la  polare  passa  sempre  pel  polo. 
5.*^  Il  luogo  geometrico  dei  piedi  delle  perpendicolari,  abbas- 
sate da  un  punto  0  sopra  le  tangenti  d'una  curva,  chiamasi 
podaria  della  curva  rispetto  al  punto  0.  Consideriamo  come 
corrispondentesi  il  punto  M  sulla  curva  e  il  punto  \j.  della 
podaria,  piede  della  perpendicolare  da  0  alla  tangente  in  M. 

Sia  yz=zy[x)  la  curva  e  sia  0  l'origine  delle  coordinate;  y 
ammetta  derivata  prima  e  seconda.  Si  dimostri  che  la  tangente 
in  u-  alla  podaria  coincide  colla  tangente  in  ft  al  circolo  de- 
scritto su  OM  come  diametro. 


(Se  X,Y  indiaano  le  coordinate  correnti  della  podaria,  si 

(lìj 
esprimano  mediante  x\  si  calcoli  il  — j—  relativo  al  punto  a.  Si 

trovi  l'equazione  del  circolo  che   ha  per  diametro   OM,  e   si 

provi  che  il  valore  precedente  di  -~-  è  uguale  al  valore  di 

-— )  relativo  ài  ponto  u,  indicando  con  ot^(ì  le  coordinate 
correnti  del  circoloX 

6,  Le  curre  y^zy{%),  y^— —  hanno,  nei  punti  corrispon- 
denti alla  stessa  ascissa,  le  sottotangenti  uguali  e  di  ^egno 
contrario;  e  le  curve  y^y{x),  y  =  t/c  +  (^(ir))*  hanno  uguali 
le  sottonormali. 

7,  Si  determinino  gli  asintoti  delle  curve  seguenti  i 

^  +  // — 3^^Ì^  ^  0,  {/blium  dì  Descartes);  afy^  —  a%x^  +  //*)=0  ,* 

f[ay^bxy  a^t/'Va?^  0  ;  (y  -  2;i){t/-  x^)  - a[y - xf  +  4b{x  '\-!/)  =  c; 

y'H"  3?  f  arctg-^^ 1  V-a;*-l-i?seD  — +  y  &en  — +  a  — Oj 

f/(z  — y)*+  a^x(x  —y)-3ay  -6=0;  y\x  —yy—a\x  —y)-^  b  =0. 

8,  Affinchè  gli  assi  delle  ^  e  delle  y  (il  sistema  può  essere 
anche  non  ortogonale,  perchè  le  considerazioni  del  n.  172  val- 
gono iu  ogni  caso)  siano  asintoti  per  la  curva  di  2"  ordine 

ay^  +  {bx^c)y  +  dx^  +  ex^f'^0 

bisogna  che  eia  a==0,  f!  =  0,  rf^O,  e^Oj  quindi,  se  una 
curva  di  secondo  ordine  si  riferisce  ai  suoi  asintoti  come  assi, 
la  sua  equazione  sarà  della  forma  6*ry-h/'=^0. 

9,  Dimostrare  che,  se  una  curva  di  terzo  ordine  si  riferisce 

34 
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a  due  asintoti  come  a^si,  la  sua  equazione  si  r!i]urrà  alla  Tarma 

a/y(aiz?  +  &if  +  c)+ a'^ -t- J 'y  +  e' ==  0 

e  vi  sarà  un  terzo  asintoto  la  cui  equazioriG  è  ajr  +  é^y  H-c^O. 

10.  Si  determinino  i  punti  singolari  delle  curye  segueutì: 

y=:(f(oc!)-±(x^a)(x  —  i)=^,  p,q  numeri  interi^ 

y=z(f{x):ì:  '|(a:)(a;  — a)  «^ ,  p,q   mievi,  ^yl\  fj^irta;\/x^a; 

((X^  -hy^f=a*(x*  —  y^}  (Lemniscaia  di  BetmouHi); 
(xy+l)«  +(x-  \f(x^2)  =  0;  f/^4a)t/^-\^a:'  =  Ùi 

a;V 2aa^y  -hy*—  2aì/^  =  0 ,-  x*  -  ax\f/~at/^+{a^  —  6*}^'^  0,  quando 
0<a<&  e  quando  4i*<3a*. 

11.  Si  dimostri  che,  onde  la  curva  ^y*  +  a^+ Jx^+cx+dn^O 
abbia  punti  singolari  ^  esci  usi  i  flessi),  occorre  sia  ^^  =  0,  ed 
allora  la  curva  è  composta  dalla  retta  j;  =  0  e  da  una  curva 
di  secondo  ordine  e  i  punti  d' incontro  di  questa  colla  retta 
sono  i  punti  doppi,  se  c>0;  oppure  occorre  sia 

=37a*rf'+4ac>^+  Am  — i*c*— 1  Sabcd  =0, 


'Sa 

2b 

e 

0 

0 

'Sa 

2b 

e' 

b 

2c 

3d 

0 

0 

h 

2c 

3d 

Si  determinino,  in  questo  caso,  ì  punti  singolari  della  curva. 
12.  Si  abbia  una  curva  /=0,  come  all' esercizio  4* 
Si  dimostri  che  la  curva  (Hessiana  di  f^O) 


U{x.y)  = 


f**  f* 

f     yx  f     yv        I    y 


=Q 


passa  pei  flessi  e  pei  punti  doppi,  isolati  e  cuspidi  della  /*— 0 
(sì  eccettui  il  caso  n=l,  nel  quato  la  f=0  fa  parte  della 
Hessiana);  e  che  i  punti  isolati  e  doppi  della  f^nO  *;ono  punti 
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isolati  e  doppi  della  H=:0,  nei  quali  ultimi  la  H  =  0  o  la 
/■=0  hanno  le  stesse  tangenti  (eccettuato,  oltre  il  caso  nzzzì^ 
anche  il  caso  n  =  2), 

13.  Si  descrivano  le  curve  seguenti:  xi/  —  a*y  —  b^^zO; 
0?*^*— a'y  tg — b^x=zO;  y:=:a^  {logaritmica  o  logistica);  j/:=tgjr; 
ar^  -h  *a?*  —  aV  =  0;  aV  =  at^  —  3a«^<  +  3aV  —  a*; 

t/^^j^  —  a«)  —  a?'(.c«  —  2a*)  =  0  ;  y*  —  12/a?  —  dZy^  -f  4a;*  =  0  ; 
:x?t/  —  2b3?t/  —bY—  2a'xt/  +  *V  -f  2b^y  4-  2a**a;  +2a*  -  6*=  0  ; 

{a—x)y^ — c(?=0 [Cissoide  di  Diocle.  Dato  il  circolo  (x ^\ 

+  y*z=z-j-,  essa  è  il  luogo  geometrico  dei  punti  M  tali,  che^  se 

per  ciascuno  di  essi  si  tiri  la  OM  dall' origine  0  sino  a  tagliare  la 
periferia  in  D  e  si  abbassino  le  MP,DQ  perpendicolari  all'asse  del- 
le a;,  le  intercetto  dal  centro  CP,CQ  siano  sempre  uguali  Ira 
loro);  xy* — a\a—x)=0  (versiera,  curva  di  Agnesi.  Dato  il  cir- 
colo precedente,  è  il  luogo  geometrico  dei  punti  M  tali,  die 
condotta  MP  perpendicolare  all'asse  delle  a?,  che  taglierà  la 
periferia  in  D,  sia  OP:  PO::  a:MP);  (x«-fy«)(a?— J)*=raV 
(concoide  di  Nicomede,  o  concoide  della  retta  ;/=&,  risjietto 

X 

air  origine  delle  coordinate  come  polo)  ;  y  =   -j ; 

sen  X  sen  yiz:  — -;  y rz  —  ;  2sen  y —  sen  a;=0; 
^  X 

5^*-f  2(ar -f  c*);/*+(i»:'  — cV — a*=::0  (Curva  di  Cassini;  luogo 

geometrico  dei  punti  tali  che  il  prodotto  delle  loro  distanze  dai 

punti  (c,0).  (— c,0)  è  sempre  uguale  ad  a^;  si  studino  i  vari 

casi  a<ic;  a  =  c  lemniscata  di  Bemoulli;  ayc  e  <c|/2; 

a=c|/2,  a>c|/2). 

14.  Per  la  lemniscata  di  Bernoulli,  la  cui  equazione  in  coor- 
dinate polari  è  /:/'=2c'cos2^,  l'angolo  che  la  normale  in  un 
punto  di  coordinate  (p,?)  fa  col  raggio  vettore  è  il  doppio 
di  9. 

15.  Se  f,  pi  indicano  i  raggi  vettori  dei  punti  M,N  di  due 
curve, corrispondenti  ad  uno  stesso  angolo  5,  ed  è  pp^^LÌc^.k 
costante,  le  due  curve  diconsi  Puna  mv<?rsa  dell' altra  rispetto 


i 
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al  centro  d'inversione  0  (polo  del  sistema  polare),  o  Tuna  la 
trasformata  dalV  altra  per  raggi  vettori  reciproci.  Chia- 
miamo M ,  N  punti  corrispondenti.  Si  dimostri  che  gli  an- 
goli interni  (e  quindi  anche  gli  esterni),  che  le  tangenti  nei 
punti  M  e  N  alle  due  curve  fanno  col  raggio  vettore,  che  passa 
per  essi,  sono  uguali. 

16.  La  concoide  d'una  curva  rispetto  al  polo  0  di  un  si» 
stema  polare,  preso  come  polo  della  coDcoide,  ha  la  stessa  set- 
tonormale  polare  della  curva.  SI  determini,  in  couseguenza,  la 
tangente  in  un  punto  qualunque  della  concoide  di  Nìcomeda  e 
della  lumaca  dì  Pascal- 
IT.  Siano  pi^^pi{^j),  jOgir^/'VS)  due  curve;  la  soitonormale 
polare  alla  curva  pznp^ztfr^  (che  potrà  chiamarsi  cissoide, 
perchè  la  cissoide  di  Diocle  ne  è  caso  particolare)  è  uguale 
alla  somma  o  differenza  delle  sottooormatì  polari  delle  due  curve. 
Per  la  cissoide  di  Diocle»  una  delle  due  curve  è  un  circolo  che 
passa  pel  polo  col  centro  sull'a.sse  polare,  e  l'altra  è  la  per- 
pendicolare, nell'altro  estremo,  al  diametro  che  passa  pel  polo. 
Se  ne  deduca  il  modo  di  condurre  la  tangente  in  un  punto 
alla  cissoide  di  Diocle, 

18.  Si  costruiscano  le  curve  seguenti:  p^^a^^y  (spirale  pa- 
rabolica); jO  =  asen2^  {rosone  a  quattro  ra}m\  luogo  geo< 
metrico  del  piede  della  perpendicolare  abbassata  dal  polo  so* 
pra  una  retta  di  lunghezza  2a,  che  scorre  coi  suoi  estremi 
sull'asse  polare  e  sulla  perpendicolare  ad  esso  pel  poloj  ; 
p  =  c  cos  5 — a  cos  25  (scarabeo,  luogo  geometrica  del  piede 
della  perpendicolare  abbassata  dal  polo  sopra  una  retta  di  lun- 
ghezza 2a,  che  scorre  sopra  i  lati  di  un  angolo  retto,  il  cui 
vertice  è  sull'asse  polare  e  distante  di  e  dal  polo  e  del  quale 
Tasse  polare  è  la  bisettrice);  p^4-^  cos  5^ ;  o^  a(ig  0  —  1)  ; 

2a9 
psen5= —  (Quadratnce  di  Dinostrato.  Descritto   col  cm* 

ivo  nel  polo  un  cìrcolo  di  raggio  a,  che  tagli  in  B  Tasse  po- 
lare, essa  è  il  luogo  geometrico  dei  punti  M  tali  che  il  raggio 
vettore  tagli  il  quadrante,  die  ha  origine  in  B»  nello  stessi» 
rapporto  come  la  parallela  all'asse,  che  passa  per  M,   taglia  il 
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raggio  del  circolo  perpendicolare  all'asse.  La  curva  si  com- 
pone di  un  numero  infinito  di  rami  che  hanno  per  asintoti 
le  rette  parallele  all'asse  e  distanti  da  esso  di  ±:2a,:±:4a,±:6a,.. 
Come  si  riconosce  facilmente  mediante  questa  curva  si 
può  dividere  un  angolo  dato  in  quante  si  vogliono  parti 
uguali,  quindi  anche  in  tre,  e  con  questa  appunto  Dinostrato 
risolveva  il  problema,  celebre  nell'antichità,  della  trisezione 
dell'angolo.  Se  si  indica  con  y  la  ordinata  di  M  rispetto  al- 
l'asse polare,  con  e  il  punto  nel  quale  il  ramo  di  curva,  cui  M 

appartiene,  taglia    l'asse,  si    hanno  le    formole  a5  = 


OC 

a^n  =  1  che  servono  a  calcolare  la  lunghezza  di  un  areo 

OC  ^ 

e  l'area  del  circolo  di  raggio  a    Da  ciò  proviene  il  nome  di 

quadratrice  dato  alla  curva). 


a?zz:=ba,y  =dra;  ay-^-bx  —  2a*zi:0;  y=a?,3(y-|-a:)  =  2a, 
3y  —  6x  -  a  =  0;  256y  —  Mn{Ak  + 1  )ic  +  r.\Ak -f  1  )'—  256 zzzO.k 
intero  qualunque;  y=z:x=t:al/3;  yz=±:a,  yzizx. 

10.  Se  ayb  il  punto  x  =  a,y:=.(^{a)  è  punto  doppio,  se 
a<6  è  punto  isolato,  se  a=i  punto  di  regresso;  x=a,yz=:<f(a) 
punto  di  regresso;  ipzz:0,yc=0  punto  isolato  se  a>0,  punto 
doppio  se  a<0  e  tga  =  d:[/ — a,  regresso  se  a  =  0  etgaiziO, 
essendo  a  angolo  di  una  delle  tangenti  o  della  tangente  col- 
Tasse  delle  X;  ac  =  0,y  =  0  punto  doppio  e  flesso,  tg a  =  it  1  ; 
«=:l,y  =  — 1  regresso,  tgaizil;  x  =  0,y=.Q  punto   triplo, 

tga  =  l,    -^^ — ;   (0,  — a),  (a,0),  (— a,0)  punti  doppi  e  ri- 

l/T'  2  2 

spettivamente  tgarziit  y  -^,  igx  =  ±:  -f=,  tgazuit  p=; 

a;  =  0,jr  =  0  punto  triplo  e  tga  =  0,±:|/2;  a?  =  0,^  =  0  punto 
triplo  e  tgan:0,:+:l;  se  0<a<è,  pel  punto  (0,0)  passano 
due  rami  di  curva  che  hanno  per  tangente  comune  l'asse  delle 
a;,  e  se  4i*<3a*  il  punto  (0,0)  è  punto  isolato. 


534 


Differenziale  d'arco  di  oarTa  plana. 

182'  Per  lunghezza  di  un  arco  M^M  dì  curerà,  o  sempli- 
cemente per  arco  M^M  di  curya,  si  intende  il  limite  dei  pe- 
rimetri delle  linee  poligonali  o  poligoni  inscritti  nella  curva 
in  tutto  il  tratto  M^Mi  in  modo  che  M^  ed  Mi  siano  sempre  i  dwe 
vertici  estremi  dei  poligoni,  quando^  i  loro  Iati  impiccoliscono 
indefinitamente , 

Sìa  yzz:y{x)  l'equazione  della  curva  in  coordinate  carte- 
siane e  la  y{x)  ammetta  derivata  prima  e  seconda  finita  pei 
valori  di  x  che  si  considerano,  cosichè  la  //(x)  e  la  derivata 
prima  saranno  finite  e  continueÉ  Siano  x^^x  le  ascisse  corri* 
spondeo  ti  agli  estremi  Mq*  M  del  tratto  M^M;  ed  indichiamo 
anche  con  t^^x  i  punti  corrispondenti  suirasse  delle  x.  Sup- 
posto m^WQ,  dividiamo  l'intervallo  (ar^  ,;c)  in  «  parti  mediaate 
i  punti  a^tiXj,.. .^,^_i  e  poniamo  òkx^^^x^ — co^,  AxiZ=Xj— x,,,.. 
Ù^Xr  =  J^r+i  —  ^r^ , . , .  àx^  =  x„  —  x,^^y  ^x  —  x^y  ■  0,  indicati 
con  Mi, Mg.,  M,j.i  i  corrispondenti  punti  sul  tratto  di  curva, 
uniamoli  tra  loro  con  rette  in  modo  da  formare  il  poligooo  ' 
MoMiM(.,.M.  La  lunghezza  del  lato  M^M^,,^!  è  [/^a?^*  +  Ay/, 
ove  con  A^r  inteadiamo,  al  solito,  l'aumento  che  competn  al- 
l'ordinata  yr^  quando  aumentiamo  rascìssa  x^  di  A^^  e  passiama  , 
COSI  dal  punto  M,,  al  punto  M^+i  sulla  curva,  aumento  che  pos-  , 
siamo  porre  sotto  la  forma  I 

Cosichè,  chiamato  s  l'arco  M^M,  è  i 

I 


(1)     5  =  limil/A;^7TAy7  =   limZAx^t/l  +[y'(^r+'^rH)^ 

intendendo  ^he  il  limite   va  preso  per  n  crescente  iadefiaiia* 
mente  e  comunque  convergano  a  zero  le  ^x^.. 


quGsto  limite  esiste  ed   è   unico,  qualunque   sia   la   legge  colla 
quale  r  intervallo  (j?g»;i!;}  vien  suddiviso  negli  intervalli  parziali 


I 


Riservandoci  di  dimostrare  altrove,  ed  ammettendo  ora»  che       t 


i 
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e  la  legge  colla  quale  questi  si  fanno  convergere  a  zero,  pos- 
siamo provare  che  esso  è  finito.  Ed  invero,  ammessa  la  sua 
esistenza,  e  osservando  che  esiste  un  numero  positivo  A  tale 
che  \t/'{z)\  <  A  per  XqKzKo?,  ciò  si  ricava  subito  dal  fatto  che 


Ciò   premesso,  trasformiamo    in   un  altra  la  quantità  che 
comparisce  sotto  il  limite  nei  secondi  membri  della  (1). 
Per  le  ipotesi  fatte  abbiamo  altresì 

^fJ,=^Xry'(Xr)+  ^   y'\Xr-¥0,^Xr),   0<5,<1, 

e  quindi 


Applicando  la  forraola  [/a-h  b=:[/a'\'\/a  i-  b  —  ]/az=i[/a 
H — ,         — 7=-,  e  osservando  che  esiste  un   numero   positivo 


6  tale  che,  qualunque  sia  x^  e  Ax^,  è  sempre 

AVr 


y%Vr-herrr)  [2/'(^r)-f  ^ //"(/V-f  G^v)"] 


|/l-f[y'(^V)?  4-  yi-\'[ì/'{^r)Y-hàa:ry'\00r'\'erAVr)[lj{Xr)-h^ 

si  ha 


^^r  [/l+  /'^y  =  Aa?^f/i  +  [y/(^^)j*  +  Aa:/A^B,    essendo 

— l<i^<l  ;  cosichè 

s  =  lim  2AXrl/l+lj^Vr)J*  -f  Blim  2>^Aa:^«. 


V 


Ma,  poiché  si  può  scegliere  n  cosi  grande  che  tutte  le  Aar^ 
e  quindi  anche  tutti  i  prodotti  IX^IAa;^  risultino  minori  di 
qualunque  numero  positivo  prefissato  e  poiché  limi  Aip^rrx-o'ot 
possiamo  applicare  il  teorema  sugli  infinitesimi  al  n.  39,  e 
quindi  è  lim  2X^Aa?/=0;  per  cui  rimane 

;  s=z  limi  àxr  |/l  +  [y'(xr)r. 

p.-  Se  fosse  x<^Xo,si  dividerebbe  in  intervalli  parziali  T  inter- 
im vallo  ((a.Wo)  e  si  arriverebbe  cosi  alla  stessa  formola,  dove 
f^'  allora  sarebbe  2  Aa?^  =  a;^  —  a?. 

I'  183.  II  valore  di  s  dato  dalla  formola  precedente  è  sempre 

|f  positivo,  come  deve  essere,  rappresentando  esso  una  lunghezza 

^'^  assoluta.  Indicando  ora  con  s{a))  l'arco  di  curva  da  un  punto 

|;  origine  M'o,  di  ascissa  (Kq,  ad  un  punto  M  di  ascissa  a^^  e  con- 

^:;  tato  positivamente  in  un  verso  e  negativamente  nell'opposto, 

^^  s{x)  è  una  funzione  di  x,  che  è  uguale  a 

7 

f  Cerchiamo  la  derivata  di  s(x)  rapporto  ad  x.  Indichiamo 

con  arco  MoM  il  valore  assoluto  dall'arco  s{w)  tra  i  punti  Mo 
e  M  quale  ci  viene  dato  dalla  formola  in  fine  del  numero  pre- 
cedente, con  M^  il  punto  sulla  curva,  di  ascissa  x-hh,  con  M, 
quello  di  ascissa  x  —  h;  allora  se  s(a?)  è  positivo,  ed  è  x>Xo 
come  anche  se  s(x)  è  negativo  ed  è  a?<a?o,  l'arco  s(x)  cresce 
al  crescere  di  a?;  e  se  s{x)  è  positivo  ed  è  a^K^x^y  come  anche 
se  s{x)  è  negativo  ed  è  x^Xq  l'arco  s{x)  decresce  al  cresce- 
re di  X.  E  qualunque  sia  la  mutua  posizione  dei  punti  Mo,M 
abbiamo  sempre,  come  facilmente  si  verifica,  per  h  positivo: 

s(x  -f  h) —  s{x)=z  arco  MM  '=  A,  s(x—h)—  s(x)= — arco  MM,  =-A, 

quando  s(x)  cresce  con  x\  e 

s{x-^h)—s(x)-=—BiVCO  MW=—k,  s(x— A)- s(a?)=  arco  MMi=-A, 

quando  s(x)  decresce  al  crescere  di  x  ;  avendo  posto 


tm^. 


j 
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A=  lim  1  ^^XrÌ/ì^[y\Xf.)Y,  ed  il  limite  essendo  esteso  a  tutti 
i  lati  fle!  poligoDO  inscritto  nell'arco  MM'  o  MM^  cui  A  si  rife- 
risce, e  dove  làx^^h. 
Ora  é 

ossia,  poiché 
è  ancora 

^/^         ^.  >'/«  _.  ..  \>  C^,-  —  x]inx+  ;(«;.-«;»  +2y^fT) 

^    |/i  +  [yVr)r+|/i+[y'(«)r 

Cosicliè,  ricordando  che  Itm  !iAa;,.^/è,  sarà 

A^//|/TnFW  +  P. 
dove 

{r,-r).v"U+;fa;,.-j-))+2y'fj-) 


P=  Jim  IiXr(ic^— ir)y"(a:+  5(t^— a;)) 


Ì/»+ly'{^r>]'  +  l/i4Lv'(.r)r 


Ma  \^y  —  jr|  <  /^  ed  Rsiste  sempre  un  nuraoro  poiiìtivn  R 
mafigiore  del  valore  assoluta  del  cot^fficiente  di  ùikX^i^x-^ — x)  \\^\ 
seconda  membro  dalla  formola  precedente;  avendosi  perciò 


|Pl<BAlim£Aa!rr=BA*, 


sarà  altresì 


k  =  hVi\\yj\x)f^i^h\ 
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essendo  e  un  numero  compreso  tra  —  I  e  -f  I .  Ed  in  conse- 
guenza 

s(x^h)-s(.)  ^  ^  ^/nTTW" ^  '-D'i. 

nelle  quali  dobbiamo  prendere  il  segno  superiore  in  entrambe 
quando  Tarco  cresce  con  x^e  T  inferiore  quando  Tarco  cresc*^ 
al  decrescere  di  x. 

Passando  al  limite,  per  h  convergente  a  zero,  e  indicaadn 
con  s'{x)  la  derivata  cercata,  è 


i  segni  essendo  presi  nel  modo  indicato,  e  da  questa 

avendo  indicato  con  f/  la  derivata  y*(x)  di  ;/  nel  punto  M  di 
ascissa  x, 

184..  Indicando  x   l'angolo   della   tangente   alla    curva  nel 
punto  M,  trovammo  al  n.  ICS, 

cos  a  =    ■  "  —       -  sen  flt  = 


Si  riconosce,  senz'altro,  che  dobbiamo  prenderG  U  segno + 
quando,  muovendosi  un  punto  sulla  tangente  nella  direzione 
positiva,  l'ascissa  del  punto  cresce»  perchè  allora  il  cos  a  è  po- 
sitivo; ed  il  segno  —  quando  l'ascissa  decresco.  Cosichè  se, 
nel  punto  di  contatto  M,  la  direzione  positiva  della    tangente 
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coincide  colla  direzione  positiva  delFarco  di  curva  che  termina 
in  M,  si  avrà,  in  ogni  caso, 

dy 


1  y           dx 

cos  a  zz  --— ,  sen  a  =  -3—  zn  — - —  , 

ds  ds          ds 

dx  dr.          dx 

ossia 

dx  dy 

cos  a  zz:  — --  ,  sen  a  iz:  — f— , 


forraole  di  continuo  uso,  e  che  si  possono  ricavare  dal  trian- 
g'olo  a  lati  infinitesimi  MRT  (figura  a  pag.  72),  di  cui  due  lati 
MR  e  RT  sono  dx  e  dy,  quando  in  luogo  del  lato  MT  si  so- 
stituisca arco  MM'zizrfs. 


185.  La  formola  cfezz:d:rfa?l/l  +  y'*  può  anche  scriversi 
ds  =  ±dx\^^±^.   ossia 

rfszz|/cte;*-f  rfy*    e  da  questa     ds^z=:dx^  +  dy^, 

nella  prima  delle  quali   si   deve  sottintendere   nel   radicale    il 
doppio  segno,  che  sarà  quello  di  ds. 

Passando  dal  sistema  cartesiano  al  solito  sistema  polare, 
abbiamo  subito  l'espressione  del  diflFerenziale  d'arco,  0  elemento 
lineare  di  curva  ds  in  coordinate  polari, 

léS.  Abbiamo  poi,  per  le  curve  y=zy{x)  che  soddisfanno 
alle  condizioni  poste  in  principio,  il  teorema: 

//  valore  assoluto  del  limite  del  rapporto  d'un  arco  in- 
finitesimo alla  sua  corda  è  V  unità. 

Chiamando  As   l'arco   e  e   la  corda  corrispondente,  i  cui 
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estremi  sono  (x,^),  {a:  +  Air,j/-f  Ay),  è 


àfi 


o        ]/^^'^^i, 


'  y^-m 


e  perciò,  quando,  Aa;  conYergeudo  a  zero,  con  vergono  a  zero 
Ay  ,  As  e  e»  è 


Jìm 


e 


ds 

dx 


v^^m 


—  I. 


Oar Tatara  dello  «arve  piane. 

187.  Sia  un  arco  AMA' di  curva,  per  tutti  i  punti  del  quale 
esista  una  tangente  la  cui  direzione  varii  con  continuità  quando 
si  muova  con  continuità  il  punto  di  contatto,  e  che  non  eoa- 
tenga  flessi  della  curva.  Fissata  T  origine  degli  archi  fuori  di 
AMA',  e  presa  come  direzione  positiva  delle  tangenti  la  dire- 
zione positiva  delTarco  che  termina  ai  punti  di  contatto,  t  an- 
golo delle  direzioni  positive  delle  tangenti  AT,  A'T'  negli 
estremi  dell'arco  AMA'  chiamasi  la  curvatura  assoluta  o  cuf^ 
vaiura  delTarco;  e  il  rapporto  della  curvatura  alla  lunghezza 
dell'arco  dicesi  lu  curvatura  media  delTarco. 

Se,  i  punti  A,  A'  avvicinandosi  indefinitamente  al  punto  M, 
le  curvature  medio  degli  archi  AM,  A^M  hanno  un  unico  li* 
mite  determinato^  questo  chiamasi  la  curvatura  delia  cari'a 

nel  punto  M;  la   quale  è  lini  —,  quando  As  converge  a  zero* 

avendo  indicato  con  As  l'arco  che  ha  un  estremo  in  M  e  con 
Aj  l'angolo  rielle  tangenti  ai  suoi  estremi,  calcolato  come  ^(y^ 
pra  si  è  detto,  angolo  che,  quando  As  è  infinitesimo,  dìcesi 
angolo  di  contingenza. 
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Se  la  curva  è  un  cerchio,  l'angolo  che  le  tangenti  agli 
estremi  di  un  qualunque  arco  fanno  tra  loro  è  uguale  all'an- 
golo al  centro  corrispondente  all'arco,  e  quindi  la  curvatura 
media  è  uguale  all'inversa  del  raggio;  perciò  la  curvatura  in 
ogni  punto  di  un  circolo  è  costante  ed  uguale  all'inversa  del 
raggio. 

Si  vede  poi  che  la  curvatura  media  di  un  arco  corrisponde 
al  concetto  espresso  dalla  parola  curvatura  nel  linguaggio  abi- 
tuale; poiché  di  archi  di  uguale  lunghezza,  appartenenti  a  curve 
diverse  e  che  hanno  in  un  comune  estremo  la  stessa  tangente, 
diciamo  che  più  si  incurva  quello  che  maggiormente  devia  dalla 
tangente,  cioè  quello  pel  quale  l'angolo  delle  tangenti  agli  estre- 
mi è  maggiore. 

188.  Si  chiama  raggio  di  curvatura  della  curva  nel  punto 

M   il   raggio  r  di  un  circolo  la  cui  curvatura  —    sia  quella 

della  curva  in  M;  cosichè  è  —  iz:lim-j— ,  rz=lim  t— zn-^-. 

r  As'  Ùk7       da 

Calcoliamo  r  quando  la  curva  è  data  da  una  equazione 
y=y(a?),  dove,  pei  valori  di  x  che  dovremo  considerare,  si 
suppone  che  y{a)),  oltre  ad  ammettere  derivata  prima  continua, 
in  relazione  alle  condizioni  poste  in  principio  del  n.  precedente, 
abbia  anche  derivata  seconda  finita;  o,  più  generalmente,  quan- 
do le  coordinate  a,y  dei  suoi  punti  sono  espresse  mediante 
una  variabile  qualunque  t  dalle  formole  x=:x{t) ,  i/=zy{t),  dove 
si  suppone  anche  qui  che  le  x(t)  ,  y{t)  ammettano  derivate 
prime  continue  e  derivate  seconde  finite. 

Indicando  con  a  l'angolo  che  la  tangente  nel  punto  M  fa 
coll'asse  delle  x,  si  riconosce  subito   che  db  A7  =  Aa  e  quindi 

i+rdinirfx.  Ma  differenziando  la  formola  tgaz=-7^  si  ha 

dx    drcf .y  —  di/d^x 

cos*jc  dx^  * 

dx^ 

e  da  questa,  ricordando  che  cos'oc  =  -p-; 5-r,  si  ricava 

^  dx'  -f  dy^ 
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=t  rf?r  =  dx  UT  /"■  ^ — ^,  e  quindi,  coir  osservare  che 
ds  =^±  l/f/x*+  rfj/',  si  ottiene  infine 

_  (fU^^dff^)^- 

r  ^^  ^ ^- 

dxd^y—dyd^x' 

dove  prenderemo  dei  due  segui  quello  che  rende  il  secondo 
membro  positivo,  perchè  r  è  quantità  essenzialmente  positiva; 
cosicht^,  sottintendendo  il  doppio  seguo  del  radicale»  potremo 
anche  scrivere 


dwd^f/^dyd^x 

formala  valevole  qualunque  sia  la  variabile  indipendente,  che 
in  essa  esplicitamente  non  comparisce-  Se  fosse  xr-£s{t), 
p  =  ytt),  si  dovrebbero  allora  sostituire  pei  differenziali  dì  x 
e  di  ^  quelli  che  da  queste  formolo  si  deducono.  In  partico- 
lare, se  la  variabile  indipendente  è  ìP,  come  avviene  quando 
la  equazione  della  curTa  è  y^=y{x\  abbiamo 


r  = 


((h^+df)  s     _ 


dxd^y 


[HW 


d'I/ 
da? 


Si  intende  poi  come  in  punti  speciali  ove,  non  essendo  ve- 
rificate  le  ipotesi  precedenti,  la  curva  abbia  qualche  partico* 
larità  relativamente  alle  derivate  della  funzione  0  delle  funzioni 
che  determinano  le  coordinate  dei  punti  della  curva,  possa  esi- 
stere una  curvatura  a  destra  ed  una  curvatura  a  sinistra,  e 
corrispondenti  raggi  di  curvatura,  diverse  tra  loro;  e  come» 
quando  si  considera  un  tratto  di  curva,  negli  estremi  del  tratto, 
non  si  possa  parlare  altroché  di  curvatura  solamente  a  destra 
o  a  sinistra. 


i 
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189.  Se  il  punto  M  non  è,  come  ora  supporremo,  un  flesso, 
vi  è  un  intorno  e  del  punto  M  tutto  da  una  parte  della  tan- 
gente MT.  Descriviamo  un  circolo  di  raggio  r,  tangente  in 
M  alla  MT  e  il  cui  centro  K,  che  è  sulla  normale  alla  curva 
in  M,  sia  rispetto  alla  tangente  dalla  stessa  parte  di  e. 

Questo  circolo  chiamasi  circolo  di  curvatura  e  il  punto 
K  centro  di  enfiatura,  relativi  al  punto  M. 

Per  un  altro  punto  M'  sulla  curva  conduciamo  la  normale. 
Essa  incontra  la  normale  relativa  ad  M  in  un  certo  punto  N, 
che  possiamo  supporre  a  distanza  fluita,  ove  si  prenda  M'^ 
sufficientemente  prossimo  ad  M.  Ora  M'  avvicinandosi  indefl- 
nitamente  ad  M,  dico  che  il  punto  N  ha  per  posizione  limite 
il  punto  K. 

Sia,  infatti,  y  =  jr(a;)  T equazione  della  curva,  {a;,f/)  le  coor- 
dinate di  M,  (.r-f  Ajr,y-f  Af/)  quelle  di  M'.  Il  punto  N  essendo 
la  intersezione  delle  due  normali  in  M  ed  M^  le  cui  equazioni 
sono  rispettivamente 

le  coordinate  del  punto  N  sono  i  valori  di  X ,  Y  che  le  sod- 
disfanno contemporaneamente.  Allo  scopo  di  cercare  questi  va- 
lori, la  seconda  equazione,  in  virtù  della  prima  può  scriversi: 

od  anche 

Se  ora  facciamo  convergere  M'  verso  M,  cioè  facciamo 
convergere  a  zero  Aa?,  le  coordinate  del  punto  limito  di  N    si 
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otterranno   risolvendo  rapporto  ad   X,Y  la  equazione  (1)  e 
quella  che  diventa  la  {2}  al  li  no  ite  per  Ax  convergente  a  zero. 

Ora -^  ha   per   limite  --—,•  inoltre,  essendo  Ay^y(x-i-ÌJ*) 

o  pereiù  li,»  -^=0.  lim  -ì^  =  lim  y'i''  +  ^)-y'<.'> 
ax  Aa^  d^  àx 

:=^-7^  ;  per  cui,  a!  limite,  la  equazione  (2)  diviene 

Indicando  con   ^  ,  >?  i   valori  di   X  ,  Y   che   soddisfaono  a 
questa  equazione  e  alla  (1),  abbiamo 

(3)     ,-a_ rf^r"ri^''~^  £j^         ' 

fte*  cfx* 

dalle  quali,  elevando  al  quadrato  e  BommaDdo, 

per  cui,  chiamando  con  K,  il   punto  (;,  >;),  punto  limite  delle 
posizioni  del  punto  N,  ossia  punto  d'incontro  della  narnaale  in 
M  colla  normale  infinitamente  vicina,  vediamo  intanto  che  MK^ 
è  uguale  al  raggio  di  curvatura  della  curva  nel  punto  M, 
Inoltre  la  seconda  delle  (3)  mostra  che  s^^y  ha  lo  stesso 

segno  di  —,  e  quindi  lo  stesso  segno  di  Y^  — Y^,  avendo  in- 
dicato con  Y^  e  Y^  le  ordinate  della  curva  e  della  tangente 
corrispondenti  alla  ascissa  x\b.m  (vedi  n.  174)»  Ma  esiste  un 
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intorno  di  M  per  tutti  i  punti  del  quale  r^  —  Y^  ha  lo  stesso 
segno  di  n^y,  giacché  >j  —  Y,  è  funzione  continua  di  a?;  ed 
in  conseguenza,  pei  punti  di  quest'intorno,  >j  —  Y,  e  Y^ — ^Y, 
hanno  lo  stesso  segno;  il  punto  Ki  è  quindi,  rispetto  alla  tan- 
gente, della  stessa  parte  di  un  certo  intorno  del  punto  M.  Esso 
coincide  dunque  con  K,  centro  dì  curvatura  del  punto  M. 

Le  formolo  (3),  che  ci  danno  perciò  le  coordinato  ;,  57  del 
centro  di  curTatura  nella  ipotesi  che  x  sia  la  variabile  indi' 
pendente,  diventano,  quando  la  variabile  indipendente  è  qua- 
lunque, le  seguenti: 

^^  ^  d£d^ff~dy(^x'  "^  —  ^^  dxd^y^dyO'x' 

Supponiamo,  in  particolare,  che  la  variabile  indipendente 
sìa  Varco  s  di  curva,  cosichè  le  coordinate  dei  suoi  punti  siano 
date  dalle 

Allora  indicando  con  o^\x^\y\y*'  le  derivate  di  x{s),  y{s) 
rapporto  ad  s,  abbiamo  dz^-hdy*:=(x^-^y'*)ds*;  ma  essendo 
</x*  +  rf^*  =  ds*,  qualunque  sia  la  variabile  indipendoute,  è 
x^-fy^=lp  cosichè  la  formola 


(dx^-^-dyV 


dxd^ìj—diid^x 


diviene  ora 


r-^L 


{w^^t/Y  th^ 


(wy'~x'y)ds' 


m'y*'~x'y 


I        ed,  analogamente,  le  (4)  diventano 


f/  x' 

(0)  i=X^    ^,^^,;_ ,.^^,  ,   )^  =  y+^-,_ 


xY'—x'f/ 


ry"— ^'y 


S4d 

Notiamo  ancora  che  in  questo  caso  si  ha  la  relazione 

che  si  ottiene  derivaudo  la  a!'*+^*=l,  e  quindi 

cosichè  abbiamo  quest'altra  espressione  di  r, 

1 


7^  = 


X'^'  +  J^'^»' 


Osserviamo  infine  che  la  formole  del  n.  120  a  pag,  281,  che 
danno  il  valore  della  quantità  ivi  denotata  con  R»  non  sono 
altro  che  la  espressione  del  raggio  di  curvatura  in  coordinate 
polari. 

190.  Il  luogo  geometrico  dei  centri  di  curvatura  K  dei  punti 
M  di  una  curva  è  una  curva  chiamata  la  sviluppata  o  evfh 
iuta  della  curva  data,  la  quale,  considerata  in  relazione  colla 
sua  sviluppata  o  evoluta,  prenda  il  nome  di  sviluppante  o  eooU 
venie  o  involuta^ 

Le  coordinate  i,r,  dei  punti  della  sviluppata  sono  date  dalle 
forraole  trovata  nel  numero  precedente  e  per  ottenere  una  re- 
lazione tra  1,»:,  indipendente  da  a?,  j/,  cioè  Tequazione  F(;,y)=0 
della  sviluppata  in  coordinate  cartesiane,  dove  ;,j5  sono  allora 
le  coordinate  correnti,  si  eliminerà  x,y  tra  le  equazioni  (^)  del 
n»  precedente,  o  tra  le 

(„._,.(,_,   *.=0,l+(|^)%,(-,)^=0, 

dalle  quali  quelle  si  dedussero,  e  la  equazione  /^(x,y)  =  0  della 
sviluppante,  quando  questa  sia  data  sotto  forma  implicita;  op- 
pure si  eliminerà  x  tra  le  {'ò)  n,  precedente  o  tra  le  (l)»  quando 
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la  equazione  della  sviluppante  è  dalla  forma  t/=i/(x);  oppure 
si  eliminerà  tra  le  (4)  del  n.  precedente   quella  variabile  per 
mezzo   della  quale  sono  espresse  le  coordinate  x,y  dei   punti 
della  sviluppante,  quando  avremo  quest'ultimo  caso. 

Senza  aiyer  bisogno  di  eseguire  tale  eliminazione,  che  na- 
turalmente non  può  effettivamente  farsi  se  non  è  individuata 
la  sviluppante,  si  possono  però  dimostrare  le  seguenti  proprietà 
della  sviluppata: 

1  .•  Le  normali  alla  sviluppante  sono  tangenti  alla  svilup* 
paia  nei  rispettivi  centri  di  curvatura. 

Infatti,  la  equazione  della  normale  in  M  alla  sviluppante 
essendo 

e  quella  della  tangente  in  E  alla  sviluppata  essendo 
Y-,=  -*   (X-J) 

e  poiché  il  punto  K  à  sulla  normale  in  M,  basterà,  per  dimo- 
strare il  teorema,  provare  che  — ^r-zr y^.  Ciò    si    ottiene 

^  d:,  dy  , 

subito,   perchò  derivando  la  prima  delle  (I)  rapporto  alla    va- 
riabile indipendente  a?,  si  ha 

che  in  virtù  della  seconda  delle  (1),  diviene 

d'è      dn     dy      ^       .     d>3  dx 

"3 — ^T"  •:7^-=0  ossia  -rr-zr r-. 

dx      dx    dx  di  dy 

2.'  La  lunghezza  assoluta  di  un  arco  di  sviluppata  è 
uguale  al  valore  assoluto  della  differenza  tra  i  raggi  di 
curvatura  corrispondenti  ai  suoi  estremi,  quando  per  tutti 
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i  punti  deirarco  medesimo,  ossia  dei  corrispondente  arco 
di  sviluppante^  il  raggio  di  curvatura  è  funzione  finita  con- 
tinua sempre  crescente  o  sempre  descrescente  della  mria^ 
bile  indipendente,  e  che  ammetle  derivata  finita. 

Per  dimostrare  questa  proprietà,  supporremo  che  la  varia- 
bile indipendente  sia  l'arco  s  di  sviluppante,  cosichè  le  coor* 
dinate  dei  suoi  punti  siano  date  dalle  x^iza^{s\  y^y(s),  eie 
coordinate  l^n  dei  punti  della  sviluppata  dalle  (5)  del  n.  189, 

le  quali,  posto  R—  ^r-n 7—7^^   diventano   ;=ia;  — y'R. 

X  y    — y  m 

>3:=jr  +  a?'R;  e  derivando  quest'ultime  rapporto  ad  s,  ed  indi- 

cando  le  derivazioni  con  apici,  abbiamo 


Elevando  al  quadrato  o  sommando,  e  avuto  riguardo  alle  for 

1 

■y 


mole  «'»+/•= 1,    a:'a?"+y'jr"=0,    r*=       ,  '   ^,,,  .R'^r^ 


si  ha 


(0-(lr)'='-(^)" 


'ossia  dl^-^dn^:=^dr^y  la  quale,  indicando  con  S  l'arco  di  svi- 
luppata contato  a  partire  da  una  origine  fissa  ed  essendo  per* 
ciò  £/S*:zrrfiVrf^*,  diviene  dS*=:rfr*  ossia  rfSr=zbdn 

In  questa  formola  dovremo  prendere  il  segno  superiore  o 
r  inferiore  secondochè  rfS  e  dr  hanno  o  no  lo  stesso  segno,  ossia 
secondochè  nel  punto  K  di  sviluppata,  che  si  considera,  T arco 
S  ed  il  raggio  di  curvatura  r  crescono  e  decrescono  insieme 
oppure  no  j  cioè  quando  esiste  un  intorno  di  K  sulla  svilup- 
pata, per  tutti  i  punti  Ki  del  quale  S  —  Si  e  r--ri  abbiano 
lo  stesso  segno  oppure  no,  dove  Sj  è  T  arco  che  termina  in  K,, 
l'origine  degli  archi  essendo  fuori  dell'intorno,  e  r^  il  raggio 
di  curvatura  corrispondente  a  Kj. 
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Gosichè,  quando  per  tutti  i  punti  d' un  tratto  di  sviluppata 
si  verifica  costantemente  V  uno  o  V  altro  di  questi  casi,  avremo 
sempre  d&=zdr  oppure  dS=z:—dr,  cioè  rfS  =  ±:dr, prendendo 
costantemente,  in  quel  tratto,  il  segno  superiore  o  V  inferiore  ; 
ed  allora  per  tutti  i  punti  di  questo  tratto  di  sviluppata  è 
S=±r-hC,  dove  C  è  una  certa  costante. 

In  conseguenza,  se,  percorrendo  un  tratto  K^Ki  di  svilup- 
pata da  un  estremo  all'altro,  si  trova  che  il  raggio  di  curva- 
tura della  sviluppante  cresce  sempre  o  decresce  sempre  e  si 
indicano  con  Tq^Vi  i  valori  di  r  corrispondenti  agli  estremi 
Ko,Ki  e  con  So,  Si  gli  archi  di  sviluppata  che  terminano  in 
Kq  ,  Ki ,  contati  da  una  origine  che  supponiamo  fuori  del  tratto 
Ko,Ki,  o  al  più  in  un  estremo  di  esso,  avremo 

S,  =  :2:r,-f  C,  So=±r+C 

e  da  queste  Si  — So =it(ri  —  ro)  ossia  |S,  — Sd  =  |ri  — rd;  ma 
|Si — So|=s|arco  KoKi|,  per  cui 

|arcoKoK,|  =  |ri— rd, 

formola  che  dimostra  il  teorema. 

Il  quale  non  è  più  vero  se  lungo  Tarco  KoK,  il  raggio  di 
curvatura  della  sviluppante  non  varia  costantemente  nello 
stesso  senso,  poiché  se,  ad  es.  :  lungo  l'arco  KqK',  da  Ko  a  K', 
il  raggio  di  curvatura  cresce  sempre  e  lungo  l'arco  K'Ki,da 
K'  a  Ki,  decresce  sempre,  essendo  K'  un  punto  interno  all'arco 
EoKi,  avremo,  pel  teorema  ora  dimostrato, 

arco  KoK'~r'  — ro,  arco  K'Ki  =  r'— r, 

e  quindi 

arco  KoK,  =  2r'— ro— ri 

dove  r'  indica  il  raggio  di  curvatura  il  cui  centro  è  K'. 


Dal  teorema  precedente  si  deduce  un  modo  di  descrivere 
la  sviluppante  per  mezzo  della  svUuppata. 
Supponiamo  che  lungo  il  tratto  di  svi- 
luppata da  K4  a  K|  il  raggio  di  curva- 
tura della  sviluppante  sia  sempre  decre- 
scente. Immaginiamo  un  filo  che  avvolga 
perfettamente  V  arco  K|  K4  e  di  cui  un  capo 
sia  fissato  in  K4  e  T  altro  capo  sia  in  Mi 
sulla  sviluppante,  in  modo  che  la  parte 
rettilinea  di  filo  KiMi,  sia  disposta  sulla 
tangente  K^Mi  della  sviluppata  nel  punto 
Ki.  Immaginiamo  inoltre  che,  tenendo  sempre  teso  il  filo,  lo 
si  svolga  dalla  sviluppata  in  modo  che  la  parte  rettil  inea  risalti 
sempre  tangente  alla  sviluppata  stessa;  allora  l'estremità  libera 
del  filo  descriverà  l'arco  Mi  Mg  Ms  M4  di  sviluppante  che  corri- 
sponde all'arco  KiKsKjK^  di  sviluppata.  Infatti,  quando  la 
parte  rettilinea  del  filo  si  sarà  disposta  lungo  la  tangente  E^Ms 
nel  punto  K,  alla  sviluppata,  la  sua  estremità  si  troverà  in 
un  certo  punto  M^^;  dico  che  i  punti  M,  ed  M'^  coincidono. 
Infatti  abbiamo,  evidentemente,  Kg  M',  =  KiMi-f  arco  KiR^  e 
d'altra  parte,  per  l'ultimo  teorema, arco  KiK2  =  Kg M, — K,M| 
ossia  KgM2=KiMi+ arco  KiKj,  e  quindi  K^M^znK^M'i. 

L'estremità  del  filo,  svolgendosi  nel  modo  che  si  è  detto, 
è  venuta  in  Mg,  e  così  si  dimostrerebbe  che  essa  passa  per 
tutti  i  punti  dell'arco  M1M4  di  sviluppante. 

A  questa  proprietà  del  luogo  geometrico  dei  centri  di  curva- 
tura è  dovuto  il  nome,  che  gli  venne  dato,  di  sviluppata  0  evoluta. 
Si  vede  poi,  come  ad  una  data  sviluppata  possa  corrispon- 
dere una  infinità  di  sviluppanti,  che  si  ottengono  accorciando 
od  allungando  il  filo  che  si  avvolge  sulla  sviluppata.  Questa 
proprietà,  del  resto,  risulta  analiticamente,  come  potremo  ve- 
dere altrove. 

191.  Diamo  ora  la  sviluppata  delle  seguenti  curve: 

1)  Ellisse.  Sia  la  ellisse  di  equazione  — 5-4- -|j-=l.  Abbiamo 

dt/  ò^/s 

-:r-= g—  e   da   questa,    servendoci  di   questo   valore  di 

cUc  ary  ^ 


851 

--p--  6  avuto  riguardo  alla  relazione  tra  x  e  y   data   dalla 
ax 

equazione  della  ellisse,  si   ricava  r7^=^ tt»    P®^  ^^^    ^® 

formolo  (3)  del  n.  189  diventano 

^=^ ^ — ^'^=^ W^ ' 

ovvero^  adoperando  la  equazione  della  ellisse, 

Per  eliminare  Xjp  tra  la  equazione  della  ellisse  e   queste 
due,  scriviamole  cosi: 

(a;)  T=^(a«_Jt),  (J>j)^=  |-  (b'-a^); 

ed  allora,  elevando  al  quadrato  e  sommando  e  tenendo  conto 
della  equazione  della  ellisse,  si  ha: 

(aO'^-f(*>7)"^  =  (a«  — *')"^, 

che  è  l'equazione  della  sviluppata  richiesta,  !,>?  figurando  come 
le  coordinate  correnti. 

Allo  stesso  risultato  possiamo  arrivare  ancora  partendoci 
dalle  formolo 

a?=acos^    yzzzbsent 

che  esprimono  le  coordinate  x,y  dei  punti  della  ellisse  me- 
diante la  variabile  /;  dalle  quali,  ricavandone  dx,(Px,dì/ ,(Pij 
e  sostituendo  nelle  (4)  del  n.  189,  si  ottiene 

■r  j      icos<(a'sen*<-f  J*cosV)      o?  —  b*       ,^ 

$=z:a  cos  / ^^ j- = cos'^ 

ab  a 

,        ^       asen<(a*sen*<+J*cos*rt       b^  —  a^       ,^ 

>j  =  J  sen  t =: n  — 7 —  sen'  ^ 

ab  o 
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ossia  (a;)  »  =ta*  — J^)  cos  f,  (4>j)  ^  ^r:(ft*^ — a*)sen(; 

ed  elevando  al  quadrato  e  sommando,  viene  eliminato  t  e  sì 
ha  la  precedente  equazione  della  sviluppata, 

2)  Sviluppante  di  circolo.  La  curva,  le  coordinate  dei  punti 
della  quale  sono  espresse  dalle  formolo 

x  =  a(cos  ^  +  ^  sen  tX  y  =  a(sea  t  —  ^  cos  t\ 

chiamasi  miluppante  di  circolo,  perchè,  come  facilmente  si 
trova  col  processo  testé  tenuto  per  la  ellisse,  la  aua  sviluppata 
è  il  circolo  ;^  +  >5*  =  a^. 

3)  Cicloide.  Per  la  cicloide 

(1)  x=:a(i^sen/),  3/  =  a{l— cosO 
le  formole  {4)  del  n,  189  diventano 

;=ra(^H-sen/),  ??  =  —  a{l — eoa/). 

Poiché  la  variabile  t  riceve  tutti  i  valori  da  — ooa  +  oo, 
è  lecito  scrivere  in  queste  formole  /h-tc  in  luogo  di  ^  otte* 
nendo  cosi 

(2)  ;:=a7rH-a(^  — sen^),  vjzz — a(l+CQS^), 

Inoltre  trasportando  gli  assi  delle  coordinate  cartesiane 
parallelamente  a  loro  stessi  in  modo  che  T  origine  venga  nel 
punto  di  coordinate  xr^air ,  y  =  —  2a,  chiamiamo  x^ ,  ^i  le  coor- 
dinate dei  punti  del  piano  relativamente  a  questo  nuovo  siste- 
ma. Le  formole  di  trasformazione  sono  a:  ^  a^i  +  a-r,  y  z=r  y^ — 2a, 
e  chiamate  ^u^i  le  nuove  coordinate  dei  centri  di  curvatura 
della  cicloide,  le  formole  (2;  diventano: 

i^ziza{t  —  sen/),  >3i  =  fl(l  —  coa^i 

le  quali,  messe  a  confronto  colle  (1),  ci  mostrano  che    la  svi* 
luppata  della  cicloide  &  una  cicloide  identica  alla  cicloide  svilup- 


I^^sn^'rr^- 
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pante,  ma  diversamente  situata,  e  precisamente  situata  rispetto 
agli  assi  delle  Xi^yi  come  la  cicloide  proposta  lo  è  rispetto  a  quelli 
delle  a.y. 

È  notevole,  per  la  cicloide,  il  valore  del  raggio  di  curva- 
tur^,  giacché  si  trova  subito  che  r=z2\/2ay%  cioè  è  il  doppio 
delia  lunghezza  della  normale  h^-=[/Zay*  il  che  permette  di 
determinare  facilmente  il  centro  di  curvatura  di  ogni  suo  punto. 
4)  Spirale  logaritmica.  La  sua  equazione  in  coordinate  po- 
lari pz=.ae^^  diviene  nel  sistema  cartesiano,  corrispondente  nel 
solito  modo  al  polare. 


I/x»-fy»  =  ae'^*'^'*■^'*■'"**^(A  intero  qualunque) 
od  anche 

log  a + m  arctg  —  -f  2mkK  —  -5-  log  (a?* + y*)=  0. 

Le  formolo  (3)  del  n.  189  diventano  in  questo  caso  \-=. — my, 
y\z:^mx\  le  quali,  indicando  con  R,9  le  coordinate  polari  del 
centro  di  curvatura  (?,>?)  che  corrisponde  al  punto  (a;,y) 
cosichè  sia 

^rzRcoso),  >?=Rsen9,  a^zrpcosS,  y  =  psen5, 
diventano 

(3)  Rcosy  = — m/Dsen5,     Rsen  yrzwpcos?, 

tra  le  quali  e  la  p  z=:  ae^^  dobbiamo  eliminare  p,  9  per  avere 
la  equazione  della  sviluppata  in  R  e  (p. 

Perciò  osserviamo  che  dalle  (3)  si  ricava  Rzrmp  e  quindi 
ancora 

(4)  cos  9  rz — sen  9 ,    sen  9 = cos  5, 

e  da  queste 

cos  9  cos  5 -f  sen  y  sen  5  =  cos  (9  —  6)  =  0, 


S54 

e  perciò  9 — 0=:±  -^;  ma  dobbiamo  prendere   9  —  Oz=:~, 

ossia    9=5-h— ,  affinchè  siano  soddisfatte  le  (4). 

Sostituendo  ora  p  •=  — ,  9=19  — —  nella  equazione  pzuaxf^ 
abbiamo  l'equazione  della  sviluppata 

R=ame  K^-T") 
od  anche 

(5)  Rzzoe'"'"^'^^' 

La  curva  rappresentata  da  questa  equazione  è  una  spirale 
uguale  alla  spirale  sviluppante,  ma  diversamente  situata.  Per 
riconoscere  ciò  basta  far  ruotare  Tasse  polare  di  un  angolo 

-o — ;  chiamando  9'  l'angolo  polare  relativo  al  nuovo 

asse  è  9  =9'  4-  — 2 —  e  la  (5)  diviene  R=ae"Y' .  Quindi 

la  sviluppata  della  spirale  logaritmica  p=:sLei^O  è  una  spi- 
rate uguale,  diversamente  situata,  che  fatta  ruotare  di  un 

angolo  — ^ —  intomo  al  polo  viene  a  coincidere  colla 

spirale  sviluppante. 

Se  il  numero  m  soddisfacesse  alla  equazione  — —  =  -5-, 

la  (5)  diverrebbe  R  =  ae^f  cioè  la  sviluppata  sarebbe  la  stessa 
spirale  sviluppante.  Ciò  avviene  anche,  più  generalmente,  quando 
m  soddisfa  alla 

(6)  !2L??Ì  —  —  (4A  —  1)  -^  (ft  intero  qualunque), 

giacdhè  allora  la  (5)  diviene  R=r:a5"*<f^**^  che  rappresenta  la 
stessa  curva  rappresentata  dalla  R  =  ae*^^. 
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Ora  la  derivata  della  funzione  — - —   rapporto  ad  m  è 

1  —  loff  171 

f — ,  che  è  positiva  pei  valori  di  m  da  0  ad  e  e  negativa  per 


quelli  da  e  a  -f  00  ;  la  funzione  — ^ —  cresce  quindi  da  —  ooa  — , 

m  e 

quando  m  va  da  0  ad  ^  e  decresce  da  —  a  0  quando  m  va 

da  ^  a  +00.  Quindi  ad  ogni  valore  positivo  intero  di  k  cor- 
risponde un  valore  di  m  che  soddisfa  la  (6). 

Vi  sono  dunque  infinite  spirali  logaritmiche  dotate   della 
notevole  proprietà  di  essere  le  sviluppate  di  se  stesse. 


Contatto  delle  oarTO  piane. 
192.  Siano  le  due  curve 

Y,=Y,(X),  Y,zziY,(X), 

e  le  Yi(X),  Y,(X)  ammettano  derivate   continue  fino  a  quel- 
l'ordine e  per  quei  valori  di  a?,  che  ci  occorrerà  considerare. 
Se,  per  Xzzx,  si  ha 

y^Y,(x)=Y,{x\  Y,\x)^Y,\x),  Yr{x)=:Y,'\x\ . . .  Y<-\xhY,^-\x), 

si  dice  che  le  due  curve  nel  loro  punto  comune  {x ,  y)  hanno 
un  contatto  d'ordine  n***™**. 
Ciò  supposto,  avendosi  allora 

Y,(x^h)^Y,{W'^h)=.^^^^^  [Y/-+')(ar+5/0-Y,'-+'K^4-WO], 

la  difierenza  delle  ordinate  delle  due  curve,  corrispondenti  a 
X=ic-f  A,  è  un  infinitesimo  di  ordine  n-f  1,  se  A  si  prende 
per  infinitesimo  di  primo  ordine. 

Inoltre,  poiché  esiste  un  intorno  di  x  per  tutti  i  punti  x-^h 
del  quale  la  quantità  tra  parentesi  nel  secondo  membro  della 
formola  precedente  mantiene  lo  stesso  segno  di  Y,^"+*Xac)  — 
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Yg^'^^^Co?),  la  differenza  Y,(x  +  A)  — Y2(x  +  A).  pei  punti  di  tale 
intorno.  Gambiera  oppure  non  Gambiera  di  segno  con  A,  secon- 
dochè  n  è  pari  oppure  dispari.  Cioè,  due  curve  che  hanno  in 
un  punto  un  contatto  d'ordine  pari  si  attraversano  scam- 
bievolmente nel  punto  di  contatto,  e  due  curve  che  hanno 
un  contatto  d'ordine  dispari  sono,  nelle  vicinanze  del  punto 
di  contatto,  ciascuna  intieramente  dalla  stessa  parte  rispetto 
all'altra  o,  come  si  dice,  le  due  curve  si  abbracciano. 

Sia  ora  una  terza  curva  Y^z=zYz(X)  che  abbia  con  una 
delle  due  precedenti,  poniamo  colla  Y,  =  Yi(X),  un  contatto 
d'ordine  m<w  nel  punto  (a?,y).  Scrivendo, |>er  brevità,  Yi,.,. 
in  luogo  di  Y,(a?  +  A)...  abbiamo 

Y,-Y.  =  (Y.--Y,)+(Y.~y^,     ^r^  =  l+^^ 

ossia 

Y3-Y,_,      /^^">*.I.2.(m-f  I)    Y^^'*^»(x+$A) - Y^^'^Kx ^ Sh) . 
Y3— Y,  —    '^       1 . 2 . . .  (n  + 1)       Y3"»*»^(a?+^,A)— Y/-+»<x-f  5,A)' 

e,  poiché  il  secondo  membro  diventa  uguale  ad  uno  per  hzzO, 
esiste  per  h  un  intorno  di  A=0  ossia  un  corrispondente  intorno 
di  X,  per  tutti  i  punti  del  quale  questo  secondo  membro  è  posi- 
tivo,  e  quindi  in  esso  Y3 — Yj  e  Y3  — Y,  hanno  lo  stesso  segno; 
cioè  la  curva  Ygzz:  Y3(X)  non  passa  tra  le  due  prime  curve  nelle 
vicinanze  del  punto  di  contatto.  Quindi,  tra  due  curve,  che 
hanno  in  un  punto  un  contatto  d*  ordine  n,  non  si  può  far 
passare,  nelle  vicinanze  del  punto  di  contatto^  alcuna  altra 
curva  che  abbia,  in  quel  punto,  un  contatto  d'ordine  in- 
feriore ad  n  con  una  delle  due  prime. 
193.  Siano  le  due  curve 

(1)  .  Y.  =  Y,(X), 

(2)  /-(X,  Y„  a^,a,...a^)=0. 

La  seconda  equazione  contenendo  le  n+  1  costanti  ai^Oti- 
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a„-4-i  rappresenta  tutte  le  curve  di  una  stessa  specie,  i  cui 
iadividui  si  ottengono  attribueudo  speciali  valori  alle  costa  ri  ti 
o  parametri  a,  ,rtj.,fl!,i_^j.  Queste  costanti  potranno  detenni- 
Darsi  in  guisa  che  la  curva  rappresentata  dalla  equazione 
(2)  pas«ì  per  un  punto  (a?,^)  della  (1)  ed  abbia  ivi  con  essa 
un  contatto  di  un  certo  ordine  m<n,  perchè  le  equazioni 
di  condizione  pel  contatto  d'ordine  m  sono  in  numero  dì 
m^ì  ctoè  le 

(3)    Y,{x)=M^)  Y/(^)=Y/{^),.,.  Y,<->ÌT)~YrK^), 

intendendo  qui  con  Yf(x),  Y/f^à?)--  i  valori  di  Yj  e  delle  sue 
derivate  ricavate  dalla  (2);  ft  a  queste  equazioni  di  condizione 
soddisfarà  ognuna  di  quelle  curve  (2),  nella  equazione  della 
quale  porremo  perm+l  delle  costanti  a  valori  che  soddisfac- 
ciano alle  equazioni  (3).  Avremo  cosi,  in  generale,  un  numero 
infinito  di  curve  (2)  aventi  colla  curva  (l)  nel  punto  (x,^) 
un  contatto  d'ordine  m<«,  nessuna,  in  generale,  che  abbia 
un  contatto  d'ordine  m>n  ed  una  sola  che  ha  un  contatto 
d'ordine  n.  Quest'ultima  si  dice  che  è,  tra  le  curve  della 
specie  delle  (2),  la  osculatrice  alla  curva  (1)  nel  punto  {^,y)* 

In  punti  speciali  la  curva  (2)  può  avere  un  contatto  d'or- 
dine superiore  ad  n,  cioè  in  quei  punti  della  (1)  le  cui  ascisse 
£  soddisfanno  alla  equazione  Y^^'''^\w)=^Yi*^^\x).  Per  questi 
punti  la  curva  osculatrice  (2)  ha  un  contatto  d'ordine  n+1, 
giacché  essa  soddisfa  alle  n+I  equazioni  (3)  (qui  è  m^^n) 
e  alla  Y,*''"*'^'(^)  =  Y»***"^*(a:),  le  quali  tutte  sono  appunto  le 
condizioni  pel  contatto  d'ordine  «+  1- 

E  l'ordine  del  contatto  potrà  ancora  elevarsi  se,  per  speciali 
valori  di  x^  fosse  ancora 

Y^-^ix)  —Y^'^Xx),  Y.^'^Kxy^Yé'^^Kx)^ . . 

Esempi. 

1)   Retta    osculatrice.  Determiniamo   le   due   costanti   ùy.a^ 
nella  equazione  della  retta  Y^  =  aiX  +  a5,  affinchè  essa    abbia 
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un  contatto  di  primo  ordine,  e  con  ciò  sia  osculatrice,  nel 
punto  (ar,  yzzzY^x))  colla  curva  Yi  =  Yi(X).  Le  determineremo 
mediante  le  due  equazioni  di  condizione  pel  contatto  di  primo 
ordine,  che  qui  diventano 

Y,{x)  =  y=Y^(x)=a,x-\'C^  Y/(ir)=Y/(a?)=a,. 

la'  seconda  delle  quali  determina  a^  e  dalla  prima  abbiamo  al- 
lora a«=y — xYi{x\  cosichè  la  retta  osculatrice  è  la 

Y,=:Y/(a:)X  +  y-a?Y,(a:) 

ossìa 

Y,-v=Y/(a^)  (X-ic), 

che  è  la  tangente  alla  Yizr:Y,(X)  nel  punto  (a?,y).  La  retta 
osculatrice  ad  una  curva  è  quindi  la  tangente,  la  quale  ha 
cosi  un  contatto  di  primo  ordine  colla  curva. 

Il  contatto  colla  tangente  è  di  secondo  ordine  in  quei  punti 
della  curva  che  corrispondono  alle  ascisse  X  tali  che  Yi"(X)3: 
Y/'(X)rzO,  cioè  nei  flessi  della  curva. 

Ed  il  contatto  sarebbe  di  ordine  superiore  al  secondo  per 
quei  punti  pei  quali  fosse  inoltre  Yi"'(X)i=:0,  Yi^(X)r=0... 
2)  Circolo  osculatore.  Determiniamo  le  tre  costanti  ai, a,, a, 
della  equazione  di  un  circolo 

(4)  (X-aOH(Y,-a,y-a3«=0 

affinchè,  avendo  nel  punto  (x,y)  della  curva  Yi=z:Y,(X)  un 
contatto  di  secondo  ordine,  ne  sia  il  circolo  osculatore  in 
quel  punto.  Le  equazioni  pel  contatto  di  secondo  ordine  sono 

(5)  Y,(a:)  =  Y,(x),  Y,VO=Y/(^),  Y/'(a:)=Y/'(a:). 

dove  nei  secondi  membri  dobbiamo  sostituire  i  valori  ricavati 
dalla  (4)  per  Y2,Y8^Y^'^  Ma  alle  (5)  possiamo  sostituire  la 
(4)  e   le  equazioni   che  da  essa   ricaviamo  colla  derivazione 


!g^«fV^  -c*^ 
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rispetto  ad  X,  facendo  in  esse  X=x,  e  sostituendo  per  Y^Yj'.Y,'' 
i  valori  dati  dalle  (5).  Ciò  facendo  abbiamo 

(w  —  «iV + (y  —  aj^^oz. 

1  +  [T/(a?)]«  +  (y  -  a,)Y^'(ar) = 0  ; 

le  quali  equazioni  in  ai ,  a,  e  a^  sono  identiche  a  quelle  in  ;, 
7}  e  r  cui  soddisfanno  le  coordinate  del  centro  di  curvatura  ed 
il  raggio  di  curvatura  nel  punto  (x,t/)  della  curva  Yi=Yi(X). 
Gosichè,  avendosi  «1  =  ;,  ««  =  >?,  «8=^»  vediamo  che  il  cir- 
colo osculatore  coincide  col  circolo  di  curvatura  alla  cwva 
nel  punto  che  si  considera. 

Il  circolo  osculatore,  avendo  colla  curva,  generalmente,  un 
contatto  di  secondo  ordine,  attraversa  la  curva  nel  punto  di 
contatto. 

In  punti  speciali  l'ordine  del  contatto  del  circolo  osculatore 
potrà  aumentare  di  una  o  più  unità. 


Oarve  Invllappi* 

194.  Sia  f{(D^y^oL)  funzione  uni  valente  finita  delle  quantità 
x,i/y(x.  e  che  ammetta  derivata  rapporto  alle  os,y,(x.  Suppo- 
nendo che  x,y  siano  coordinate  di  qualunque  natura  e  a  sia 
un  parametro  variabile,  la  equazione 

(1)  f{x,y,cc)  =  0 

rappresenta  una  famiglia  di  curve,  di  cui  tutte  le  curve  indi- 
viduali hanno  una  proprietà  comune,  espressa  dalla  equazione 
(1),  e  che  si  ottengono  ciascuna  attribuendo  un  particolare 
valore  ad  «, 


'■"r*j*v~n'.  V  **■■■'' -^V'^"""-     ■■•  ^-^  rT-K».5,^'-.^^  ■■■^~  ■'^xCil'^^^-'^^ 
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B'issato  un  valore  ^  del  parametro  variabile,  consideriamo  la 
curva  corrispondente  f{x ,  y ,  a)r=:0,  e  quella  che  corrisponde  ad 
un  altro  valore  «  +  Aa  del  parametro,  cioè  la  f{x  ,t/,oL  +  A;t)=d). 

Le  coordinate  dei  punti  d'incontro  di  queste  due  curve, 
punti  che  chiameremo  m,  sono  i  calori  di  y  ,x  che  soddisfanno 
a  queste  due  equazioni;  ovvero,  poiché 

/^X,y,a  +  A«)z=:/(ac,y,a)4-Aa/^a(«,y,a-h5Aa), 

quelli  che  soddisfanno  alle  due  equazioni 

(2)  f{x,y,a)  =  0,  /^a(^,y,a  +  5Aa)=z:0. 

Facendo  convergere  Aa  a  zero,  questi  punti  m  converge- 
ranno, generalmente,  verso  certi  punti  limiti,  che  chiameremo 
punti  M,  le  coordinate  dei  quali  saranno  i  valori  di  x,y  che 
soddisfanno  alle  equazioni 

(3)  /•(a?,y,a)=0,  /^a(a^,y,a)  =  0. 

Invero,  indicato  con  Xo,yo  ^^  sistema  di  valori  di  ^,y  che 
soddisfanno  a  queste  equazioni  (3),  supponiamo  che  le  due 
equazioni 

(4)  /•(4?,y.a)=0,  r4x,f/,b)=0 

definiscano,  in  un  certo  intorno  di  (a=:a,  inza),  due  funzioni 
univalenti  continue  x,y  di  a,b,  che  indicheremo  con  xz=x(a,b) 
y=zy{a,b)  e  che  per  a=<x,  Jiz:a  prendano  i  valori  a?o»yo' 
Poniamo  ora  a  =  a,  e  diamo  a  b  i  valori  a  +  ^Aa;  i  valori 
xz=ix{oL ,  a  4-  5Aa),  yz=:y(x ,  a  +  5Aa)  soddisfanno  alle  equazioni 
(2),  poiché  le  (4)  per  questi  valori  di  a ,  J  si  riducono  appunto 
alle  (2).  Cosichè  questi  ultimi  Talori  di  x,y  sono  coordinate 
di  un  certo  punto  m.  Facendo  ora  convergere  Aa  a  zero  i 
valori  precedenti  di  x,y  hanno  per  limite  a?o,yo,  poiché  le  a;, jf 
sono  funzioni  continue  di  a,&;  cosiché  il  punto  le  cui  coor- 
dinate sono  {cco,f/^  é  il  limite  delle  successive  posizioni  di 
questo  punto  m;  esso  è  quindi  effettivamente  un  certo  punto  M. 
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Il  luogo  geometrico  di  tutti  i  punti  M,  ottenuti  attribuendo 
al  parametro  variabile  tutti  i  valori  di  cui  è  suscettibile,  chia- 
masi l'inviluppo  delle  curve  rappresentate  dalla  equazione 
(1),  che  diconsi  allora  le  curve  inviluppate;  e  quando  l'invi- 
luppo efifettivamente  esista,  la  sua  equazione  in  coordinate  oo,y 
si  ottiene  eliminando  a  tra  le  due  equazioni 

/'(a:,y,a)=0,  /^«(fi;,  y,«)=0. 

Esempi. 

1)   Per  avere  l'inviluppo  delle  rette  rappresentate  dalla  equa- 
zione (x,y  coordinate  cartesiane  ortogonali) 

aj  cos  3a  ■♦-  y  sen  3  3c = a(cos  2«)  * 

si  eliminerà  x  tra  questa  equazione  e  la 

^  —  X  sen  Sx+  y  cos  3xz=: —  a(cos  2x) «   sen  2x 

ottenuta  dalla  prima  colla  derivazione  rapporto  al  parametro  oc, 
A  tale  scopo,  risolvendo  le  precedenti  equazioni   rapporto 
ad  OD  e  y,  abbiamo 

ó7z=a(cos2a)«  (cos2acos33£  +  sen2asen3a)  =  a(co8  2a)«  cosa 

y  =z a{cos  2%)  »  (cos  2x  sen  3«  —  sen  2x  cos  3^)  =z a(cos  2a)'«'sen  a, 

che  sono  le  coordinate  dei  punti  dell'inviluppo  espresse   me- 
diante il  parametro  a;  dalle  quali  otteniamo 

X*  -f  j/*=:  a*co82a,  a?'  —  y'zz:a*cos2a(cos*a  —  sen*«)  =  a* cos* 2a, 
e  da  queste,  eliminando  cos2a,  si  ha  l'equazione 

dell'inviluppo,  che  è  una  lemniscata. 

36 
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2)  Si  voglia  r  inviluppo  dì  tutte  le  rette  che  con  due  rette 
ortogonali  formano  un  triangola  di  area  costante  i. 

Prese  le  rette  ortogonali    psr  assi  coordinati,  le   equazioni 

delle  rette  sono l--^=zl,  dove  %[i^%h\  cosichè  tutte  le 

%        p 

rette  soddisfacenti  alle  condi^ioui  del  problema  £^i   ottengano 
dalla  equazione 

attribuendo  tutti  i  ?alori  al  parìametro  a»  Derivando  rapporto 
ad  ^  abbiamo  ' 

ed  eliminando  a  tra  questa  e  la  precedente  si  ha  T  equazione 

k 
xy^z-^  dell'inviluppo,  che   è  una   iperbole   avente    gli   assi 

coordinati  per  asintoti* 

3)    Inviluppo   dei    circoli   aventi    il    centro    sulla    parabola 
y'=2pii?  e  passanti  per  il  vertice  della  medesima. 

Indicate  con  fs,x  le  coordinate  del   centro  di  uno    qualun- 
que dei  circoli  ed  r  il  raggio,  esso  avrà  per  equazione 

dove  a^^2pf:i  e  r* ::=  ;t* -f /3*  ;  cosichò  tutti  i  circoli  del  problema 
saranno  rappresentati  dalla  equazione 

pix^-^y*} — a*-c  —2xpy:=:0, 

Derivando  rapporto  ad  ^c,  si  ha  :ia!+py:=0,  ed  eliminando 

m  si  ottiene  l'equazione  dell'inviluppo 

che  è  una  cissoide  di  Diocle. 
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195.  La  tangente  in  un  punto  dell*  inviluppo  coincide, 
in  generale,  colla  tangente  alta  inviluppata  che  passa  (o  ad 
una  delle  inviluppate  che  passano)  per  quel  punto. 
Le  inviluppate  siano  date  dalla  equazione 

dove  ora  supponiamo  x ,  y  rappresentino  coordinate  cartesiane 
ortogonali. 

Fissiamo  un  punto  (Xo.yo)  sull'inviluppo,  rappresentato 
dalle  due  equazioni 

f(x,y,0L)=0,    A(^,'/,a)  =  0, 

ed  indichiamo  con  «o  il  valore  di  a,  od  uno  dei  valori  di  «, 
che  per  xz=:Xq,  y^^^^o  soddisfa  contemporaneamente  a  queste 
due  equazioni. 

Osserviamo  ora  che  le  coordinate  x^y  dei  punti  dell'invi- 
luppo, appartenenti  a  un  certo  intorno  del  punto  (^01^0)1  sod- 
disfanno alla  equazione  f{x,y  ,x)z=iO,  dove  a  è  quella  funzione 
Ai  a;,y,  definita  dalla  /'«  =  0,  che  per  x=iXo,  y=yo  prende  il 
valore  ^o*  Gosichè,  per  avere  il  valore  del  coefficiente  angolare 

-7^  della  tangente  nel  punto  (.ro,yo)  all'inviluppo,  avremo, in 

generale,  la  formola 

df  df  df 

T^dXo-^r^dyo-^  r-^rf3Co  =  0; 
9^0  ^!/o  ^«0 

ma    -^z=:/'a(iro,yo.5to)=0,  quindi 

doCQ 

ìL 

^d:,o'h^dy,  =  0  e  da  questa  ^°=-|§. 
Ora  la  inviluppata  fioOjy,a^  =  0  passa  pel  punto  (a?o,yo)» 
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e  il  coefficiente  angolare  della  sua  tangente  in  questo  puntò  è 

—  17'  valore  uguale  al  precedente.  Questa  inviluppata  e  l'io- 

viluppo  hanno  quindi  nel  punto  (ooo ,  yo)  1^  medesima  tangente. 
Rimane  cosi  dimostrato  il  teorema,  che  potrebbe  non  essere 

più  vero  se  nel  punto  {x^.y^  fosse  ^^  zi: 0,  ~  =  0,  q  l'invi- 

luppo  0  la  inviluppata  che  passa  per  {x^^^y^  presentassero  qual- 
che singolarità  relativamente  alla  tangente;  quando,  insomma, 
non  si  potessero  stabilire  le  formolo  che  hanno  servito  a  di- 
mostrare il  teorema. 

196.  Relativamente  all'inviluppo  di  una  famiglia  di  curve 
/(^»y»«)  =  0  faremo  ora  le  seguenti  osservazioni. 

L'inviluppo  può  non  esistere;  ciò  avviene,  ad  esempio,  se 
per  ogni  punto  del  piano  passa  al  più  una  cur^a  della  famiglia, 
cioè  se  per  ogni  sistema  di  valori  (a?o»yo)  vi  è  al  più  un  va- 
lore ^0  di  a  che  soddisfa  alla  equazione /(a?©  •yo»«o)= 0.  In  tal 
caso  le  due  equazioni  /(x,y,a)mO,  /(x,y,a4-Aa)zzO  non 
potranno  essere  contemporaneamente  soddisfatte  da  alcun  siste- 
ma di  valori  per  x,y\  le  curve  non  si  incontreranno,  almeno 
a  distanza  finita,  quindi  mancherà  l'inviluppo.  Ciò  accade  per 
le  curve  rappresentate  dalla  equazione  9(0?, y)  —  «  =  0  dove 
^x,y)  è  funzione  univalente  dia?,y;  per  queste  curve,  appli- 
cando la  regola  data  al  n.  194  si  otterrebbe  il  risultato  assurdo 

—  liziO.  Ma  se  la  funzione  ^{00,  y)  è  plurivalente  allora  può 
esservi  l'inviluppo;  ma  in  tal  caso  non  potremmo  più,  per  de- 
terminarlo, applicare  la  regola  data  al  n.  194,  perchè  per  ap- 
plicarla occorre  chele  f(x,y)  sia  univalente.  Supponiamo,  per 
fissare  le  idee,  che  la  funzione  f{x,y)  ammetta,  in  generale, 
due  valori  distinti  per  ogni  sistema  di  valori  di  a?,y,  che  in- 
dicheremo con  ?i(a?,y),  ^«(a;,^).  Ogni  curva  9>(a?,y)  —  «  =  0 ri- 
sulterà cosi  composta  di  due  rami,  le  cui  equazioni  sono 
?i(^>y)  —  3c=0;  ^t(x,y)  —  a=:0.  I  primi  rami  non  si  incon- 
trano mai  tra  loro,  e  cosi   pure  i  secondi,  perchè,  le  funzioni 
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?i(^>y)»  ?2(^>y)  essendo  univalenti,  per  ogni  punto  del  piano 
passa  al  più  uno  di  essi  ;  ma  i  primi  rami  potranno  incontrare 
i  secondi;  cioè  potranno  dagli  stessi  sistemi  di  valori  di  x^y 
essere  soddisfatte  le  due  equazioni 

?i(«^»y)— «  =  0,  ^t{x.y)  —  cL  —  lix  —  Q, 

e  per  quei  valori  abbiamo  <pi(^,y) — 9,(0?,^)  =  Aa.  Facendo 
convergere  Aa  a  zero,  se  la  equazione  ?i(a?,y)  —  y,(a?,y)=0 
rappresenta  effettivamente  una  curva,  questa  sarà  l'inviluppo 
delle  ^(x,y)  —  a  =  0.  Quest'inviluppo  è  quindi  anche  il  luogo 
geometrico  di  quei  punti  pei  quali  i  due  valori  di  ^{x^y)  sono 
uguali  tra  loro. 

Siano,  ad^  esempio,  i  circoli  di  raggio  a  ed  aventi  i  centri 
sull'asse  delle  y^ 

y  — |/a*— X*— arzO. 


Qui  è  ^:i? ,  y)  z=  y  —  |/a*— a;*,  cosichè  9i(ac,  y)  =:y  —  J/a* — a?*, 


"ìlx ,y)=y -\-\/a^  —  x"",  ?i(/i? , y)  —  ^«(a? , y) =  —  2 ^0"  —  x^. 


cosichè  il  loro  inviluppo  è  — 2 (/a*  —  x'  =  0,  ossia  a?  =  :+:«, • 
cioè  è  formato  dalle  due  rette  parallele  all'asse  delle  y  e  di- 
stanti di  a  e  — a  da  esso,  rette  che  sono  tangenti  a  tutti  i 
circoli. 

Allo  stesso  risultato  si  giunge  subito  scrivendo  l'equazione 
dei  circoli  sotto  la  forma 

(y  — «)'-f-a?'=a«. 

Applicando  allora  la  regola  del  n.  194,  si  deve  eliminare 
a  tra  questa  equazione  e  la  2(y  —  3c)  =  0,  e  si  ha  così  subito 
l'inviluppo  a?z=iofy  ossia  xz=.'±a. 

Invece  per  le  curve  y  +  ^/o?'-*-  y*  —  a  =  0,  essendo  9,('r  ,y)= 
y+|/a?"+y*,  9,(0? ,y)'=iy  —  \/co* -h y*,  la  equazione  ?i(a7,y)  — 
9j(x  ,  y)  in  2  [/x^-hy^  =0  non   rappresenta    una   curva  reale  ; 
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quindi  le  curve  non  hanno  inviluppo.  Allo  stesso  risultato  si 
giunge  mediante  la  regola  del  n.  194  scrivendo  la  equazione 
delle  curve  nella  forma  a;'-f  2ay — :t*  =  0. 

Gli  inviluppi  possono  presentare  alcune  particolarità  degne 
di  nota  e  possono,  come  è  stato  notato,  non  soddisfare  al  teo- 
rema del  n.   195. 

Diamone  alcuni 

Esempi  *) 

1)  L'inviluppo  delle  curve  (a  -f- y*)' +  y(a? -h  t/)=:0  è  dato 
della  equazione  y[x  -f  jr)  =  0.  Esso  si  compone  delle  rette 
a?-i-y=:0,  yzz:0.  La  prima  è  tangente  a  tutte  le  curve  che 
corrispondono  a  valori  negativi  di  a.  Quelle  che  corrispondono 
a  valori  positivi  non  concorrono,  come  si  può  subito  riconoscere, 
a  formare  l'inviluppo.  La  y=0  fa  parte  della  curva  corri- 
spondente ad  a  =  0,  la  quale  è  y(y^-f  y-ha?)  =  0.  Per  ogni 
punto  (x,y)del  piano  passano  due  delle  nostre  curve,  le  quali 
si  confondono  nella  unica  precedente  quando  il  punto  [x,y) 
va  sull'asse  delle  x. 

2)  Per  le  curve  {x  —  a)*  —  y^zzzO  (parabole  semicubiche) 
l'inviluppo  è  y  =  0,  cioè  l'asse  della  x.  Come  si  verifica  subito, 
ciascuna  curva  ha  un  punto  di  regresso  nel  punto  xz=:x^  y==0, 
e  la  tangente  nei  regressi  è  perpendicolare  all'  asse  delie  X]  l'in- 
viluppo è  il  luogo  geometrico  di  questi  punti  di  regresso;  il 
teorema  al  n.  195  non  è  qui  verificato,  ma  non  sono  verifi- 
cate le  condizioni  sufficienti  affinchè  esso  sussista. 

3)  Perle  curve  (z-hy)'-f  y:r*  =  0,  l'inviluppo,  essendo  rap- 
presentato della  equazione  ya?*  =  0,  si  compone  dell'asse  delle 
a;  e  di  quello  delle  y.  Ciascuna  curva  corrispondente  a  valore 


^)  Questi  esempi  semplici  sono  tolti  dalla  memoria  ^  Nuova  teoria 
delle  soluzioni  singolari  delle  equazioni  differenziali  di  primo  ordi- 
ne e  secondo  grado  tra  due  variabili  »  (Tomo  III,  serie  2.  degli  Atti 
della  Reale  Accademia  dei  Lincei)  dell'  illustre  prof.  Casorati,  che  con 
grave  danno  della  scienza,  e  grande  dolore  di  coloro  che  poterono  ap- 
prezzarne il  carattere  e  la  gentilezza,  è  testé  mancato  ai  vivi. 
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negativo  di  a  ha  un  punto  doppio  nel  punto  a?=0,  y==  —  a, 
e  ciascuna  curva  corrispondente  a  valore  positivo  di  a  ha  un 
punto  isolato  nel  punto  x=zO,t/z=z — a.  Quindi  una  parte  del- 
l'inviluppo (la  parte  positiva  dell'asse  delle  t/)  è  il  luogo  geo- 
metrico dei  punti  doppi,  e  un'altra  parte  dell'inviluppo  (la 
parte  negativa  dell'asse  della  y)  è  il  luogo  geometrico  dei 
punti  isolati  delle  curve  del  nostro  sistema.  Per  queste  parti 
dell'inviluppo  non  si  verifica  il  teorema  al  n.  195. 

La  parte  y  =  0  dell'inviluppo  appartiene  alla  curva 
y(y-h  sr*)z=zO  corrispondente  ad  a=z:0;  tutte  le  curve,  che  pas- 
sano per  il  punto  di  coordinate  y  =  0,  w=z  quantità  qualun- 
que, si  confondono  con  questa,  e  questo  spiega  perchè  la  y  =  0 
faccia  parte  dell'inviluppo. 

4)  L'inviluppo  delle  curve  (x-^xY — y*  —  y^  =  0  è  la  curva 
yXl-hy)  =  0,  che  si  compone  delle  rette  yz=:  —  le  y=0.  Le 
nostre  curve  sono  i  luoghi  che  può  successivamente  occupare 
una  qualunque  tra  esse  scorrendo  parallelamente  all'  asse  delle 
X,  Nel  punto  yz= — 1,  a;=— a  la  tangente  a  ciascuna  curva 
è  parallela  all'asse  delle  x;  la  parte  y  =  — 1  dell'inviluppo 
tocca  tutte  le  inviluppate.  Inoltre  ciascuna  curva  ha  nel  punto 
ynzO,  a?  =  —  «  un  punto  doppio  nel  quale  si  toccano  due  rami 
della  curva  e  la  tangente  è  parallela  all'  asse  delle  y.  La  parte 
yc=0  dell'inviluppo  è  il  luogo  geometrico  di  questi  punti  doppi 
e  non  soddisfa  al  teorema  n.  195. 


Diamo  in  ultimo  un  esempio  per  verificare  come  per  ogni 
punto  dell'inviluppo  possano  passare  più  inviluppate.  Siano  le 
rette  rappresentate  dalla  equazione; 

(1)  2a3Y  +  3a«X+l=0. 

Eliminando  a  tra  questa  equazione  e  la  6x(aY-hX)  =  0 
ossia  aY-fX  =  0  (escludiamo  il  valore  azr:0,  cui  corrisponde 
la  retta  all'infinito  del  piano)  si  ottiene  la  equazione  dell'in- 
viluppo X^-f  Y*  =  0  (parabola  semicubica). 

Per  ogni  punto  {x,y)  del  piano  passano  tre  rette  del   si- 


sterna,  oppure  due,  oppure  una,  secondochè  iE^-hj/*<0,  oppure 
ar^-hy^=0,  oppure  a;^-f^^>0;  cosichè  l'inviluppo  è  i!  lìmite 
comune  alle  due  regioni  del  piano,  per  ciascun  punto  delle  quali 
passano  tre  o  una  retta  del  sistema.  Pei  punti  (x,y)  dell* in* 
viluppo  due  delle  radici  x  che  soddisfanno  alla  equaKioue  (U 
sono  uguali,  come  appunto  deve  essere  poiché  pei  punti  del- 
l'inviluppo  a  è  radice  comune  alle  equazioni  f(T ^^,st)—i}, 
f\{Xry^^)^Q'  Per  ogni  punto  dell'inviluppo,  ossia  per  ogni 

punto  (X=rr  —  y^  ,  Y^y,y  quantità  qualunque), passano  le  due 

rette  corrispondenti  ai  valori  ^^=y  ^    (radice  doppia  della  (l) 

1  1     -i 

quando  in  essa  si  faccia  Y=^,  X= — ^y^)ead5fz= — —  ^   \ 

2Y      3X 

La  prima  retta,  cioè  la \ 5-  +  l:=0,  è,   come   subito  si 

y  yT 

t_ 

verifica,  la  tangente  all'  inviluppo  nel  punto  ( —  y  *  ,  y).  La  se- 

conda  retta  ~^*Y  +  3y'  »  X  +  4:=0  taglia  l'inviluppo  in  quel 

punto  e  lo  tocca  nel  punto  la  cui  ascissa  è  — ^4y^  e  la  cui 
ordinata  è  — 8y,  come  si  verifica  cercando  i  valori  di  X,  Y 
che  soddisfanno  alla  precedente  equazione  della  retta  e  a  quella 
X^-hY*r::0  dell' inviluppo,  nel  cercare  i  quali  valori  giova  tn- 

ner  presente  che  la  retta  passa  pel  punto  X^ — y  3  ,  Y=:y 
deir  inviluppo* 

Esercizi 

X        L         1. 

1.  Per  la  curva  r^  -f  y^  =a^  (asfroidc)  il  raggio  di  curva* 

tura  r  nel  punto  ix,y)  è  dato  dalla  formola  r^  =  9(ajn/)',  e 

L  i.  i. 

la  sviluppala  ha  per  equazione  (^-t-^)*   +(;  —  yj)*  =-2a^  ,ov* 

vero*  scrivendo  qui  e  nel  seguito  a:  e  y  in  luogo  di  ;  e  ?:, 
(a?+ jp  h-Ot  — y)^  r^2a3 .  Facendo  ruotare  gli  assi  di  un 
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angolo  —  intorno  alforigine,  si  riconosce  che  anche  essa  è  una 
astroide. 

2.  Per  la  parabola  semicubica  3ay*=zoi?  si  ha  r^nri —    ^ 
e  la  equazione  della  sviluppata  è 

3.  (2a  —  x)y*  — 0^=0  (cissoide  di  Diocle);  r=  4^(8«-3a?)« 


3(2a  — a?)* 
sviluppata 

4096  à'x  -h  1152  a«y«  -f  27  y*  =  0. 

4.  La  sviluppata  della  parabola  y*  =  2px  è  la  parabola  semi- 
cubica 8{x—pY=z27py\ 

5.  In  qualunque  punto  della  conica  y^:=2px  +  qx^  (conica 
riferita  a  uno  dei  suoi  assi  di  figura  come  asse  delle  x  e  alla 
tangente  al  vertice  come  asse  delle  y)  il  raggio  di  curvatura 
è  uguale  al  cubo  della  lunghezza  della  normale  diviso  per  p* 
(quadrato  del  semiparametro  p). 

X*       y* 

6.  La   sviluppata    della   ellisse  — j-  -h  -tì-  =1    è   la    curva 

a>b;   la    sviluppata    della    iperbole   — ^ —  ==  1    è    la 

(  — )    — (r  )   ^^*  ^^^®  ^»^  hanno  i  valori  precedenti 

e  c*=a*4-6'. 

h       —       ^—  v' 

7.  y=—  (e  '*  -h  e     '^  )  (ca/enaWa)  ;    rin-^—-;    sviluppata 


^=^'"H^^"^^-2A A 


ih 


r 


m 

8.  La  sviluppata  della  curva  x:=  -^log  - — —  -l/^'-r/ 

^        ft — yh^ — y^ 

((rattorm  o  ira(irice)  (^  la  catenaria  yzi:  —  (e  '^  +?     '' }, 

9.  Per  la  sinussoide  y==  Benx  si  ha  rz^  ^-^ —  e  lecc- 

ia 

C0S^4-  CO^iF 

ordinate  ;,>;  dei  punti  della  sviluppata  sono  l=izx+  — ^^— 

>:r=^ — ^^;  si  costruisca  questa  sviluppata. 

son  3? 

10.  Per  la  lemniscata  p^a^cos2'/  lp,0  coordinate   polari)  sì 

,     ,       2acos^5  2asen^0        .,  .        ,  „      ., 

ha  ;  =  — : —  — ■  n^z .     ,  e  1  equazione  della  svilup 

3l/cos25  3|/cos2  5 

pata  è  quindi 

^        L        J.        1  4 

(;^  +  >iM'  (;^— >?>)=  Tr""'* 

IL  Nei   punti  (x,//)  d*  una  Curva    Y  =  Y(X),  o  fyX,\)^^^- 
pei  quali  è  verificata  la  relazione 

3Y'(x)  Y^)'  — [l  +  Y^j  Y'^»  =  0, 

ossia  nei  quali  il  raggio  di  curvatura  è  massimo  o  mìaiino,  il 
circolo  osculatore  ha  un  contatto  di  terzo  ordine  colla  cuf^a. 
12.  Sia  la  curva  Y^Y(X)o  /XX,Y)  =  0,  e  f(X,Y)  =  UuDa 
seconda  curva  che  si  vuol  rendere  osculatrìce  alla  prima  nel 
punto  :i:,y.  Per  facilitare  la  determinazione  dei  coefficienti  della 
osculatrice,  giova  supporre  riferita  la  curva  e  la  osculatrìce  a 
due  nuovi  assi  paralleli  ai  primi,  la  cui  origine  sìa  il  punto 
x,f/,  cosichè,  indicate  con  X,  ,Yi  le  nuove  coordinate,  sìa 
X^=X, +  ^,Yi3YiH-^V*  Le  equazioni  precedenti  diventano  al- 
lora Y,^p~  Y(X,  -h  x)  o  fiX,  +  a:  ,  Y,  +  1/)  -0,  8 
f(Xi  +  ir,  Y,  +  y)  — '|(X,  ,Y0  — 0.  Una  delle  costanti  della  f  si 
determina  colla  ■|(0,0)  =  0;  per  determinare  le  altre  si  derivi 
la  '}(Xj,Vi)^0  tante  volte  rapporto  ad  X^  quanti  sono  i  coef 
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fidenti  che  ancora  rimangono  in  ^,  ossia  un  numero  di  volte 
uguale  al  contatto  che  la  osculatrice  può  generalmente  avere 
colla  curva,  avvertendo  di  porre  X,  =  0,  Y,=0  nelle  equazioni 
che  COSI  si  ottengono,  e  sostituire  in  luogo  delle  derivate  di  Yi 
rapporto  ad  Xi  quelle  che  sì  ottengono  dall'equazione  della 
curva  data  ponendo  in  esse  X,=0,  Y,zz:0,  le  quali,  non  sono 
altro  che  Y%v)  ,  Y''(a;)...  Le  equazioni  cosi  ottenute  deter- 
minano i  coefBcienti,  che  si  sostituiranno  nella  equazione 
'|(Xi,Y,)zz:0,  la  quale  diventa  perciò  quella  della  osculatrice 
richiesta.  Ripassando  quindi  al  primitivo  sistema  di  assi  la  equa- 
zione dell'osculatrice  sarà  la  KX  — a?,Y  —  y)rrO. 

Si  applichi  questo  procedimento  per  determinare  la  conica 
osculatrice  (contatto  di  quarto  ordine).  Si  trova  cosi  che  la  sua 
equazione  è 

A(K—xy  -h  2B(X— a?)  (Y—t/)  -h  (Y— y)«  -f  2D(X-a:)  -h  21ì;(Y— ;/)=0 

dove 

4  _Y-«  ■  3(3Y^^^— 2Y^Y"^)Y^^^  gy-^y//^ 

^_ 9YT"»  — 9Y"=' 


yyyiv 4Y^''*  *  3Y''Y'^ 4Y'"*  ' 

con  Y',Y"...  intendendo  Y(x),Y  (a?),...;  e  la  conica  osculatrice 
sarà  una  ellisse,  parabola,  o  iperbole  secondochè  5Y'"*—  3Y"Y'^ 
risulta  <0,  =0,  o  >0. 

La  condizione  affinchè  nel  punto  (x^y)  la  conica  osculatrice 
abbia  un  contatto  di  quinto  ordine  è 

y//[45y//y///yiv  _  gy ''«yv  _  40Y"'T  =  0. 

Se  Y"  =  0  e  Y"  è  diverso  da  zero  il  punto  {(r,y)  è  un  flesso 
e  la  conica  osculatrice  diventa  la  tangente  nel  flesso,  conside- 
rata come  una  retta  doppia,  ossia  come  una  retta  dove  venga 
a  coincidere  un  altra  retta  parallela  ad  essa. 
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13.  Sia  la  curva 

Se    a2a4  —  al  >  0,    nel    punto    corrispondente    all'ascissa 

ap  =  —  —  la  conica  osculatrice  è  una  ellisse  che  ha  colla  curva 
a, 

un  contatto  di   quinto  ordine,  e  nei  punti  corrispondenti  alle 

a.      3|/a,a4 — ài  ,  1  x  -       i 

ascisse  x  z=. ^±,  — —    , ^  la  conica  osculatrice  è  una 

«4  aJi/7 

iperbole,  che  ha  colla  curva  un  contatto  di  quinto  ordine;  se 

«2^4  — ^<0,  vi  è  il  punto  corrispondente  all'ascissa  w:=: -^ 

pel  quale  la  conica  osculatrice  è  una  iperbole,  che  ha  un  con- 
tatto di  quinto  ordine;  se  a^a^ — a|  =  0  il  punto  x=z — —   è 

un  flesso. 

14.  La  sviluppata  di   una  curva  è  T  inviluppo  delle  normali 
alla  curva  stessa. 

15.  Se  le  coordinate  x  ,1/  dei  punti  d*una  curva  sono    date 
mediante  la  variabile  i  dalle  equazioni 

(a)  \  ^=f//Ì    0  più  generalmente  (b)    \  !f '^'f '",^  =  ^ 

l'inviluppo  delle  curve  ottenute  facendo  variare  a  si    ottiene 
eliminando  ^  e  a  tra  la  equazione 

Oy    d^ 0£  O'I  ^ 

Ix  IT       di    Tx~ 

e  tra  le  (a),  0  tra  le  (ft). 
Cosi  l'inviluppo  delle  curve 

(  X  —  a  —  l/4mx  cos  /i=0 
(  y  — l/47wa  sen/mO 

è  la  curva  y*  =  4m(a7  +  w). 
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16.  L'inviluppo  delle  ellissi  concentriche  di  cui  gli  assi  hanno 
la  stessa  direzione  e  per  somma  una  costante  2k,  è  la  cur- 

8  «  « 

vaa?3-fy3=A;3,  avendo  riferito  le  ellissi  ai  loro  assi  come 
assi  coordinati. 

La  stessa  curva  è  l'inviluppo  di  tutte  le  rette,  por  le  quali 
la  parte  intercetta  dagli  assi  coordinati  ò  uguali  a  h. 

17.  Data  la  ellisse  — j--f -Tr=l,  si  prendano  le  estremità 

delle  ascisse  come  centro,  e  le  corrispondenti  ordinate  della 
ellisse  come  raggio,  e  si  descrivano  circoli  ;  l' inviluppo  di  essi 

è  la  ellisse  -= — r=-f--T«r=l.  Si  ha   un   risultato  analogo   per 

r  iperbole. 

18.  Data  l'ellisse  — 5-+  -~-z=:l,  l'inviluppo  dei  circoli, aventi 

il  centro  sull'ellisse  e  che  passano  pel  centro  dell'ellisse,  è  la 
curva  (ac*-f-y*)'=4(a'a;'  +  *V)*  Si  ha  un  risultato  analogo  per 
la  iperbole. 

— T — )  +  1      ,      )  =1,   dove 
tra  i  parametri  variabili  a,/3  passa  la  relazione  -p--f -Tr"=l, 

è  r  ellisse  ^  +  -^=1. 

20.  Sopra  ciascun  raggio  vettore  di  una  curva  /&  1=9.(5)  si 
prenda  una  parte  uguale  a  np  (n  numero  positivo  qualunque) 
e  su  essa  come  diametro  si  descriva  un  circolo.  L'equazione 
f(R^(f)  =  0  dell'inviluppo  di  questi  circoli  si  ottiene  eliminando 
9  tra  la  equazione  Rr=n^|/(5)cos  (y — 5)  e  la  derivata  di  questa 
rapporto  a  9,  indicando  R  ,9  le  coordinate  correnti  dell'  inviluppo. 
Si  applichi  questo  procedimento  quando  la  curva  data  è 
un  circolo  col  centro  sull'asse  polare  e  che  passa  pel  polo.  Si 
trova  che  l'inviluppo  è  una  cardioide. 
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21.  L'inviluppo  delle  curve 

n(n  — l)(n— 2)        ^, 

dove  n  è  intero  positivo  e  ao,ai...an  indicano  funzioni  uni- 
valenti  delle  coordinate  qualsi vogliano  a?,^,  è  il  discriminante 
uguagliato  a  zero  della  fico^tf^oL)  rispetto  ad  x 


«0 

a, 

a,... 

a»-i 

«n 

0 

0...  0 

0 

Oo 

a,... 

«„-. 

«»-l 

a» 
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0.... 
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.     a. 

=0 

«0 
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««-i 
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0 

«0 
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a„_ 

a«-i 

0 

0...  0 
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0 

0.... 

, 

, 

,               , 

.       a^ 

Cosi  in  particolare   per   n  =  2,  w  =  3,  n  =  4  gli   inviluppi 
sono  rispettivamente 

ao«2  —  fl??  =  0,  ajal  -f  4aoat  +  ^a\a^  —  Qa^yO^  —  3afa|  =  0, 


22.  L'inviluppo  delle  curve 

(Aar  +  (Bi5)'~-fC«zz:0, 

i    parametri   variabili    a   ,  |6   essendo    legati    dalla    relazione 
(aa)**-f(ft|'3y*-f  c''  =  0  e  dove  A,B,C,a,&,c  sono  funzioni  di 
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qualsivogUano  coordinate  ed  ??*,n  numeri  qualunque,  è 

flirt  HtU  mH 

/  a  \  "^"      /  J  \  f'i-'^      /  e  \  "*-"      „ 


23.  L'inviluppo  delle  curve  Aco3"*5+B  sen™5=:C,  dove  A,B,C 
sono  funzioni  delle  coordinate  e  ^  è  il  parametro  variabile,  è 

B  2  a 

la  curva  A*-*"  +  B  ^-'^  ^C«^^"  . 

24.  L'inviluppo  delle  curve 

A  cos  29  +  B  sen  2?  +  C  cos  5  +  U  seri  0+E  =  O, 
dove   A,B,.,^  hanno  i  significati  precedenti,  è  la  curva 

[I2{A*+  B')  --S^C^-f^  D')  +  4E'p 
—  [72(A»H-  B^)E  +  a(C>+  D*)E  — 27A(C*  -  D^)  ^  54  BCD  —  SK']\ 

{Si  ponf^a  tg  —-5=  a  o  si  prenda  :x  come  nuovo  parametro 
e* 

variabile;  il  pro^jlema  si  riduce  cosi  ad  un  caso  deiresercìzio21). 

25.  Se  riguardiamo  le  rotte  uscenti  da  un  punto  e  situate  in 
un  piano  come  altrettanti  raggi  luminosi  che  si  riflettano  in- 
contrando una  data  curva  situata  sul  piano,  X  inviluppo  dei 
raggi  riflessi  dicesì  causftaa  per  ri/lessionc  della  curva  ri- 
spetto a  quel  punto  luminoso. 

Sia  '^{x,y)=^0  r equazione  della  curva;  indichiamo  con 
T  =  0,  N  =  0  le  equazioni  della  tangente  e  della  normale  in 
un  punto  (j*,j/)  di  essa;  allora  la  equa;!Ìoue  della  caustica 
si  otterrà  eliminando  x  ,  rj  tra  le  equazioni  r^{x  ,  y)  ^  0, 
T, N  +  NiT:=0,  e  quella  ottenuta  differenziando  quest'ultima 
rapporto  ad  x,^, avendo  indicato  con  T, ,Ni  ciò  che  divengono 
T,N  quando  in  luogo  delle  coordinate  correnti  si  sostituiscono 
le  coordinate  del  punto  luminoso.  Se  i  raggi  luminosi  incidenti 
sono  paralleli  e  fanno  coir  asse  delle  x  un  angolo  la  cui  tan- 
gente trigonometrica  sia  a  (punto  luminoso  air  infinito),  la  equa* 


576 

zione  della  caustica  si  ottiene  eliminando  x^y  tra  la  equazioDe 
della  curva,  la 

a-7 — I-I 
dx 

e  quella  che  si  ottiene  da  questa  derivandola  rapporto  ad  x. 
Si  applichi  la  teoria  alla  determinazione  della  caustica  del 
circolo  a?'-fy*=:r',  quando  il  punto  luminoso  abbia  per  coor- 
dinate a7=a,y  =  ò,  e  quando  i  raggi  luminosi  siano  paralleli 
all'asse  delle  x.  Nel  primo  caso  la  caustica  è  la  curva 

{4(a*-h&')  (X«-hY*)-r«[(X-l-a)*4-(Y-h*)']f 

=27rJX— aY)*   (X'  +  Y*  — a*  — *T, 

e  nel  secondo 

(Giova  porre  a;  =  r  cos5,  yrzir  sen  9.). 


Curve  gobbe  o  a  doppia  curvatura*  ~  Tangrente.  — 
Piano  normale*  —  Arco  di  curva  gobba* 

197.  Designando  x,y,z  le  coordinate  cartesiane  dei  punti 
dello  spazio,  riferiti  ad  un  sistema  di  assi  che  per  semplicità 
supporremo  ortogonali,  è  noto  che  gli  infiniti  sistemi  di  valori 
di  x.y^z  che  soddisfanno  a  due  equazioni 

(1)  f{x,y,z)=Q,  9(^,y,;2;)  =  0, 

costituiscono,  generalmente,  una  curva  i  cui  punti  non  sono, 
in  generale,  situati  in  uno  stesso  piano,  e  che  chiamasi  cuna 
gobba  o  a  doppia  curvatura;  e  che  ogni  curva  gobba  può 
venire  rappresentata  da  due  equazioni  come  le  (I). 
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Le  funzioni  f{x,y^z),  9(^,y,;j)si  suppone  definiscano  due 

delle  quantità  a;, y,;2r  come  funzioni  continue,  e  che  ammettano 

generalmente  derivata,  della  terza,  in   un  certo  intervallo   di 

questa  variabile. 

La  tangente  in  un  punto  M  (x,t/,z)  della  curva,  viene 
anche  qui  definita  come  la  posizione  limite  di  una  secante  che 
passa  per  M  e  per  un  altro  punto  M',  quando  M'  si  avvicina 
indefinitamente  ad  M,  ossia  la  tangente  è  quella  retta  le  cui 
equazioni  sono  ciò  che  dfventano  quelle  delle  secanti  al  limite, 
quando  M'  si  avvicina  indefinitamente  ad  M.  Indicando  con 
(a?4- Aa?,y  + Ay,  z  +  ^z)  le  coordinate  del  punto  M',  le  equa- 
zioni della  secante  sono 

^-^=  4r  (^-*>'  ^-^=  ^  <^-'^> 

designando   con  X,Y,Z   le   coordinate  correnti.  Facendo  av- 
vicinare indefinitamente   M'  ad   M,   ùiX,ài/,àz  convergono  a 

^y        ^z 
zero  e  se  esistono  i  limiti   di   -^ ,   — — ,  come  generalmente 

si  suppone,  cioè  se  esistono  le  derivate  --t— i   — r—  delle   y,z 

considerate  come  funzioni  di  x,  esisterà  la  tangente  e  le  sue 
equazioni  saranno 

<2)      Y-y=  -|-(X-.).  Z-.=  -^  (X-x)  ■), 


^)  Osserviamo  che  potrebbe  avvenire   che    esistano  i   limiti  di 

-^^,   -j—  soltanto  per  Ajp  convergente  a  zero  per  valori  positivi  ed 

allora  si  avrebbe  solamente  una  tangente  che  potrebbe  chiamarsi 
tangente  a  destra,  oppure  soltanto  per  valori  negativi  e  si  avrebbe 
così  una  sola  tangente  a  sinistra,  oppure  esistano  i  limiti  tanto  per 
Aa?  positivo  che  negativo  ma  siano  diversi  ed  allora  si  avrebbero 
due  tangenti  diverse,  oppure  i  limiti  non  esistano  e  non  si  avrebbe  la 
tangente,  ma  ciò  potrà  presentarsi,  dietro  le  supposizioni  fatte,  solo  in 
alcuni  punti  speciali,  che  escludiamo  dalle  nostre  considerazioni. 

37 
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dalle  quali  ricaviamo  l'altra 

Queste  tre  equazioni  sono  le  equazioni  delle  proiezioni 
della  tangente  sui  piani  coordinati  xy,  xz,  yz. 

Ora  se  la  tangente  non  à  parallela  a  nessuno  dei  piani 
coordinati,  le  sue  proiezioni  non  sono  parallele  a  nessuno  de- 
gli assi  e  le  -7^  ,  — r— ,  —7—  esistono  e  sono  finite  e  diver- 
^  dx        dx       dz 

se  da  zero,  e  viceversa  se  queste  derivate  sono  finite  e  diverse 
da  zero,  la  tangente  esiste  e  non  è  parallela  ad  alcuno  dei 
piani  coordinati. 

Se  la  tangente  e  parallela  al  piano  yz,  allora  le  proiezioni 
sui  piani  xy  e  xz  sono  parallele  agli  assi  delle  y  e  z  0  perciò  le 

derivate  -— »  -:; —  devono  risultare  infinite;  ma  in  tal  caso 
da;       dx 

invece  delle  due   equazioni  (2)  avremo   l'unica  X  —  a;==0,  la 

quale  unitamente  alla  (3)   che   seguita  a  sussistere  costituirà 

dy 
il  sistema  delle  equazioni  della  tangente;  e  viceversa  se  -r- 

eono  infinite  e  -7^  è  finita  e  diversa  da  zero,  la  tan- 


dx  dz 

gente  risulterà  parallela  al  piano  yz  e  le  sue  equazioni  saranno 

X-^=0,  Y-y=  -^  (Z-z). 

Se  poi  la  tangente  oltre  ad  essere  parallela  al  piano  yz  è 

ancora  parallela  all'asse  y,  allora  riducendosi  ad  un  punto  la 

dz 
proiezione  sul  piano  zx,  la -7—    potrebbe  anche   non  esistere,  e 

la  —r-  sarà  infinita  unitamente  alla  -:r-- e  le  equazioni  delle 
dz  dx  ^ 

tangente  saranno 

X  — a?  =  0,  Z  — ;3:  =  0; 


.:^IÙ 
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e  viceversa  se  --r^,  --r^   sono  infinite,   esista  o  non   esista 
dx       dz 

dz 
la  -^ ,  la  tangente  è  parallela  all'  asse  delle  y,  e  le  sue  equa- 
zioni saranno  X — a:r=0,  Z  —  ;5  =  0. 

In  ultimo  se  la  tangente  à  parallela  al  piano  yz  e  all'  asse 

z,  allora  potrà  anche  non   esistere  la  --j2-  e  saranno  infinite 

le  _«. ,   -— -  e  le  equazioni  della  tangente  saranno  in  questo 
caso 

X-a?  =  0,  Y-y=0,. 

e  viceversa. 

Avendo  presenti  questi,  casi  particolari,  possiamo  in  gene- 
rale prendere  come  equazioni  della  tangente  nel  punto  M  di 
coordinate  ix,y,z)  le  (2)  che  possiamo  anche  scrivere  sotto 
la  forma,  solita  a  darsi  alle  equazioni  di  una  retta, 

(2)'  X—a_Y-,i/_Z—z 

'  dee  dy  dz 

Le  derivate  -^^,   -r-   si  dovranno   ricavare   dalle  equa- 
zioni della  curva.  Cosichè,  ove  avessero  la  forma  particolare 
y=y{x),  z=zz[x)y 

si  avrebbe 

e  se  fossero  della  forma  generale  (1)  dovremo  ricavare  -7^, 
-T—  dalle  equazioni 
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(4) 


JL^JL  -^^IL  ^^  -0 

Ox        dt/      dx        dz      dx 

Dx        dy      dx         Oz      dx 

per  sostituirli  nelle   (2),  od  anche  potremo   ricavare  dalle  (2) 

i  valori  di— r^,  --r—  per  sostituirli  nelle  (4);  il  che  facendo, 
dx       dx^  ^  ^  ^ 

otteniamo  le  equazioni  della  tangente  nella  forma 

i^(X-a.H-|:(Y-,)  +  -Ì^(Z-.)=0 

ove  è  a  notare  che  qui   si  suppone  le   coordinate  x,y,s  del 
punto  M  non  soddisfacciano  alle  equazioni 

df      df      or 


dx    dy    dx 

d(f  4)9  9<p 

dx  0//  dz 

nel  qual  caso  quelle  equazioni   non   individuerebbero  più  una 
retta,  perchè  si  ridurrebbero  ed  una  sola  equazione. 

Le  coordinate  dei  punti  della  curva  gobba  potranno  venire 
espresse  per  mezzo  di  una  variabile  /,  cioè  si  potrà  avere 

x  =  x{t),  y=y{t),  z=z{t); 
allora 

dx=x\t)dt,  d!f—y\t)dt,  dz  =  z\i)dt 

e  le  equazioni  (2)'  diventano  t 

X  — Jc  _  Y-y  _  Z  —  z 

^\t)  ~  y\i)  ~~  z\t) 
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198.  I  coseni  degli  angoli  a,/3,y   che  la  direzione  positiva 
della  tangente  forma  colla  direzione  positiva  degli  assi  x,y  ^z 
(angoli  che   variano  da  0  a   tt)  vengono,  avuto  riguardo  alle 
equazioni  della  tangente,  dati  dalle  formolo 

dx  ^  dy 


dz 


cos  7  =  ±: 


\/dx^-^dy''-\-dz^ 


nelle  quali  si  deve  prendere  contemporaneamente  il  segno  su- 
superiore  o  l'inferiore;  ed  il  segno  dipenderà  dalla  direzione 
positiva  sulla  tangente.  Cosi  ad  :  e  :  se  si  prende  per  direzione 
positiva  della  tangente  quella  nella  quale  ci  si  deve  muovere 
per  percorrere,  a  partire  dal  piano  xij^  la  parte  di  tangente 
che  rimane  dalla  stessa  parte  dell'asse  positivo  delle  ^, dovremo 
prendere  quel  segno  pel  quale  risulti  cosy  positivo. 

199.  Chiamasi  piano  normale  ad  una  curva  gobba  nel 
punto  M  (a?  ,y  ,^)  il  piano  perpendicolare  alla  tangente  e  che  pas- 
sa pel  pùnto  di  contatto  M.  Ogni  retta  di  questo  piano,  la  quale 
passi  pel  punto  di  contatto,  è  una  normale  alla  curva. 

L'equazione  di  un  piano  qualunque  che  passa  per  M  essendo 

a(X  -  jc)  4- ft(Y  ^  7/)4- c(Z  -  ^)  =0, 
affinchè  sia  perpendicolare  alla  tangente  dovrà  essere  bz=za-~, 
cz^a-y-  e  quindi  l'equazione  del  piano  normale  è 


dx 


ovvero 


(X_.).g(Y-i,)..f(X-.)  =  0 


(X  —  x)  rfx-f  (Y  — y)  dy  +  (Z—z)  dz  =  0. 


200.  Per  lunghezza  di  un  arco  MqM  di  curva   gobba,  o 
semplicemente  per  arco  MqM,  si  intende  il  limite  dei  perimetri 


682 

delle  linee  poligonali  inscritte  nella  curva  in  tutto  il  tratto 
MoM  in  modo  che  Mo,  M  siano  i  vertici  estremi  delle  linee 
poligonali,  quando  i  loro  lati  impiccoliscono  indefinitamente. 

Ammettendo  anche  qui,  come  già  si  è  fatto  al  n.  182  per 
le  curve  piane,  l'esistenza  del  limite,  che  verrà  in  seguito  di- 
mostrata, con  procedimenti  completamente  analoghi  a  quelli 
per  le  curve  piane,  si  dimostra  che  questo  limite  è  finito,  e  che 
indicato  con  s  l'arco  MoM  è 


S  =  lim  l^Xr\/l^[i/\x,)Y^  [z\Xr)]\ 

dove  abbiamo  mantenute  le  stesse  notazioni  del  n.  182,  e  dove 
t/(Xr),  z\Xr)  indicano  le  derivate  ài  y  e  di  z  rapporto  ad  (s 
pel  valore  x-^zoor,  derivate  che  si  hanno  dalle  equazioni  della 
curva. 

Indicando  con  s{x)  l'arco  da  Mq  a  M  contato  positivamente 
in  un  certo  verso  e  negativamente  neli'  opposto,  si  ha  anche  qui 


nella  prima  delle  quali  è  sottinteso  il  doppio  segno    nel  radi- 
cale. 

Essendo  a,  [6,  7  gli  angoli  che  la  tangente  nel  punto 
ÌA{x,y  ^z)  estremo  dell'arco  s,  fa  cogli  assi  e  supposto  che  nel 
punto  M  la  direzione  positiva  della  tangente  sia  quella  posi- 
tiva dell'arco,  si  hanno  anche  qui  le  formole,  di  continuo  uso, 

dx  r,      dìf  dz 

cosa=z:-r~,     cosp=-j-,     cosy=:-T-. 
ds  '        ds  '      ds 

È  noto  che  nello  spazio  si  ha  un  sistema  di  coordinate  pO* 
lari  analogo  a  quelle  del  piano,  e  nel  quale  ogni  punto  dello 
spazio  è  determinato  come  intersezione  di  una  sfera  di  raggio 
p,  di  un  cono  circolare  retto  col  vertice  nel  centro  della  sfera 
(polo)  e  le  cui  generatrici  fanno  coU'asse  del  cono  (asse  polare) 
un  angolo  9,  e  di  un  piano  che  fa  un  angolo  7  con  un  piano  fisso 
passante  per  l'asse  polare  ;  p,  5,  5*  sono  le  coordinate  polari  dei 
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punti  dello  spazio,  e  si  ottengono  tutti  i  punti  dello  spruic 
quando  o  varìi  da  0  a  +  oo ,  5  da  0  a  tt,  ^  da  0  a  2n:,  PnuGii'k 
il  polo  neir  origine  del  sistema  cartesiano  ortogonale,  pronderidc 
la  parte  positiva  tlelTasse  delle  z  per  asse  polare,  e  il  piane 
ZOX  pel  piano  fisso,  si  hanno  le  forra  ole 

z  =  pQQsO,  w  =  f*BeiìSGos^,  ^  =  p sen  5 semf I 

ricavando  da  queste  i  valori  di  dx^  cbj,  dz  e  sostituendoli  nelh 
ds^^=dx^^df/^^d:s^  si  ha,  dopo  facili  riduzioni,  la  espressioni 
dell'arco  ds  in  questo  sistema  di  coordinate; 


Piano  osotilatore  di  aua  curva  grobba. 
Normale  principale.  —  Blnormale* 

201'  Sia  M{a)jy,z)  un  punto  di  una  curva   gobba,  MT  I 

tangente  in  M;  si  consideri  il  piano  che  pas^a  per  MT  e  pe 
un  altro  punto  M(x  +  ^.i;,r/^' Ay  ,ir  +  A^)  sulla  curva.  La  pos 
zione  limite  di  questo  piano  quando  il  punto  M'  si  avvici n 
indefinitamente  ad  M,  cioè  quel  piano  la  cui  equìizione  è  ciò  eh 
diventa j  al  limite,  la  equazione  del  piano  che  passa  per  M' 
per  MT,  chiamasi  piaìio  osculatore  alla  curva  nel  punto  M. 

II  piano  osculatore  è  quindi  anche  la  posizione  limite  ùi 
piani  che  passano  per  M  e  per  due  altri  punti  m,  M'  sul! 
curva,  quando  questi  si  avvicinano  indefinitamente  al  puntu  .V 

Cerchiamo  la  equazione  dol  piano  osculatore.  Essa  avrà  in 
tanto  la  forma 

(1)  A(X  — ^)  +  BCY  — //)  +  C(Z*-;j)=^0, 

che  compete  a  qualunque  piano  passante  per  M,  designand( 
al  solito,  con  X,  Y,  Z  le  coordinate  correnti  ;  e  poiché  il  pian 
osculatore  deve  contenere  la  tangente  al  punto  M  le  cui  fH]U{ 
zioni  sono 

yj  —  x  _y~y  _l  —  z 
dx  dy  dz 
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dovrà  essere 

(2)  kdx  ^•  hdy  -f  Cdz — 0. 

Esprimendo  poi  che  il  piano  (1)  passa  per  M'  si  ha  l'e- 
quazione 

(3)  kùix  +  B  Ay  +  C^z = 0. 

Siano  ora  le  coordinate  x,tj  ,z  dei  punti  della  curva  espresse 
mediante  una  variable  t  (caso  che  comprende  quello  in  cui  la 
variabile  indipendente  è  una  delle  x  ,  t/  ,  z)  colle  formole 
x-z=Lx{j),  yz=zy{i)^  z-=:zz(t)ye  si  supponga  chele  x{t),  y[i),z{i) 
ammettano  derivate  prime  e  seconde  continue;  allora  essendo 

^z=^^t^^z'\t•^B,^t). 

la  (3),  avuto  riguardo  alla  (2),  diviene 

(4)  k(o'Xt^'jM)'k-By'\t-\'0,M)+Gz'\t'\-O^M)  =  Q. 

Eliminando  A,B,C  tra  questa  equazione  e  le  (1),  (2)  si  ha 
cosi  la  equazione  del  piano  che  passa  per  la  tangente  MT  e 
pel  punto  M'.  Al  limite,  quando  M' converge  al  punto  M,  cioè 
quando  ùit  converge  a  zero,  la  equazione  (2)  rimane  invariata 
e  la  (4)  diviene 

kx'\i)-^By'\i)-\-Cz'{i)=() 

•o  ciò  che  è  lo  stesso 

kd^x  -f  Bd^y  +  CcP;sr=:  0  ; 

quindi  eliminando  A,R,C  tra   questa    equazione   e  le    (1),  (2) 
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abbiamo  T equazione  del  piano  osculatore,  cioè  la  equazione: 


X—x    Y  — y    Z  —  z 
dx         dy         dz 
d^x         d^y         dfz 


=  0; 


cosichè  la  (1)  è  la  equazione  del  piano  osculatore,  quando  le 
A ,  B ,  C  abbiano  i  valori 

k-=idyd^z  —  dzd^y^  ^zndzd^x  —  dxdC'Z,  Czzidxd^y  —  dyd^x, 

dove  la  variabile  indipendente  è  qualunque.  Se  in  particolare 
la  variabile  indipendente  fosse  x  si  porrebbe  d*x  =  0. 

Indicando  con  A,fx,i/  gli  angoli   che  fa  cogli  assi   la  per- 
pendicolare al  piano  osculatore,  abbiamo 

,       A  B  C 

cos  A=  —,  COS^  =  -jp,  COSl/=  -j^. 


avendo  posto 


D*=A*+B»4-C*. 


202.  Si  chiama  btno7*male  quella,  tra  le  normali  alla  curva 
nel  punto  M,  che  è  perpendicolare  al  piano  osculatore  in  M, 
sicché  le  sue  equazioni  sono: 

X— y  _  Y  — y  _  Z^z 


A  B  C     • 

Chiamasi  normale  pt^incipale,  quella  tra  le  normali  alla 
curva  in  M,  che  è  situata  nel  piano  osculatore,  cioè  la  inter- 
sezione del  piano  normale  col  piano  osculatore.  Le  sue  equa- 
zioni sono  quindi  quelle  di  questi  due  piani  considerate  come 
coesistenti.  Ma  le  equazioni  della  normale  principale  possono 
aversi  sotto  forma  più  semplice.  Si  osservi  infatti  che  la  nori- 
male  principale  è  quella  retta  che  è   perperdicolare  alla  tan* 


gente  in  M  ed  alla  binormale.  Ora  la  equazione 

dx    .  /  dx\       dy    :,  /  dy  \       dz     ,  /  dz  \ 

che  si  ricava  dalla 

/  dx\*     /  dy  \*     /  dz\*     , 

e  la  equazione 

che  si  ricava  dalle  due 

Ad'x  +  Bd'y-\'Cd'z  =  0 

AdX'\-Bdy  +Crf^=0 

ds  ff*^ 

moltiplicando  la  prima  per  -r-f,  la  seconda  per  — -y-V  e  som- 

mando,  ci  dicono  che  quella  retta,  che  fa  cogli  assi  angoli    i 

cui  coseni  sono  proporzionali  a  ^(-7— )t  ^^  (    /t)'  ^^\^~r~i* 

è  perpendicolare  alla  tangente  e  alla  binormale  in  M,  cioè, 
ove  passi  per  M,  è  la  normale  principale.  Le  equazioni  di  que- 
sta sono  quindi 

X—x     _     Y—y     _      Z—z 

CurTatura  delle  eurve  gobbe. 

203.   Come  nelle  curve  piane,  si   chiama  angolo   di  con- 
tingenza in  un  punto  M{x,y,z)  di  una  curva  gobba  T angolo 


PW^ 
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9  formato  dalle  dae  tangenti  condotte  agli  estrerai  di  un  arco 
infinitesimo  MM'=As,  e  curvatura  della  curva  in  quel  punto 

il  limite  del  rapporto  -r-  quando  M' si  avvicina  indefinitamente 

al  punto  M,  e  raggio  di  curvatura  nel  punto  M  il  limite  del- 

1  inversa  -7-. 

Indicando,  per  maggior  brevità,  con  a,b,c  i  coseni  degli 
angoli  che  la  tangente  alla  curva  nel  punto  M  fa  cogli  assi, 
cosichè  sia 

dw      , _dy        dz 

^~^dr'     ~W'  ^~  ds 

e  indicando  con  oj-f-Ao?,  j/-f  Ay,  z  +  àz  le  coordinate  del  punto 
M'  e  con  a'  =  a  +  Aa,  J'  =  J-f  Ai,  c'=c+Ac  1  coseni  degli 
angoli,  cogli  assi,  della  tangente  in  M',  abbiamo,  per  una  nota 
formola  di  Geom.  analitica, 

sen  9 = \/{cb'—bcJ  -f  {ac  —  caj  +  (fta  —  ab'f 

=  \/(càb  —  bùicf  +  {a^c  -  c\af  -f  {b^a  —  aàby 
e  quindi 


As 


—  1//      Ai       ,    Ac  V     /     Ac  AaV     /i.  Aa         Ab\^ 

sen  S 
Ma  poiché  lira — j — zrl    quando  M'  si  avvicina   indefini- 
tamente ad  M,  avremo  pel  primo  principio  del  metodo  infinite- 
simale (n.  36) 


n  r, 


,.      seni/       ,.        V 
lim  — ' — znlim  -r — 
As  As 


\/(    db       ,  rfcV     /     do  day     /,   rfa  rfj  V 
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D'altra  parte,  essendo 

,        ds(Px  —  dxd}s      -,       dsd}y  —  dt^cPs    .       dsd^z  —  dzd^s 


ed  analogamente 

^d^ 

ds'  '  """      """~  cfe* 


„      ,,        dzd^v — dt/d^z        _,           ,         dxd^z  —  dzd^x 
cdb  -  Jdcn: f  %    »   «^<^  "-  ^cfa  =  ^i-g , 


per  CUI 


,.       0  _  [/{dccd^z—  dzcPxf-h  [dyd^x—dxd^yf^  {dzd^y  -  ♦  dzd^zf 

^^  As  —  d^  : 

'  ossia,  tenendo  le  notazioni  del  n.  201, 

lira  A-l/A'-hB'  +  C^  _JL 
As  ^  —  rfs^  * 

che  è  l'espressione  della  curvatura  nel  punto  M,  ed  il  raggio 

ds^ 
di  curvatura  r  è  quindi  r-= 


D    • 

Si  hanno  altre  due  espressioni  del  raggio  di  curvatura,  che 
si  ottengono  trasformando  la  quantità  D.  Si  osservi,  infatti, 
che  D*  può  scriversi  sotto  la  forma 

D'= (daj*+  d/+  dz'')  [(d*^)«4-  (rf*y)»-f  [d^zfHdxd^x^  dyd^y^dzd^zf: 
ma,  poiché  è 

ds^zndx^  '\-  dy'^  ^  dz^ 
e  da  questa,  diflferenziata,  si  ottiene 

dsd^s  z=z  dxdPx  -f  dyd^y  -f  dzd^z^ 


^ 


è  ancora 


D*  =  d5^  [{d'wf  +  ((P!/f^{(i^zf  ~  {(f^f]. 


Avuto  riguarda  alle   formole  precedenti,   si  vorìfica   subite 
uhe  è  aucora 

e  da  questa  si  ricava 

Abbiamo  cosi  le  segneuU  tre  espressioni  del  raggio  di  c«r* 
vatura  nel  punto  M{x.y,s); 

d^ 

'  ~  \/{dxd*y  —  dyd^xf  +  (dmi^z  —  dziPyf  +  {dzd^x  -  dxd':.)''  ' 


r=: 


r^ 


che  valgono  qualunque  sìa  ia  variabile  indipendente,  e  nelle 
quali  prenderemo  il  segno  del  radicale  in  guisa  che  il  se- 
condo memliFO  risulti  positivo, 

204*  Consideriamo  il  piano  normale  in  M  o  quello  in  un 
punto  W(x^àx,ì/+àt/ ,z-\-àz),  e  determiniamo  le  equazioni 
della  retta  loro  intersezione;  poi  facendo  convergere  M'  verso 
M,  detorminìarao  le  equazioni  della  retta  limite  di  quelle  in-' 
tersQzìonì  ;  o  come  suol  dirsi,  della  retta  intersezione  del  piano 
normale  in  M  e  di  quello  in  un  punto  infinitamente  vicino. 

I 
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La  equazione  dei  piani  normali  in  M  ed  M'  sono 

diC(X—x)^d!/(Y~t/)-{-dz{Z  —  z)=0, 

(1)  ^d{w-^^x){X  —  x—àx)'^d{9'^ày)(Y—y  —  ^'/) 

'^d{Z'^^z){Z—z—^z)=0\ 

ma,  supponendo  espresse  x,y ,z  mediante  una  variabile  /  colle 
forraole  a?zi:a?(0,  y^=zy{i)^  z=z{t\  abbiamo 

^a)=x(t-h^t)-  x{t)z=zàt.x(t-^6M\ 

d{x  4-  ^x)=x\t)dt  +  M .  x"{t  +  SM)dt 

e  formolo  analoghe  per   t/  e  z;  cosichè   la  seconda  delle    (1) 
diviene 

[(K'(i)dt  +  Mdtx(t  -f  Sài)]  [X  —a-i—MxXt  +  5A/]  + .  . .  =  0, 

ossia,  avuto  riguardo  alla  prima  delle  (1)  e  dividendo  ^v^tdi, 

x'\t^9M) (X— X) -fì/"(^-f  $iA/)(Y— y)  +  ;j"(<  +  5,A/)  (Z  —z) 

—  x\t)  xXt-^-SM)  —  y\t)  y\t  -^O.M)  —  z{t)  z{t  -h  O^M) 

che,  al  limite  per  A^zz:0,  diviene 

x'\t)(JL-x)^:...—(x\t)Y^...  =  0, 

che  possiamo  anche  scrivere 

ossia 

(2)  d^x{lìi  —  a?)  +  d^y[Y  —  y)  +  d«^(Z  —  z)=d^ 

Questa  e  la  prima  delle  (1)  sono  quindi  le  equazioni  della 


■il 
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intersezione  dei  piani  normali  in  M  e  in  un  punto  infinite' 
niente  vicino  ad  M. 

Indicando   con   ;,>7,S   le  coordinate  dei   punto   K  in  ci 
questa  retta  incontra  il  piano  osculatore 

A(X  — a?)  +  B(Y-y)  +  C(Z-;?)=0, 

;,T3,C  sono  1  valori  di  X,y,Z  che  soddisfanno  a  quesiti  equi 
zione,  alla  (2)  ed   alla  prima  delle  (1);   cosichè,   ricardando 
valori  dì  A,B»C,  si  ottiene 


(3) 


Il  puato  K  ò  sulla  normale  principale,  ed  è  ad  una  disUìn?: 
uguale  ad  r  dal  punto  M.  Invero,  è 


ds* 


^  [(dx^  +  d!f'  +  dz')  {A'  i-  B'  -h  C*)  -  ( Arfx  4  Bdy  +  Cdzfl 
ovvero,  ricordando  che  Arffl;  +  Brfy+ Cc?^  =  0, 


D* 


D* 


II  punto  K,  le  coi  coordinate  ;,>;,5  sono  date  dalle  {i 
chiamasi  centro  di  curvatura,  e  il  circolo  di  centro  K  e  i 
raggio  r  situato  sul  piano  osculatore,  ossia  T  intersezione  dell 
sfera  di  raggio  r  o  di  centro  K  col  piano  osculatore,  dice 
circolo  di  cur Datura  o  circolo  osculatore  alla  curva  n 
punto  M. 

205»  Si  chiama  angolo  di  ioì^sione,  relativo  al  punto  ft 
l'angolo  i  formato  dai  due  piani  oj^culatorì  alle  estremità  da 


Farco  {iii  fini  tesi  mo)  As^=MM';   il  limite  dol    rapporto  -^  , 

quando  M'  sì  avvicina  indefinitamente  ad  M,  dicesi  la  (oniùne 
o  seconda  curDaiura  della  curva  nel  punto  M,  e  T  inversa  di 
questo  limite  dicesi  il  raggio  di  torsione  o  di  seconda  cur* 
vaMra.  È  perciò  che  le  curve  gobbe  chiaraansi  anche  corvo 
a  doppia  curvatura.  La  curvatura  misura  la  deviazione  della 
curva  dalla  tangente,  la  torsione  la  deviaiiione  della  curva  dal 
piano  oscula tore^  nel  punto  che  si  consiglerà. 

Indicando  con  Ai  =  A  +  AA,  Bj  =  B4-AB,  Ci^C^-XU  ciò 
che  diventano  A,BiC  relativanjenta  al  punto  M'  di  coordiiialtì 
,n  +  Ax,  y  +  Ay ,  ^  +  Ajf  cosichè  la  equazione  del  piano  osoulaior© 
in  M  sia 

Ai(X— ^  — Ax)H>Bi(Y— 1/  — %)fCi(Z  — ^— A;j>=0, 

abbiamo,  per  una.  nota  formola  di  geometria  analitica, 


sen  i 


,=K 


(AB.  — AtB)*  +  (RC|  —  n.C)*  +  (CA,  —  C,A)« 


D'(Af  +  BJ  +  CJ 

_  I /(A.AB— B.JiA)*+  (B.AC  —  C.AB)*  +  (C.AA  —  A. AC  )« 
~y        '       D»[(A  +  ÙA)»  +  (B+iB)'-|-(C  +  AC)*Ì 

H  «Hiindi 


lira-7— rrlim  — ; — 
As  As 


'm'^'§-"'^y<'>'§--^th('^''é--'m 


Ponendo  ora 


A  = 


die 

d>j 

ds 

d*x 

d^V 

d*z 

dfjp 

d^tf 

d'z 
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abbiamo 

AdB'^BdA  =  (dy(Pz—dzd*ff)  (dzd^x—dxd^z) 

— {dzd^x — dxcPz)  (dycPz  —  dzc^j/)  sss^.dz, 

ed  analogamente  BdC — CdAzuA.cte,  CdA  — AdC=A.d!y,  co- 

e  A 

siche  lim  •^  =  -jr2-,  ed  indicando  con  /*!  il  raggio  di  torsione 

èr— 51  ' 

d^  d^ 

Ricordando  che  r'  =:  -=75-  si  ha  la  relazione  rV.  =  -7-  ,  tra 

i  raggi  di  curvatura  e  di  torsione. 

206.  Applichiamo  le  teorie  esposte  sulle  curve  gobbe  alle 
seguenti  due  curve: 

1)  Sia  la  curva 

(1)  a?»-f;3;«  =  aS     y^'¥z^=b* 

(intersezione  dei  due  cilindri  circolari   rotti,  le  cui    equazioni 
sono  le  equazioni  della  curva). 

Differenziando  le  equazioni  date,  abbiamo 

(2)  xdx-\'Zdzz=:Q,    f/dy  +  zdz=:0 
e  da  queste 

(3)  xdxz=,ydyz=z — zdz, 

per  cui  le  equazioni,  della  tangente  nel  punto  {x,y  ,z)  alla  curva, 

X— 0?  _  Y— y  _ Z—z 
dx     ~     dy  dz  ' 

dopo  averle  poste  sotto  la  forma 

a?(X  — a?)_y(Y— y)^z(Z  — jg) 
xdx  ydy  zdz    ' 

38 
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diveggono 

ossia,  in  virtù  delle  (I), 

wX'hzZ=a\      pY  -h  zZ  —  ¥, 
L'equazione  del  piano  normale  si  riduce  alla 

yzX-\-wzY  ~xyZ~xi/z^O, 
11  dtflFerenziale  d'arco  ds  è 


rf^«  =  dj5^  +  rf^"  +  dz'=  (^^  +  il  4-  i)  dz 


—  "  ^y^     ^^  —  (a'—z^)  {b^  —  z')  ^^  ' 
Se  assumiamo  z  come  variabile  indipendente,  è 
A  =  —  dz  d^i/  ,  B  =  dzi^js ,  C  ^  rfa?ff  y  —  rfycf  a:  , 
ma  dalle  (2)  avendosi,  colla  differenziazione, 

dj3*+  ssd^-^  —  —  dz\      df  +  ^rf*^  ^  —  dz^\ 

abbiano,  avuto  riguardo  alle  (3), 


e  da  queste 


per  cui  avremo 


^ 


m 


e  la  equazione  del  piano  osculatore  è 
Pel  raggio  di  curvatura  ?^  abbiamo 


I&oltre  essendo  ri  =  -:-  e 


A  = 


dx     rfy     d^ 
rf*fi;    rf*y     d*^ 

tiPd?    £fy     (Pz 


dx     dy     dz 

rPx    d^y    0 


abbiamo  pel  raggio  di  torsione 


ri:= 


^  aY^b'af^-\-[a^—¥fz^ 


'ia^b\a^  —  b^)xyz 


Nel  caso  particolare  a  =  è,  l'equazione  del  piano  osculatore 
diviene  x^X  —  ^^Y^O.  In  tal  caso,  dalle  equazioni  della  curva 
ricaviamo  x=i!r  j^,  che  ci  dice  la  nostra  curva  essere  composta 
di  due  curve  piane,  una  sui  piano  x^^y  l'altra  sul  piano 
xz=i — y  j  la  qual  cosa  vieno  conformata  dal  fatto  che  la  equa- 
zione  del  piano  osculatore  è  X^^Ypei  punti  pei  quali  ìt^^^, 
ed  è  X=i  —  Y  per  quelli  pei  quali  x  =  —  y.  Per  vedere  quali 
siano  queste  curve  piane  facciamo   ruotare   gli   assi  delle  x  e 

delle  y  di  un   angolo  —    intorno    all'asse  ;?,    o    chiamiamc 

x\y\  z'  le  nuove  coordinate.   Abbiamo,  per  le   note  formolc 
della  trasformazione  delle  coordinate, 

1  1  I 
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e  le  equazioni  (1)  diventano 

rica valido  dalla  prima  il  valore  di  ^'  e  sostituendo    nella  se- 
conda si  ottiene  V  equazione  della  curva  sul  piano  z*x*  che,  fatte 

le  riduzioni,  è  la  ^-|4-— ^^1,  che   rappresenta   una  ellisse- 

Parimenti    sul    piano  z*^*  si  lia    la   ellisse  |-|  +  — j-  =:  I  ;  le 

quali  due  ellissi  costituiscono  cosi  la  curva  (l)  quando  a=b. 
2)  Elica  cilindrica.  Sia  la  curva  le  coordinate   dei   punti 
della  quale  sono 

ac=zacos^    yrrra  san  /,    z^zct. 

Essa  è  situata  sul  cilindro  i3?'H-ì^*  =  a*  e  passa  pel  punto 
jer^a,  i/:=:0,  5f=i0,  che  chiameremo  A.  Posto  c^am  e 
m^tgfji,  abbiamo  jsr^a/tg'jj.  Se  M  è  un  punto  della  curva  o 
P  è  la  sua  proiezione  mi  piano  xìj,  t  h  l'angolo  che  la  retta 
OP  fa  coir  asse  delle  x.  Sia  CBD  un  angolo  uguale  ad  f^\  po- 
niamo il  vertice  B  sul  punto  A,  e,  immaginando  che  il  piauo 
dell'angolo  sia  un  velo  flessibile  ed  inestendibile,  avvolgiamo 
un  numero  infinito  di  volte  questo  piano  intorno  al  cilindro» 
in  modo  che»  mentre  il  piano  fascia  perfettamente  il  cilindro, 
il  lato  BD  dell'angolo  si  avvolga  sul  circolo,  intersezione  del 
cilindro  col  piano  xy.  Sì  riconosce  facilmente  allora ,  che 
r altro  lato  DC  dell'angolo  ei  dispone  sopra  la  nostra  curva, 
rappresentata  dalle  equazioni  x^=^a  cos  t,  f/=a  sen  ^  z^at.  tg  w, 
che  chiamasi  elica  cilindrica. 

Le  proprietà  più  notevoli  dell'elica  sono  le  seguenti: 
Avendosi 

dx^=  —  a  sen  tdL      dij  :::=^      a  cos  idi,      dz7=ia  tg  w  dt 

d^x  :i:^  —  a  cos  /rff ,    d'y  =  —  a  sen  td^,    (Pz  =^  0, 

tfx=     asèn  tdP,    d^  = — a  cos  tdf^,    d^ j = 0 
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ds'-za\mg^^)dt\  abbiamo  cos  y=  -^  —  -^==:=  sen  «. , 

essendo   y   l'angolo   della   tangente   nel   punta  U{T,y,z)    col 
Tasse   della   z,  e   vediamo  cosi   che   quest'angolo   è   costante 
cioè  ia  tangente  in  qualunque  punto  deW elìca  cilindrici, 
fa  un  angolo  costante  colle  generatrici  dei  cilindro. 
laoUre  è 

A  =  a'  tg  ^  sen  tói^  B  —  —a*  tg  ^^  cos  tdf,  C  =r:  a^di^ 
cosichè 

r  =    ,       "^  =  a{\  +  tg*^.>), 

^V+B'  +  C^ 

cioè,   fV  raggio  di  curvatura  è  costante  per  tutti  i  punì 

dell'elica. 

D*  l+tg*^.j   . 

Inoltre,  essendo  A==a'  tg '^ìdf^,  è  r^  —  ^-  —a  -        —  .cid 

i7  raggio  di  torsione  ^  costante  per  tutli  i  punti  del t elice 
E  quindi,  Velica  ha  costanti  le  due  curvature  in  ogni  siti 
punto. 


Esercizi, 
2a   '  ^     Ort* 


I,  Per  la  curva  1/=  — — ,  z=  ^r-r  (intersezione  di  due  ci 


X'      „         X* 


lindri  parabolici)  abbiamo  :  Y  —  —  X ~,  Z  =g^  ^  "  3^' 

equazioni  tangente  nel  punto   {x,if,z)\   2a^X-{-2axY-{- x^Zr 

— ^ — I^— g equazione  piano  normale;   r=  — j-^ — 

f  i  =  r. 

2.  Curva  y^:=x{a — m),  £i?^ -h //^ -h  5*  =  a*  (intersezione  di  u 
cilindro  circolare  e  di  una  sfera)  ;  2//X  +  {a  —  2w)  Y  —  |/aa?Z= 
piano  normale; 

V  ba-ì-3a>  *  ''-~Q^  V  T 


m 

3.  Curva  —  —  -^=1,  a;=3^(e«-he  *)  (intersezione 
di  un  cilindro  iperbolico  con  un  cilindrico  che  ha  per  diret- 
trice  una  catenaria)  |  Y  —  y  =   ,  ^,— ^  (X  —  x),      Z  —  z  = 


£^ 


— —  (X  —  X)  equazioni  tangente;  cosazr:   -     "^ 

fi  f»  1         

;3=i^^,  cos"/^^^  dove  ^=^ -r-  t/a'  +  è^;    l'angolo  che 


C08 


ea 


»*» 


e'a?' 


il  piano  normale  fa  col  piano  XOZ  è  costante;  rz=z , 

i^m^  .    r         b 

?^,=  -^—  per  CUI  — 'Z=i  — . 

4.  Curva  a?  =  btcost,  yzzibimxit,  z^ct  (elica  conica); 
posto  &*H-c*=ra'  le  equazioni  della  tangente  sono  C2X  = 
{eco  —  f/z)Z  +  jyjsS  czY  =  (e?/  +  £Cjj)Z  —  ^a*;  piano  normale 
c(c2;  —  yz)X  +  c(c^  -h  xz)Y  +  c^Z  ^ aV  ; 


r= 


t/{aV*  +  èV)* 


*c[/4a'c^  +  (4**  +  c')c*^*  +  ft*^^  ' 


5,  Siano  x^zx{t),  y  ^y{0,  3?=  ^{0  le  equazioni  di  una  curva, 
e  X,y,Z  1©  coordinate  dei  punti  di  una  seconda  curva,  tali  che 


dXdl'        rlYdi' 


dZdt' 


K 


=  N, 


N  essendo  una  costante,  e  A,B,C  i  soliti  coefficienti  dell' e* 
qua;; ione  del  piano  osculator-e  della  prima  curva.  Si  dimostri 
che  il  piano  osculatore  e  il  piano  normale  della  prima  curva 
anno  rifipettivamente  il  piano  normale  e  il  piano  osculatore 
della  seconda,  e  che  indicati  con  r,r,  il  raggio  di  curvatura 
o  di  torsione  della  prima,  con  R,Ri  quelli  della  seconda  curva 


e  con  ds  l'etemento  lineare  della  prima  curva,  avremo 

6.  La  condizione  necessaria  e  suffìcleate    affinchè   una  cur\'i 
sìa  piana  è  che  per  tutti  i  suoi  punti  sia  i=0. 

(Infatti  se  la  curva  è  piana,  tutti  i  piani  osculatori  coinè 
(lendo  col  piano   della  curva,  è  f/A  =  0,  rfB^O,  cfC^O  ecc 
e  se  Azz:0,  prendendo  una  delle  cn,y  ,z  per  variabile  indiper 
dente  p.  e.:  la  z,  si  trova  che  le    coordinate   dei    punti   dell; 
curva  soddisfanno  alla  equazione  x^C^y  +  C^z-\~C^  di  un  certi 
piano). 


Superficie.  —  Plano  taogrente.  —  Normale» 

207.  Una  equajiione  /^(a;,//,2)  =0.  dove  a?, f/,z  possono  in 
dicare  coordinate  qualunque,  ma  che  noi  qui  supporremo  cai' 
tesiane  ortogonali,  rappresenta  geometricamente  una  superflci  ; 
Si  suppone  che  la  f=0  definisca  per  tutti  i  punti  di  un  camp 
relativo  a  due  delle  variabili,  poniamo  w,ì/,  la  funzione^  un. 
valente  finita  e  che  ammette  derivate  parziali  finito  di  .r,^^ 
oppure  più  rami,  della  funzione  z,  uni  valenti  ecc. 

Consideriamo  un  punto  M(x,//,^)  sulla  superficie,  e  supp( 

nìamo  che  io  esso  non  sia  — -z=  -^=  —zzO  É  facile  veder 

Ùx        Dtf        ^z 

che  per  M  possiamo  far  passare  una    influita  di  curve  situai 

sulla  superficie  e  dotate  di  tangente;  infatti  vi  sono  almeno  ; 

infinite  curve  piane,  intersezioni,  colla  superficie,  di  un  piai? 

qualunque 

A(X— x)  +  B(Y-^,y)  +  C{Z  — ^)  =  0, 
che  passa  per  M,  dove  supponiamo  che  A.  B,  C  non  soddisfa' 

H      ^       H  I 

ciano  alle  equazioni  -^  =  -^  =  -~,  il   che   *'■   lecito  poid 


non 


è  --^  r=  -r^  :=:  T^=0  ;  di  questi  valori  ài  A,  B,  C  ne  ai)- 


3x        a_v        ^* 


biano  un  nuraero  iofinito,  e  ognuno  degli  infiniti  plani  corri- 
sponrlenti  taglia  la  superficie  lungo  una  curva  che  ammette  in 
M  la  tangente  I  le  cui  equazioni  sono 

A(Y  — a:)  +  E(Y  — y)  +  C(Z— ;2)=a 

Dimostrata  cosf  l'esistenza  di  un  numero  ìnfiaito  di  curve 
piane  passanti  per  M  e  dotate  di  tangente,  possiamo  ammei^ 
tere  che  pel  punto  M  passi  un  numero  fn finito  di  curve  do- 
tate di  tangente,  perchè  almeno  certamente  vi  sono  quelle  delle 
quali   abbiamo  ora  trattato.  Se,  dunque, 

SODO  le  equazioni  di  una  qualunque  di  tali  curvoi  le  equazioni 

della  tangente  nel  punto  M  sono 


»y 


Ma  la  prima  di  queste  equazioni  è  indipendente  da  f,  cioè 
qualunque  sia  la  curva  dotata  di  tangente  e  che  pas^sa  per  M, 
che  si  prenda  a  considerare,  una  delle  equazioni  della  tangente 
è  sempre 

e  perciò  tutte  le  tangenti  sono  situate  sul  piano  rappresentato 
da  questa  equazione-  Questo  piano  chiamasi  piano  tangente  alla 
superficie  nel  punto  M  di  coordinate  ^,^»;s,  ed  è  cosi  il  luogo 


geometrico  delle  taogenti  alle  ìatìnite  curve,  dotate  di  tanger 
che  passano  per  M  e  sono  situate  sulla  superfìcie. 
Sg  Tequazioae  della  superficie  ha  la  forma 

ove  supponiamo   che   z{w,y)  sia  generalmente  continuale 
avremo  allora 

Ì£=I    ÌL^—Ìl      2L  —  —  Ì1 

dz         'Da?  dx    '   dy  ~       dy  ' 

e  l'equazione  del  piano  tangente  diviene 

e  ponendo,  secondo  le  notazioni  di  Monge  comunemente  ac 
tate, 


iz 


0* 


5^=^'       3^  =  9. 


avremo  ancora 

208*   Chiamasi    noì^male  ad    una  superficie  la    retta   i 
passa  pel  puuto  M  perpendicolarmente  al  piano  tangente  in 
Come  si  vede  subito,  le  equazioni  della  normale  sono 

X— g^Y— y_Z  — g 
*»  dy  'èz 


oppure 


X^-£_Y-^_Z  — z 

p       ~      q      ~    -\ 


ed  è  più  coQiodo  usare  Ja  prima  oppure  la  seconda  di  q^uc 


equazioni  secondochè  la  equazione  della  superficie  è  /(a^,y  ,ìe)=0 
oppure  z  =  z(x,y). 

Indicando  con  Ì,fA,v  gli  angoli  della  normale   cogli  assi, 
avremo 


COBl—dt 


dm 


ViB<^l<l£)     ^'^'"^'' 


COfi  w  =  di 


3y 


COS  y  :=  ^ 


yWW^' 


l/l  ^p'-^q' 


l 


|/l+p*  +  9^ 


nelle  quali  formole  dovremo  prendere  contemporaneamente  il 
segno  superiore  o  T inferiore,  che  dipenderà  dalla  scelta  della 
direzione  positiva  sulla  normale.  Così,  se  scGgliarao  per  direzione 
positiva  della  normale  quella  nella  quale  ci  si  deve  muovere 
per  percorrere,  a  partire  dal  piano  Xìf,  la  parte  di  normale 
che  rimane  al  disopra  del  piano  wy,  eoa  y  è  positivo,  ed  allora 
avremo 


COS  A  = 


_  ~P 


[/l-hp'  +  5 


~9 

->    COS  tx^Z — 

»  '  I 


ì/ì  +jo*+g' 


COSS'^ 


t 


I/i+p'+?' 


0  tir  va  tura  dello  sezioni  normali.  ^  Linee  di  ourvatarft» 


209,  Sia  M  un  punto  d'una  superficie;  facciamo  passare 
dei  piani  pnr  la  normale  alla  superficie  nel  punto  M.  Questi 
piani  delermìnauo  sulla  superficie  delle  curve  piane  che  pas- 


sano  per  M,  e  che  si  chiamaoo  le  sezioni  normali  della  i 
perfìcìe  Del  punto  M.  Ci  proponiamo  di    studiare  la  legge 
condo  la  quale  varia  la  curvatura  in  M    di  queste  diverse 
zioni  normali. 

Poniamo,  a  questo  scopO|  l'origine  delle  coordinate  nel  pi 
to  M,  prendendo  Ja  normale  per  asse  delte  z  e  due  rette  or 
gonalì>  nel  piano  tangente  in  M,  e  passanti  per  M  per  assi  di 
X  e  delle  y. 

SUI  z=Z(x,y) 

requazione  della  superficie  riferita  a  questo  sistema  di  assi 
Abbiamo  allora 

Supponiamo  che  la  z{jt,y)  sia  sviluppabile,  in  un  certo 
torno  C  del  puato  ir=0,  y=:0,  secondo  la  forraola  del  M 
Laurin 

dove  (vedi  n.  151) 


ovvero 


(1) 


^  =  aa;'  +  hxu  +  cy'  -h  Ra 


avendo  posto  a=^  ;s''^„(0,0),6~;e"^(0,0),  c=~z'%,{( 

Tagliamo  ora  la  superficie  con  un  piano  che  passi  per 
normale  nel  punto  M  cioè  per  Tasse  delle  z^  e  la  cui  equazl 
sarà  perciò  y^jtga,  indicando  o^  l'angolo  diedro  che  esse 
col  piano  mz  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  l'angolo  che  la  sua  tra 
sul  piano  xy  fa  coll'asse  delle   r. 

Riferiamo,  nel  suo  piano,  questa  curva  a  due  assi  eoo 
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nati  ortogonali,  cioè  all'asse  z  ed  alla  traccia  OX,  del  suo 
piano  col  piano  xy,  e  preso  a  considerare  un  suo  pnnto  N  le 
cui  coordinate  x ,y^z  siano  tali  che  il  punto  {x^y)  sul  plano  xjf 
appartenga  ali*  intorno  C,  iadichiamo  con  x^  l'ascissa  del  punto 
N  nel  sistema  di  coordinate  z,Xi  sul  piano  della  curva. 

Si  hanno  allora  le  relazioni  w=^x^cq^%,  y  =  Xi  sen^    per 
cui  la  (1)  diviene 


(2) 


z=  (acos'  3c  +  i  003  asen  x-^c  sen*  a)  xj  -h  Kg 


indicando  Rg  ciò  che  diviene  R^  quando  per  x,y  si  sostitui- 
scano i  precedenti  valori  espressi  per  Xi  ;  e  poiché  N  può  con- 
siderarsi come  un  punto  generico  vicino  al  punto  M,  questa  è 
l'equazione  della  sezione  normale  che  consideriamo  in  coordi- 
nate z,  Xi  in  prossimità  del  punto  M, 

Indicando  ora  con  R  il  raggio  di  curvatura  di  questa   se- 
zione  normale  nel  punto  M,  avremo 


R  = 


h(lk)V 


ki=0 


intendendo  colla  notazione  j  f^  _(^  ciò  che  diviene  le  quantità 
tra  parentesi  per  x,  — 0, 

Ma  d'altra  parte  si  ha  dalla  f2) 

ilz  — 

-^=:2(acos^:x  +  Jsenacos?£H-csen'ac)x(  +  H.'.^ 


(Pm 


-^  =  2{a  cos*  jc  +  J  sen  a  cos  et  +  e  sen*  a)  -h  R\. 


dove  R'a^R"^  sono  le  derivato  prima  e  seconda  di  H3  rapporto 
ad  Xi  ;  e  quindi,  osservando  che  R'^  ed  R''^  si  annullano  por 
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x,=0,  è 


IDKD'll 


1 


d^z         l     5^(acos'a-f  6senaco5«-f  csen'a)  ' 

ed  avremo  in  conseguenza 

1  I 


R  = 


2(a  cos'  a  +  ésen  a  cos  a  +  e  sen*  a) 


«^\  ' 


che  ci  esprime  il  raggio  di  curvatura,  nel  punto  M,  di  quella 
sezione  normale  che  fa  col  piano  zx  l'angolo  a. 

La  ordinata  C  del  centro  di  curvatura  nel    punto  M  delia 
sezione  normale  essendo 


2(a  cos*  A  +  b  sen  x  cos  a-f  e  sen*  «)  ' 


il  centro  di  curvatura  è  al  di  sopra  del  piano  xy,  ossia  del 
piano  tangente  in  M  alla  superficie,  o  al  disotto,  secondo  che 
2(a  cos'  a  +  J  sen  «  cos  a  -f  e  sen' a)  è  positivo  o  negativo.  Conver- 
remo di  dare  a  R  il  segno  di  ?  e  prendere  cosi 

R=  ' 


2(a  cos*  a -fé  sen  a  cos  a -f  e  sen*  a)  ' 


ed  il  segno  di  R  ci  dirà  allora  da  qual  parte  sia  situata,  ri- 
spetto al  piano  tangente  in  M,  la  curva  che  consideriamo,  nelle 
vicinanze  del  punto  M. 

210.  Ai  valori  di  a,  che  annullano  la  derivata  rispetto  ad  « 
del  denominatore  di  R,  corrispondono  quelle  sezioni  normali  la 
cui  curvatura  nel  punto  M  è  massima  o  minima  rispetto  alle 
curvature  delle  altre  sezioni  normali  vicine.  La  equazione  che 
determina  questi  valori  di  a  è  la 

(1  )  2{c — a)  sen  a  cos  «  -f  J(cos*  oc  —  sen'  «)  r=  0 


ossia 
(2)  ètg««  +  2(a  — e)  tga  — ft  =  0, 

che  ci  dà  per  tga  due  valori  reali  il  cui  prodotto  è  —  l,co- 
sichè  se  9  iodica  uno  dei  valori  di  a  che  soddisfa  alla  prece- 
dente equazione  l'altro  sarà  9 -f-^.  La  derivata  seconda  di -^ 

4[(c  —  a)  (cos*  a —  sen*  a)  —  2b  sen  a  cos  a] 

prende  valori  uguali  e  di  segno  contrario  per  a  =  9  e 
az=<p+  -^  ,  cosichè  a  uno  di  questi  valori  corrisponde  un  mas- 
simo all'altro  un  minimo  per  la  curvatura  -^ .     Osserviamo 

poi  che,  quando  i  corrispondenti  valori  di  -5-  siano  di  segno 
contrario,  quello  di  essi  che  è  un  minimo  negativo  potrebbe 
essere  il  massimo  dei  valori  assoluti  di  -^-. 

Queste  sezioni  normali  corrispondenti  a  questi  valori  di  a, 
per  le  quali  la  curvatura  in  M  è  massima  e  minima,  chia- 
mansi  le  sezioni  principali,  e  i  rispettivi  raggi  di  curvatura, 
raggi  di  curvatura  principali  nel  punto  M. 

Vediamo  cosi  che  in  ogni  punto  di  una  superficie  (pel 
quale,  ove  per  esso  si  facessero  passare  gli  assi  coordinati  nel 
modo  precedentemente  indicato,  fossero  verificate  quelle  con- 
dizioni che  abbiamo  poste  relativamente  al  punto  M)  passano 
due  sezioni  principali  tra  loro  ortogonali. 

Prendiamo  ora  per  piani  delle  csz  q  yz  \  piani  delle  se- 
zioni principali  del  punto  M.  La  equazione  (1)  dovendo  allora 

essere  soddisfatta  da  a  =  0  e  azn—  occorre  sia  èzrO,  cosi- 
chè il  valore  di  R  diviene 

1 


(3)  R  = 


2(acos'a-fcsen'a)' 


che  ci  dà  i  valori  dei  raggi  di  curvatura  principali  Ri  ed 
facendovi  aznO  e  az=  -n-,  cosichè 


R,= 


2a' 


R,= 


a?' 


Introducendo  questi  valori  di  Ri  e  R,  nella  espressione 
di  R  abbiamo 


r—  =  -5-  cos*«  -f  -^  sen*  a. 
ti  xvi  rvs 


Ora,  poiché  il  secondo  membro  non  cambia  quando  in  lu 
di  a  si  ponga  il  suo  supplemento,  abbiamo  il  teorema: 

Due  sezioni  normali  egualmente  inclinate  sopra  una 
zione  principale  hanno  raggi  di  curvatura  uguali. 

Indichiamo  ora  con  R^  il   raggio  di  curvatura  di   una 
zione  normale  perpendicolare  e  quella  che  fa  l'angolo  a 
una  delle  sezioni  principali;  avremo 

^=-8en«a+^cos«a 


ed  in  conseguenza 


R  "^  R' 


Ì-  +  -L 

Ri      R» 


cioè:  la  somma  delle  curvature  di  due  sezioni  normali  p 
pendicolari  tra  loro  è  una  costante,  uguale  alla  som 
delle  curvature  delle  sezioni  principali. 

Dalla  formola  (3)  segue  che,  se  Ri  ed  R^  sono  entrai 
positivi  0  entrambi  negativi,  anche  R  è  sempre  positivo  0  s€ 
pre  negativo,  cosichè  la  superficie,  nelle  vicinanze  del  pu 
M,  è  tutta  al  disopra  0  tutta  al  disotto  del  piano  tangente 
M.  Se  poi  Ri  ed  R,  hanno  segni  contrari,  e  poniamo  sia 
negativo,  la  (3),  mettendo  in  evidenza  il  segno  di  R^,  divi* 


eo8 
1 


R 


cos'  a       sen'  ot 
Ri  R, 


,  Per  atrrO  si  ha  R^Rj;  quando  a  ere- 

COS*  3t  sfili'  J£ 

sce  da  zero  flao  a  quel  valore  3t  pel  quale  -g — z=  — —  cioè 

Ra 

pel  quale   tg*;c:=^,  R  cresce  da  Rj  fiaoadao;  ^  crescendo 
Ki 

ancora  dal  precedente  valore  fino  a  4>-i  R  diviene   oegativo   e 

va  da  —  00  a  —  Rj.  Quando  ^  cresce  ancorai  i  valori  di  R  si 
riproducono  in  ordine  inverso.  Cosichè  allora  le  superficie  è, 

nelle  vicinanze  del  punto  M,  porzione  da  una  parte  e  porziona 
dall'altra  rispetto  ai  piano  tangente  in  M, 

211.  Il  luogo  geometrico  di  quei  punti  pei  quali  Ìo  normali, 
alla  superficie,  infinitamente  vicine  si  incontrano  consecutiva- 
mente dicesi  iinea  di  curvatura  della  superficie. 

Sia  f{x,t/,z)^=Q  l'equazione  della  superficie;  le  equazioni 
della  normale  nel  punto  di  coordinate  {x ,ij,z)  ^ono  A=:0, 
D— 0,  devo  A— X— >:  +  p(2— z),  H  =  Y-fj-{-q{Z~z),  esimio 

al  solito  p^  — ,  g^=— ;  le  equazioni  della  normale  alla 

superficie  nel  punto  (/r-hrfx,  y-^dtj,  z-\-dz)  infiuitameuto  vi* 
cino  ai  punto  {x^y^z)  possiamo  prenderle  nella  forma 

A  +  rfA  =  0,     B^-dB=0, 

dove  dk,  rfB  indicano  i  differenziali  totali  di  A,  13  rapporto 
alle  variabili  x.tj]  ciò  si  vedrebbe  procedendo  come  abbiamo 
fatto  ìq  casi  analoghi  ai  n.  20  U  204. 

La  condizione  affinchè  i  due  punti  appartengano  ad  una 
linea  di  curvatura  è  che  le  equazioni 


ovvero  le 


A=0,  B3O,     A+dA  =  0,    B  +  £?B=0, 

j  A=0,  B  =  0 
(  rfA  =  0,  rfB  =  0 


abbiano  una  soluzione  comune  in  X,Y,Z. 


Le  due  altime  equazioni  essendo  ! 

dfl:  +  prfs  — rfp(Z— 5)^0,  dtj^qdz  —  ^^{Z— ^)=r:0» 

e  non  contenendo  X,  Y,  affinchè  siano   verificate   da  un    n 
decimo  valore  di  Z  dovremo  avere 


(2) 


dp  dq       ' 


e  quando  questa  equazione  sìa  verificata  si  vede  subito  clu 
(1)  a[nmettono  un  sistema  di  soluzioni  comuni  in  X,  Y,  Z» 
equazione  (2)  esprime  dunque  la  condizione  necessaria  e  su 
ciente  affincliè  i  punti  {x.y^z)  e  {x-^dx,  j/^dt/^   z-\-dz] 
partengano  ad  una  linea  di  curvatura. 
Ma 

dz:^^  ^^-^T^  d-i/^pdx-k-qdy 
dpz^J^dx^^dy  —  rdw  +  sdt/ 

dq^:z^dx-^^dy~  sdx  +  tdy, 

avendo   posto,  seguendo  le  notazioni   di  Monge  comunemei 
adoperate, 

per  cui  la  (2)  diviene 


dy 
dx 


,  ,dt/ 

f^    -^    (-7- 

dx 


39 


eia 

Eliminata  da  questa  equazione  la  z  mediante  la  equazione 
/'(^.2/»^)=0  della  superficie,  essa  è  l'equazione  differenziale 
cui  soddisfanno  le  proiezioni,  sui  piano  a?y,  delle  linee  di  cur- 
vatura che  passano  per  M. 

La  equazione  precedente   riducendosi    al  secondo  grado  in 

-T^,  si  vede  che  potremo  da  un  punto  di  una  superficie  muo- 

verci  in  due  direzioni  lungo  linee  di  curvatura;  ossia  per  ogni 
punto  della  superficie  passano  due  linee  di  curvatura. 

Queste  direzioni  coincidono  con  quelle  delle  sezioni  prin- 
cipali. Infatti,  facendo  uso  del  sistema  di  assi  T^oordinati  aventi 
l'origine  nel  punto  M  e  considerati  al  n.  209,  avremo 

-  =  ax'^  -h  è  J?y  -  f  cy  *  +  R3  ; 

e,  poiché  per  a?zzO,  y=0  è 

pzzrO,  7  =  0,  r=ii2a,  s=z6,^  =  2c, 

la  equazione  dalla  quale  dovremo  ricavare  i  valori  di  -^,  per 

(tx 

xz=:Oj  y=0,  è  quindi   quella  che   diviene  la   (3)  quando   si 

pongano  perp,5',r...  i  precedenti  valori,  cioè  la 

df/ 
1  dx 


2a  +  b%       b^2c% 
dx  dx 


ossia 


la  quale  equazione,  confrontata  con  la  (2)  n.  210,  dimostra  il 
teorema. 

Quindi  per  ogni  punto  della  superficie  (nel  quale  la  su- 
perficie ha  proprietà  analoghe  a  quelle  che  ha  nel  punto  M) 
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passano  due  linee  di  curvatura^  ortogonali  tra  loro,  e  ian* 
genti  alle  sezioni  principali  relative  a  quel  punto. 

212.  Poniamo  T  origine  delle  coordinate  nel  punto  M  in 
modo  che  l'asse  delle  z  coincida  colla  normale  in  M  alla  curva, 
il  piano  Xf/  col  piano  tangente  e  Tasse  delle  x  colla  tangente 
ad  una  delle  sezioni  principali  in  M.  Consideriamo  il  punto 
M^  infinitamente  vicino  ad  M  sulla  linea  di  curvatura  che  passa 
per  M  e  che  è  tangente  a  quella  sezione  principale. 

Poiché  la  coordinata  y  non  cambia  quando  dal  punto  M 
passiamo  al  punto  M'  è  dj/znO;  inoltre  essendo  p  =  0,  gnrO 
è  anche  d;?  =  0,  cosichè  le  coordinate  del  punto  M'  sono  {dxflfl) 
ed  inoltre  è  dp  =  rdx,  dq=:0,  perchè  è  s  =  0  (Vedi  n.  210); 
quindi  le  equazioni  (1)  del  n.  precedente  diventano  X  =  0, 
Y=0,  rf.r(i— rZ)  =  0,  l'ultima  riducendosi  a  0  =  0. 

Abbiamo  dunque  Zzz  —  =  -5 — ,  ossia  ;?  1=  Ri  ;  cioè  la  parte 

di  normale  in  M,  compresa  tra  il  punto  M  e  il  punto  in  cui 
viene  incontrata  dalla  normale  in  un  punto  infinitamente  vicino 
ad  M,  su  una  linea  di  curvatura  che  passa  per  M,  è  uguale 
al  raggio  di  curvatura  della  sezione  principale,  che  passa  per 
M,  e  che  è  tangente  a  quella  linea  di  curvatura. 

Questo  teorema  ci  permette  di  calcolare  i  raggi  di  curva- 
tura principali  in  un  punto  M  di  coordinate  x,y,Zj  l'origine 
delle  coordinate  èssendo  ora  comunque  situato. 

La  ordinata  Z  del  punto  d'incontro  della  normale  in  M 
colla  normale  infinitamente  vicina,  sopra  una  linea  di  curva- 
tura che  passa  per  M,  soddisfa  alle  due  equazioni  (n.  211) 

Z —  Z  = -: ,  Z  —  jS  zr: -5 . 

dìf  ,  dì/ 

dx  dx 

La  -T^,  che  comparisce  in  queste  formole,  è  la  tangente 
trigonometrica  dell'angolo  che  la  tangente  alla  proiezione  della 


nostra  linea  di  curvatura  sul  piano  x;/,  nel   punto  proiezione 

(li  Mi    fa  coir  asse   delle   a\  Eliminando    —^  avremo  una  e- 

(ir 

q nazione  cui  S4}ddisfanoo  ìe  ordinate  Z,  che  si  riferiscono  a  en- 

ii\iiuba  le  linee  di  curvatura  che  passano  per  M,  Ciò  facendo 

otteniamo 

(1)     iri  —  s')  (Z  — ^)*  — {(1  +p')  /-i-fl  -i^q')r—2pqs]{Z—z) 

+  l+p'  +  9'  =  0. 

Ma,  se  R  indica  uno  dei  raggi  di  curvatura  principali,  ab* 
biamo  visto  ora  che 

essendo  X,Y  le  coordinate  di  quel  punto,  ulla  Dormale  io  M, 
la  cui  ordinata  è  Z,  e  poiché  per  le  equazioni  della  normaio 
in  M  è 


X  — x-_p(Z-4  Y-f^^~q(Z-z) 


avremo 


Z  —  z  — 


e  la  equazione  (1)  diviene 


R 


|/l4-p*H-9'  ' 


(2)     {ri  ^  s'jW  -  [(1  ^p']t  +  (1+  q')r  —  2pqs]  {/i  +  p*  +  g'  R 

che  è  la  equazione  le  cui  radici  R  sono  i  valori  dei  due  raggi 
di  curvatura  principali. 


Esempi. 


1)  Pel  paraboloide  ellittico  js  — --^  +  ^— -,  (a>i>0),  posto 


613 


nz=:\/ i^^^JL  la  equazione  (2)  diviene 
^  a*       è* 

dalla  quale,  posto  c=  — ^ — ,  ricaviamo 


R,=n(c4-;y— |/(c-f  z)*— d&n*). 

I  raggi  di  curvatura  principali  essendo  positivi  in  ogni 
punto  della  superficie,  essa  è,  in  ogni  suo  punto,  dalla  stessa 
parte  del  piano  tangente  in  quel  punto. 

"2)  Pel  paraboloide  iperbolico  z:=  ^ |t-,  (<3J>è>0),  posto 

a  —  b 
c=— — ,  si  trova  analogamente 


Rj  z=  n[c-f  ;?  -f  l^{c+zy-^abn^], 

R,=  n[ci-z—  |/(c -!-;?)•+  abn*]; 

Ri  è  sempre  positivo,  Rj  sempre  negativo,  cosichè  in  ogni  suo 
punto  la  superficie  è  situata  dalle  due  parti  rispetto  al  piano 
tangente. 

Quei  punti,  pei  quali  è  Ri+H,  =0,  hanno  la  ordinata 
;::  =  —  c;sono  quindi  situati  in  un  piano  parallelo  al  piano  xt/,  e 
costituiscono  una  curva,  la  cui  proiezione  sul  piano  xtj^  uguale 

alla  curva  stessa,  è  la  iperbole  di  equazione  -^ — zzi. 
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Snperflcle  liiTllappl. 

213.  Diamo  un  cenno  di  queste  superficie. 
Indicando  x,y,;2r  coordinate,  di  qualunque  natura,  dei  punti 
dello  spazio,  e  a  un  parametro  variabile,  Inequazione 

rappresenta  una  famiglia  di  superficie,  a  ciascun  valore  di  a 
corrispondendo  una  superficie  individuale.  Supporremo  che  la 
funzione  f  soddisfaccia  alle  stesse  condizioni  della  analoga  fun- 
zione f  del  n.  194. 

Fissato  un  valore  a  del  parametro,  si  prenda  un  altro  va- 
lore «1  di  questo,  e  supposto  che  le  due  superficie  f{x,y,z^7)^=Q, 
/'(a;,^,z,ai)  =  0  si  taglino,  lungo  una  certa  curva,  facciamo 
convergere  x^  verso  a  ;  supponiamo  allora  che  questa  curva 
abbia  per  limite  una  certa  curva,  che  apparterrà  alla  superficie 
/(^\S^,2,5c)=iO.  Sopra  ciascuna  delle  superficie  della  famiglia 
si  troverà,  generalmente,  una  di  queste  curve,  ed  il  luogo  geo- 
metrico di  tutte  queste  curve  sarà  una  superficie  che  dicesi 
la  superficie  inviluppo  delle  superficie  (1),  le  qnali,  conside- 
rate in  rapporto  al  loro  inviluppo,  diconsi  le  inviluppate. 

Con  ragionamento  analogo  a  quello  pel  problema  dell'in- 
viluppo di  curve  piane,  si  trova  che  la  equazione  della  super- 
ficie inviluppo  si  ottiene  eliminando  a  tra  le  due  equazioni 

f[x,y,z,y.)=Q,  fa\iX;,tj,z,oL)  =  0. 

La  curva,  variabile  con  a,  rappresentata  da  queste  due  equa- 
zioni chiamasi  la  caratteristica  dell'  inviluppo. 

Esempi. 

1)  L'inviluppo  dei  piani,  le  cui  equazioni  in  coordinate  car- 
tesiane sono 

(1)  z—^^x^'i[y.)y  +  l[x). 
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si  ottiene  eliminando  a  tra  questa  equazione  e  la 

(2)  0=:a?-f?'(a)y-f|'(a). 

Questa  superficie  inviluppo  chiamasi  supperficie  sviluppa- 
bile,  che  è  perciò  l'inviluppo  di  un  piano  mobile,  le  cui  di- 
verse posizioni  dipendano  dai  valori  di  un  parametro  variabile. 

Esistono  infinite  superficie  sviluppabili,  poiché  infinite  sono 
le  funzioni  (f(3£),  'l(x)  che  compariscono  nella  equazione  del  piano 
inviluppato;  ma,  come  ora  vedremo,  tutte  le  superficie  svilup- 
pabili soddisfanno  ad  una  comune  equazione,  che  ora  andiamo 
a  determinare. 

Possiamo  ritenere  la  equazione  della  superficie  sviluppabile 
sia  la  (l),  dove  intendiamo  che  a  sia  la  funzione  di  A?,y  de- 
finita dalla  (2).  Derivando  allora  la  (1)  rapporto  a  x,  abbiamo 

ossia,  in  virtù  della  (2),  pr=a.  Derivando  la  (1)  rapporto  ad 
f/  otteniamo,  in  modo  analogo,  qz=i(f(x);  cosichè  5  =  ^(p).  De- 
rivando ora  questa  ultima  equazione  rapporto  ad  a?  e  ad  y 
otteniamo  rispettivamente  s=:9^(p)r,  t=2c^^{p)s  e  da  queste 

rt-s*=0,  ossia  ___(^^=0. 

la  quale,  non  contenendo  più  le  funzioni  9  e  ^//  che  individua- 
no ciascuna  superficie  sviluppabile,  è  quella  equazione,  colle 
derivate  parziali  di  secondo  ordine,  cui  soddisfa  la  ordinata  z 
di  qualunque  superficie  sviluppabile  in  qualunque  punto  di 
essa.  Questa  equazione  chiamasi  perciò  la  equazione  a  deri- 
vate parziali  delle  superficie  sviluppabili. 

2)  Si  voglia  l'inviluppo  delle  sfere  che  hanno  il  loro  centro 
sopra  una  data  parabola  e  che  passano  pel  vertice  della  para- 
bola stessa. 

Si  prenda  per  piano  xy  il  piano  della  parabola,  e  si  pou- 
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gano  gli  assi  delle  x  e  delle  y  in  modo  che  la  equazione  della 
parabola  sia  x^z=z2pì/.  L'equazione  di  una  sfera  che  soddisfa 
alle  condizioni  del  problema  è 

(X— «)*  -f  {y—f^f + ;3i«  =  a*  -f  |5*  ossia  0.*  4-  y* + ;?*— 2 xx— 2/3^=0, 

dove  a'  =  2p/3,  e  quindi  anche 

P 
Eliminando  a  tra  questa  equazione  e  la 

si  trova  Tequazione 

della  superficie  inviluppo  richiesta. 

214.  Le  superficie  danno  luogo  ad  un  altro  genere  di  su- 
perficie inviluppi.  Sia  la  equazione 

dove  x,ij,z  sono  coordinate  qualunque  e  a,  /3  due  parametri 
Yariabili,  e  si  supponga  che  la  funzione  f  soddisfaccia  a  con- 
dizioni analoghe  a  quelle  per  la  funzione  f  del  numero  pre- 
cedente. Questa  equazione  rappresenta  una  famiglia  di  super- 
ficie, di  cui  ciascuna  superficie  si  ottiene  attribuendo  speciali 
valori  ad  a  e  /'S.  Fissiamo  due  di  questi  valori  «,/3,  e  attri- 
buendo poi  ai  parametri  i  valori  «  + A»,  /S-f  A/3,  consideriamo 
la  intersezione  delle  due  superficie 

la  seconda  delle  quali  possiamo  allora  porre  nella  forma 
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dove 

R=l-|/"a«(a?,y,«,a  +  $Aa,i3  +  5Ai3)A**  +  3/'"a^(  )A«A/3 + 

Quando  Aa,  A]3  convergono  comunque  a  zero,  indipenden- 

dentemente  Tuno  dall'altro,  questa  intersezione  non  avrà  una 

determinata  curva  limite;  bensì  avremo,  generalmente,  un  infi- 

nità  di  tali  curve  limiti,  dipendentemente  dal  modo  col  quale 

A/3 
Aat,  A/3  convergeranno  a  zero,  cioè  dal  limite  del  rapporto  ^^. 

Però  tutte  queste  curve  limiti  passano  pei  punti  M  le  cui  coor- 
dinate x.VyZ  soddisfanno  alle  tre  equazioni 

(2)  /•(a?,y.;3r,a,/5)  =  0,^=0,  ^=0. 

Invero,  essendo 

si  vede  che,  comunque  convergano  a  zero  Ar,  A,3,  in  modo  che 

A5»  R 

il  limite   di  -ri—  sia  finito,  è  lim  - — rzO.  Cosichè,  posta  la  e- 

quazione  (1)  nella  forma 

dx  ^   Ax      dfl  ^  Aa  ' 

si  scorge  che  essa^  al  limite,  diventa 

df      Of   ,.       A/3       ^ 
dx        dp  Ax 

Ad  Aft 

Se  poi  lim  "--•=  00  e  perciò  lim  -; — =0,  osservando  che 
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R 
lim  "T^=0,  si  vede  che  la  (1),  dopo  averla  divisa  per  A/3, 

diventa,  al  limite,  -^  =  0.  In  ogni  caso,  dunque,  le  coordinate 

dei  punti  M  soddisfanno  alia  f=0  e  ^Ila  equazione  cui  si  ri- 
duce la  (1)  quando  Aa  e  A/3  convergono  comunque  a  zero. 

Sopra  ogni  superficie  della  famiglia  /*(ir,y ,;2:,a,/3)  =  0  vi 
sono,  generalmente,  di  questi  punti  M.  Il  loro  luogo  geometri- 
co, quando  si  considerino  tutte  le  superficie,  chiamasi  l' invi- 
luppo delle  superficie  stesse.  La  sua  equazione  in  x,y,z  si  ot- 
tiene eliroìnaado  a.jì  tra  le  equazioni  (2). 


Esempi. 

1)  Inviluppo  dei  piani  pei  quali  è  una  costante  k  la  somma 
dei  segmenti  che  determinano  sopra  i  tre  spigoli  di  un  angolo 
triedro  trirettangolo. 

Prese  le  faccie  dell'angolo  triedro  per  piani  coordinati  di 
un  sistema  cartesiano,  indicati  con  a  «j3  i  segmenti  determinati 
sugli  assi  delle  x  e  delle  y,  le  equazioni  dei  piani  sono 

cosichè  il  loro  inviluppo  si  ottiene  eliminando  x,^  tra  questa 
equazione  e  le 

T  z         ..  y  z ^ 

—  -^^^k—x^p)^'     ~'W'^  {ìc  —  x  —  'fif 

Queste  danno 

|/a?  _  1/y  _        1/^        _  _t/.r-fl/y-f|/;y 

«    ""    /:i    ~   t— a  — ;ì  —a     e  a—  ^  , 
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per  cui 

i  quali  valori  sostituiti  nella  (3)  danno 

che  è  la  equazione  del  richiesto  inviluppo. 
2)  Inviluppo  delle  sfere,  i  cui  centri  sono  sopra  un  ellissoide, 
e  che  passano  pel  centro  dell'ellissoide. 

Sia  — T--f -rr  H — r  =  1  l'equazione  dell'ellissoide, 
a*      0*       d* 

Quelle  delle  sfere  sono 
(4)  f=a;'-\'y'-\-z^-2xx^2[it^  —  2'/z  =  0, 

dove  7  è  espresso  mediante  x,[ì  dalla  relazione 

a«  "^  ft«  "^  e'  — 
Cosichè  abbiamo 


Ox  ùx  ya* 


le  quali,  uguagliate  a  zero,  danno 

b*f/ C*2 .XX  -jìt/  _    yz  

i«        b* 


«  /3  7        ^'    °^*'*    a*         (3*      '  /         ^'    ^ 


ax  +  fiy  +  yz       a^  +  y*  +  z*  .  a*x* 

^=^     ^     £= 2 '  P''  '"'  '''  =  — 

a«  "^  6«  "^  e* 


py'=' — ' — ,  7^= ,  1  quali  valori  sostituiti  nella  (4),  la  ri- 
ducono alla 

che  è  l'equazione  del  richiesto  inviluppo. 

Esercizi 


X       Y        Z 

1.  Superficie  xyz=^k^\  piano  tangente  ò~  "^.t^  +  3— 

ox        Off        ÓZ 

Ri  +  R,=—  ^^^^ ,       RiR,=  7j^dove 


=  1; 


N 


3N* 


—  —  \/  —      -L     ± 
N    ~y    x^'^  y^'^  z^' 


2.  Superficie  t/=x  ig  —  {elicoide  gobbo  a  piano  direttore); 

e 

piano  tangente  cyX  -c:pY  4-  (x*  +  y^)Z  =  (x*  +  y^)z  ;  Ri  +  Rj^O. 

3.  Per  Tellissoide  — r+Tr+  "r=^  l'equazione  che    deter 
mina  i  raggi  di  curvatura  principali  si  riduce 

n  n* 


dove  n  indica  la  lunghezza  della  perpendicolare  abbassata  dal 
centro  sul  piano  tangente  nel  punto  (.r,y  ,J5)  che  si  considera. 
4.  L'inviluppo  dei  piani 

07  — 2^cot  a  —  ^cot(a —  oi)z=:0, 

dove  a  é  una  costante  e  a  il   parametro   variabile,  è   il  cono 
ellittico  [xsena— (y-h.2)cosa]*  =  4y;j. 
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5.  L' inviluppo  delle  sfere  di  raggio  R  e  i  cui  centri  sono  sul 
circolo  x*-fy*  =  r*  è  il  (oro 

(x*  -htf  +  z^  +  r«_R*/  =  4r«(x«  +  y«)  ossia  (r  ±  |/x* -h  y V=R*-2*. 

(Giova  esprimere   le  coordinate  del   circolo   mediante  un  an- 
golo 9). 

6.  L'inviluppo  dei  piani  distanti  dall'origine  delle  coordinate 
di  una  quantità  r  è  la  sfera  x* -h  y* -f  ;s' =  r*. 

7.  L'inviluppo  delle  superfìcie  /3^(a?4-«y-f /5)-f  ajc  =  0  è 

xyz  —  a  =  0. 

8.  L' inviluppo  degli  ellissoidi  concentrici  di  cui  gli  assi  hanno 

la  stessa  direzione  e  pei  quali  la  somma  dei   semiassi  è  una 

JL        -1         A         JL 
costante  k,  è  x^  -hy^  +  z^  =  k'^ ,  avendo  preso  gli  assi  degli 

ellissoidi  per  assi  coordinati. 

9.  L' inviluppo  degli  ellissoidi  aventi  lo  stesso  centro,  la  stessa 

V* 

direzione  degli  assi,  e  lo  stesso  volume  V,  è  :^V^*=-:ì7rT"' 

10.  L'inviluppo  dei  piani  normali  airelìca  x=acos9,  y=asen9 
z=ibf  è  la  superficie  Xacosi  +  Yasen^'-hJ'zizO  dove 


,        Z         |/a«(X«-fY«)  — 6* 
'^  =  1 b^ 

11.  La  superficie  inviluppo  delle  sfere  di  raggio  costante  e 

ed  il  cui  centro  si  muove  sopra  una  curva  y  =  9(x),  5  =  Kj?), 
dicesi  superficie  canale  o  tubo.  Si  trovi  la  equazione  a  deri- 
vate parziali  cui  soddisfanno  tutte  le  superficie  tubo. 

(Si  troveranno  delle  equazioni,  dalle  quali  prima  si  ricaverà 
la  equazione 

{pq-[z-iU)]s\*=\\-^p*+[z-^<x)]r\[\+q*+[z-'^»)]t\, 
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doTC  con  p,  q,,,.  intendiamo  — ^  ,   a"' ■"  ^  P^^  ^^  questa  si  avrà 


€%rt~s')  —  c[/l  +p'  +  5'  [(1  +  p'}t.  —  2pqs^(l  +  q')r\ 

la  qriale,  non  contenendo  :ì,  c.{x),  ■X(jt),  è  la  richiesta  equazione 
e  derivate  parziali.  Qua!  conseguenza  so  ne  trae  per  i  raggi 
dì  curvatura  principali  nello  sn|jerficie  tubo  ?), 


-^^esy-i^ 


É 


'"'^^^'■'^T^'^'r 


nJ»-   T-'        — -^      , 


